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Recenzja rozprawy doktorskiej mgr Blazeja Zmii
Arithmetic properties of certain partition sequences

Recenzowana rozprawa doktorska napisana jest po angielsku i dotyczy
liczby partycji na czesci z zadanego zbioru A. Partycja liczby naturalnej n
nazywamy kazde jej przedstawienie jako sumy pewnych elementéw a € A,
przy czym elementy moga si¢ powtarza¢, a ich kolejnos¢ jako sktadnikéw
sumy nie ma znaczenia. Jak powszechnie wiadomo ta ostatnia konwencja
czyni zagadnienie trudnym i interesujacym juz dla A = N. Naturalnym na-
rzedziem przy badaniu liczby partycji pa(n) jest (zwykta) funkcja tworzaca:
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ktora jak tatwo zauwazy¢ wynosi
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Niestety w dysertacji pana Zmii brakuje podkreélonego czynnika ¢™. Brakuje
go konsekwentnie we wszystkich wyéwietlonych wzorach paragrafu 1.2, row-
niez w ostatnim, ktory jak wida¢ nie mogt powsta¢ metoda ,kopiuj—wklej”.
To wszystko dzieje sie na stronach 8-9 rozdzialu pierwszego. Aby dokonczy¢
ten watek przenieSmy sie na strony 17-18. W podpisach rysunkoéw 2.1 oraz
2.2 litera ¢t powinna by¢ (oczywiscie) zastapiona litera n w odpowiednich
nieréwnosciach.

Wytknatem te drobne btedy typograficzne, aby uczuli¢ autora na przy-
sztosé: wiele z jego wynikow ma bardzo techniczny charakter i chociazby



z tego powodu zastuguja one (te wyniki oraz Czytelnik) na staranniejsza
edycje.

Poza klasycznym przypadkiem A = N, ktory zaczal rozpatrywaé juz Euler
(np. twierdzenie pentagonalne) wazny i badany przez wielu autoréw jest
przypadek:

Ay = {1,m,m?* m?, ...},

gdzie m > 2 jest ustalone. Ostatnio rozpatruje sie przypadek jeszcze ogol-
niejszy

A3 = {1,m1,m1m2,m1m2m3, o } (m]’ Z 2)
i w badaniu tego przypadku pan Zmija ma swoéj istotny udziat. I tak np. w
rozdziale 3 podejmuje problem uogolnienia stynnej kongruencji Ramanujana:

pn(bn+4) =0 (mod 5) (2)

na ten przypadek. Nie tylko obala hipotezy 3.1.1., 3.1.2 postawione przez
poprzednikéw, ale dowodzi ciekawego (pozytywnego) twierdzenia 3.3.1, z
ktorego wynikaja miedzy innymi odpowiednio okrojone wersje fatszywych
hipotez.

Aby poglebié badania ciagu liczb p(n) warto w iloczynie nieskoniczonym
po prawej stronie wzoru (1) zamieni¢ og6lny czynnik 1/(1—¢%) na 1/(1—tq%),
gdzie t jest nowa zmienng. Jesli teraz napiszemy

115 —1tq“ =) pa(n, t)q"
n=0
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to tatwo zauwazy¢, ze pa(n,t) sa wielomianami zmiennej ¢. I tak np. dla
przypadku A, pan Zmija dowodzi nastepujacego ciekawego rezultatu (wnio-
sek 2.3.4):

dla dowolnego m > 2 wszystkie pierwiastki zespolone t wielomianu pa,(n,t)
spetniagjq |t| < /4.

Natomiast dla przypadku ogélnego A3 doktorant wyprowadza z wlasno-
Sci ciagu wielomianéw pa,(n,t) (patrz ogélne twierdzenie 2.4.3) nastepujacy
piekny wniosek 2.4.5:

Niech n = ag + aymq + agmims + . . .bedzie repreprezentacjg n w bazie As
(pomirimy tatwe szczegoly). Wowczas:

pas(n) = H(aj +1) (mod ged(my,...,myg)).

J=1



Jest to naturalne uogélnienie wzoru Ramanujana (2).

Wygodne narzedzie do badania liczby tzw. partycji pokolorowanych uzy-
skamy, jesli w iloczynie nieskoficzonym po prawej stronie wzoru (1) zamie-
nimy og6lny czynnik 1/(1 — ¢*) na 1/(1 — ¢*)*, gdzie t jest nowa zmienna.
Latwo widzie¢, ze po ,wymnozeniu” iloczynu nieskonczonego wspotczynnik
przy ¢" znowu bedzie wielomianem zmiennej t. Autor poswieca caly rozdziat
5 badaniu odpowiedniego ciggu wielomianéw i wysnuwa stad wnioski doty-
czace partycji pokolorowanych. Wreszcie w rozdziale 6 wienczacym prace
pan Zmija proponuje autorski oryginalny sposéb wytwarzania partycji przez
zadany diagram. By¢ moze potencjal tej teorii jest istotnie wigkszy niz li
tylko mozliwo$¢ jednolitego traktowania wszystkich wczesniejszych przypad-
kéw szczegblnych réznych partycji (rézne zbiory A). Nie mnie to sadzi¢, ale
uwazam, ze umiejetnosci i kompetencje doktoranta w teorii partycji daja na
to szansg.

Wiele wynikow tej dysertacji ukazalto sie juz w najlepszych czasopismach
specjalistycznych oraz w bardzo dobrych ogélnomatematycznych. Nie mam
najmniejszych watpliwosci, ze ta rozprawa doktorska spelnia wszystkie usta-
wowe wymogi jakosci takowych prac oraz nie uchybia najwyzszym standar-
dom merytorycznym zwyczajowo stosowanym na najlepszych wydziatach ma-
tematyki. Dlatego z pelnym przekonaniem wnosz¢ o dopuszczenie pana ma-
gistra Blazeja Zmii do dalszych etapéw postepowania doktorskiego.



