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Recenzja rozprawy doktorskiej mgra Blazeja Zmii
Arithmetic properties of certain partition sequences

Recenzowana rozprawa zostala napisana pod kierunkiem dra hab.
prof UJ Macieja Ulasa. Jej glownym tematem sa partycje liczb na-
turalnych. Moéwiac z grubsza partycja liczby n to wyrazenie postaci
n =ny + ...+ ng, gdzie n; to tez liczby naturalne (dodatnie). Histo-
ria teorii partycji siega co najmniej czaséw Leonarda Eulera. Wtasnie
Euler udowodnit miedzy innymi, ze dla dowolnego n € N, liczba par-
tycji n tylko z nieparzystymi sktadnikami jest rowna liczbie partycji n
z roznymi sktadnikami (tzn. zadne dwa nie sg rowne). Kolejnym mi-
lowym krokiem w tej teorii byly wyniki Ramanujana, Hardy’ego i in-
nych na poczatku XX wieku; w szczegolnosci tzw. tozsamosci Rogersa-
Ramanujana (nie bede przytaczal tu wzoréw). Rowniez Ramanujan
otrzymal pierwsze wyniki dotyczace arytmetyki ciggéw partycji, np.,
ze liczba wszystkich partycji liczby 5n + 4 jest podzielna przez 5, a
liczba partycji Tn + 5 dzieli sie przez 7.

Kolejne wyniki dotyczyty specjalnych rodzajow partycji. Ot6z za-
miast rozpatrywa¢ dowolne n; € N mozna zatozy¢, ze sktadniki naleza
do ustalonego podzbioru zbioru liczb naturalnych i dodatkowo spelniaja
jeszcze pewne relacje miedzy sobg. Np., gdy wszystkie n; sa potegami
ustalonej liczby m, méwimy o partycjach m-arnych (w szczegolnosci
binarnych dla m = 2). Wtasnie dla partycji m-arnych Andrews, Gup-
ta, Rgdseth, Sellers i inni otrzymali kongruencje, ktére mozna uwazaé
za analogony wspomnianych rezultatéow Ramanujana. Te wyniki zosta-
ly uogoélnione przez Gouldena i Shuldinera dla tzw. m-arnych partycji
7 kolorami (ang. colored m-ary partitions). W te nurty wspolczesnych
prac wpisuja sie takze wyniki mgra Zmii przedstawione w recenzowanej
rozprawie.



Rozprawa Arithmetic properties of certain partition sequences liczy
91 stron i sktada sie z sze$ciu rozdzialow. Bibliografia zawiera 47 po-
zycji, w tym cztery artykuly autorstwa (lub wspoélautorstwa wraz z
promotorem) mgra Zmii. Napisana jest (jak wskazuje tytul) w jezyku
angielskim. W pierwszym rozdziale zamieszczono podstawowe oznacze-
nia, definicje oraz wlasnosci klasycznych partycji i ciagdéw automatycz-
nych.

W drugim rozdziale doktorant wprowadza pojecie wielomianow par-
tycji M-arnych py (n,t), gdzie M = (1,mq,ms,...) jest ustalonym
ciggiem liczb naturalnych przy czym m; > 2 dla ¢ > 0. Na wielo-
miany te mozna patrze¢ jak na uogoblnienie partycji m-arnych. Niech
Pm (n,t) == py (n,t) dla M = (1,m, m,...). Autor bada pierwiastki
Pm (n,t) wzgledem zmiennej ¢t i otrzymuje miedzy innymi pelny opis
ich wymiernych pierwiastkéw. Poza tym pokazuje, ze wszystkie ich ze-
spolone pierwiastki (dla m > 2) leza w kole o §rodku w 0 i promieniu
2. Nastepnie bada zachowanie wielomian6w pys (n,t) modulo inne wie-
lomiany. Otrzymane wyniki sg uogo6lnieniem wzmiankowanych wyzej
kongruencji dotyczacych partycji m-arnych (gdy przejdziemy w grani-
cy z t do 1). Koricowka rozdziatu drugiego poswiecona jest badaniom
wspotczynnikéw wielomianéw partycji M-arnych.

Rozdziat trzeci dotyczy kongruencji wyzszych rzedéw dla partycji
M-arnych. Ta cze$¢ badai mgra Zmii byla zainspirowana hipotezami
Folsoma (i innych), ktore uogélniaty wspomniane kongruencje udowod-
nione przez R@dsetha i Sellersa. Notabene hipotezy Folsoma w peinej
ogo6lnosci okazaly sie falszywe, co doktorant pokazal przez kontrprzy-
ktad. Ponadto w miejsce tych hipotez udowodnit twierdzenie ze stabsza
teza, ale nadal bedace znacznym ulepszeniem wynikow Rgdsetha i Sel-
lersa.

Rozdziat czwarty jest pos§wiecony pewnym rodzinom p-arnych par-
tycji z kolorami (tzn. kazdej sktadowej n; przypisujemy pewien kolor),
gdzie p jest liczba pierwsza. Autor stosujgc nowe podejscie rozszerza
wyniki oraz upraszcza dowody z dwoch swoich publikacji z promotorem.
Dotycza one p-adycznych waluacji liczby p-arnych partycji z kolorami
spetiajacych dodatkowe warunki. To nowe podejscie polega na uzy-
ciu og6lnej rodziny szeregdw potegowych zawierajacej wiele typowych
funkcji generujacych dla ciaggoéw partycji.

W rozdziale piatym mgr Zmija rozwaza inna (niz w rodziale drugim)
klase wielomianéw zwiazana z partycjami. Mianowicie, dla (prawie)
dowolnej funkcji arytmetycznej f definiuje rekurencyjnie pewien ciag
wielomianow (P (x))zozo. W szczegolnosei gdy f = o jest funkcja suma



dzielnikow i x € N, to P/ (z) jest rowny liczbie partycji liczby n, kto-
rych kazdy sktadnik moze by¢ pokolorowany jednym z x koloréw. Waz-
nym otwartym problemem w teorii liczb jest wyznaczenie pierwiastkow
wielomianow P7 (x). Heim i Neuhauser badali w szczeg6lnosci problem
czy pierwiastek z jedynki moze by¢ pierwiastkiem P7 (x). Doktorant
uogolnit ich wyniki na P/ (z) i pokazal, Zze przy pewnych rozsadnych
zalozeniach odpowiedz brzmi "nie". Ponadto znalazl ich zastosowanie
dla ogodlniejszych partycji z kolorami (tzw. multicolored partictions).

Rozdzial szosty (ostatni i najdtuzszy) dotyczy nowego podejscia do
badania ciagoéw partycji opartego na tzw. diagramach. Mowiac z grub-
sza diagram to skierowany graf z wierzchotkami ponumerowanymi licz-
bami naturalnymi. Kazdy diagram w naturalny sposéb generuje par-
tycje. Okazuje sie, ze wiele znanych typow partycji pochodzi wtasnie
z takich konstrukecji. Duza czes¢ tego rozdzialu poswiecona jest wpro-
wadzaniu poje¢ zwigzanych z diagramami i konstrukeji samych diagra-
mow oraz badaniu ich podstawowych wlasnosci jak np. ogélne réwnanie
funkcyjne spelniane przez funkcje generujaca ciggu partycji pochodza-
cych od diagraméw. Nastepnie te wyniki mgr Zmija stosuje do diagra-
mow i partycji M-arnych (uogolniajacych, jak wspomniatem, partycje
m-arne) i dowodzi ogolnego twierdzenia, ktore zawiera wszystkie weze-
$niej znane wyniki dotyczace charakteryzacji modulo m wielu typow
ciggow partycji m-arnych, w szczegolnosci rezultaty Andrewsa, Goulde-
na, Shuldinera i innych. Ponadto znajduje analogiczng charakteryzacje
dla "nadpartycji" m-arnych (ang. m-ary overpartitions), ktora jest cal-
kiem nowym wynikiem (a przynajmniej nie pojawila sie w literaturze).
Koniec rozdziatu dotyczy zastosowan diagramoéw do znajdowania ogol-
nych tozsamosci zwigzanych z partycjami. Na uwage zastuguje w szcze-
gblnosci nowa interpretacja drugiej tozsamosci Rogersa-Ramanujana
nieznana do tej pory mimo ponad stu lat intensywnych badan tych
tozsamosci.

Podsumowujac, wyniki zawarte w rozprawie doktorskiej mgra Zmii
sg nowe, oryginalne i wartosciowe. Ich dowody sa do$¢ trudne technicz-
nie i pomystowe, wymagaja od autora sporych umiejetnosdci w teorii
partycji (i w ogole w teorii liczb). Rezultaty sa dobrze umotywowane
oraz wpisuja sie we wspolczesng tematyke badan partycji. Rozprawa
zredagowana jest na wysokim poziomie: podane definicje, twierdzenia,
dowody itp sa precyzyjne i kompletne, zilustrowane dodatkowo licznymi
przyktadami, kolejnos¢ rozdzialow i podrozdziatow jest przemyslana i
sensowna itd. Ponadto praca zawiera wiele skomplikowanych rysunkow,
diagramow, co swiadczy o biegltosci technicznej autora w postugiwaniu



sie matematycznymi edytorami tekstu. Krotko méwigce rozprawa spel-
nia wszelkie wymogi formalne, jest tadnie napisana i ja nie znalaztem
w niej zadnych btedéw (poza nielicznymi "literowkami").

Zartobliwie dodam, ze jedyna wada niniejszej rozprawy jest jej dtu-
gosé, bo zmusza recenzenta do ciezszej pracy. Mam tez ambiwalentny
stosunek (ale to nie jest zarzut) do doktoratéw pisanych w Polsce po
angielsku (oczywiscie wylaczajac sytuacje, gdy doktorant lub promo-
tor jest obcokrajowcem). Z jednej strony rozumiem, ze taka rozprawa
moze by¢ czytana na calym $wiecie i utatwi¢ miedzynarodowsg kariere
doktorantowi (np. staze podoktorskie); na uznanie zastuguje tez dobra
znajomosé¢ jezyka obcego. Z drugiej strony troche szkoda, gdyz roz-
prawa pisana w ojczystym jezyku wzbogacalaby polska terminologie
matematyczna, a przy okazji Swiadczylaby o umiejetnosci postugiwa-
nia sie piekna polszczyzna.

Napisze jeszcze kilka uwag odnosnie samego doktoranta. Gdy poin-
formowano mnie, ze bede recenzentem w przewodzie doktorskim mgra
Zmii (notabene jest to moj debiut) spodziewalem sie, ze dostane "ma-
tematyczne" CV kandydata, spis publikacji, informacje o referatach
na konferencjach itp. Ku mojemu zaskoczeniu nie otrzymalem nic z
tych rzeczy, gdyz procedura tego nie przewiduje. Rozumiem, ze klu-
czowa jest rozprawa i moim zadaniem jest jej ocena, ale uwazam, ze
powyzsze dane sg takze istotne do oceny doktoranta. W kazdym razie
zrobitem wlasna kwerende w matematycznych bazach danych Math-
SciNet i zbMATH Open. Wedltug nich mgr Zmija opublikowal az szes¢
artykulow naukowych (wszystkie w latach 2018-2021). Dwa sa samo-
dzielne a trzy wspolne z promotorem. Wszystkie w dobrych i bardzo
dobrych czasopismach naukowych jak np. Journal of Number Theory
czy The Ramanujan Journal. W mojej opinii jak na dorobek przed
doktoratem jest to rzadki i bardzo dobry wynik. Dodatkowo wiem z
autopsji, ze mgr Zmija aktywnie uczestniczy w konferencjach nauko-
wych i seminariach, bo miatem okazje wyshichaé kilku jego referatow.
Wszystko to wskazuje, ze kandydat jest pracowitym i zdolnym mtodym
matematykiem.

Konkludujac uwazam, ze przedstawiona rozprawa doktorska spetnia
warunki okreslone w ustawie z dnia 14 marca 2003 r. o stopniach na-
ukowych i tytule naukowym oraz o stopniach i tytule w zakresie sztuki
(t.j. Dz. U. 2017, poz. 1789). Ponadto wnosze o jej wyrdznienie.



