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Recenzja rozprawy doktorskiej mgra Bªa»eja �mii
Arithmetic properties of certain partition sequences

Recenzowana rozprawa zostaªa napisana pod kierunkiem dra hab.
prof UJ Macieja Ulasa. Jej gªównym tematem s¡ partycje liczb na-
turalnych. Mówi¡c z grubsza partycja liczby n to wyra»enie postaci
n = n1 + . . . + nk, gdzie ni to te» liczby naturalne (dodatnie). Histo-
ria teorii partycji si¦ga co najmniej czasów Leonarda Eulera. Wªa±nie
Euler udowodniª mi¦dzy innymi, »e dla dowolnego n ∈ N, liczba par-
tycji n tylko z nieparzystymi skªadnikami jest równa liczbie partycji n
z ró»nymi skªadnikami (tzn. »adne dwa nie s¡ równe). Kolejnym mi-
lowym krokiem w tej teorii byªy wyniki Ramanujana, Hardy'ego i in-
nych na pocz¡tku XX wieku; w szczególno±ci tzw. to»samo±ci Rogersa-
Ramanujana (nie b¦d¦ przytaczaª tu wzorów). Równie» Ramanujan
otrzymaª pierwsze wyniki dotycz¡ce arytmetyki ci¡gów partycji, np.,
»e liczba wszystkich partycji liczby 5n + 4 jest podzielna przez 5, a
liczba partycji 7n + 5 dzieli si¦ przez 7.
Kolejne wyniki dotyczyªy specjalnych rodzajów partycji. Otó» za-

miast rozpatrywa¢ dowolne ni ∈ N mo»na zaªo»y¢, »e skªadniki nale»¡
do ustalonego podzbioru zbioru liczb naturalnych i dodatkowo spelniaj¡
jeszcze pewne relacje mi¦dzy sob¡. Np., gdy wszystkie ni s¡ pot¦gami
ustalonej liczby m, mówimy o partycjach m-arnych (w szczególno±ci
binarnych dla m = 2). Wªa±nie dla partycji m-arnych Andrews, Gup-
ta, Rødseth, Sellers i inni otrzymali kongruencje, które mo»na uwa»a¢
za analogony wspomnianych rezultatów Ramanujana. Te wyniki zosta-
ªy uogólnione przez Gouldena i Shuldinera dla tzw. m-arnych partycji
z kolorami (ang. colored m-ary partitions). W te nurty wspóªczesnych
prac wpisuj¡ si¦ tak»e wyniki mgra �mii przedstawione w recenzowanej
rozprawie.



Rozprawa Arithmetic properties of certain partition sequences liczy
91 stron i skªada si¦ z sze±ciu rozdziaªów. Bibliogra�a zawiera 47 po-
zycji, w tym cztery artykuªy autorstwa (lub wspóªautorstwa wraz z
promotorem) mgra �mii. Napisana jest (jak wskazuje tytuª) w j¦zyku
angielskim. W pierwszym rozdziale zamieszczono podstawowe oznacze-
nia, de�nicje oraz wªasno±ci klasycznych partycji i ci¡gów automatycz-
nych.
W drugim rozdziale doktorant wprowadza poj¦cie wielomianów par-

tycji M -arnych pM (n, t), gdzie M = (1, m1, m2, . . .) jest ustalonym
ci¡giem liczb naturalnych przy czym mi ≥ 2 dla i > 0. Na wielo-
miany te mo»na patrze¢ jak na uogólnienie partycji m-arnych. Niech
pm (n, t) := pM (n, t) dla M = (1, m, m, . . .). Autor bada pierwiastki
pm (n, t) wzgl¦dem zmiennej t i otrzymuje mi¦dzy innymi peªny opis
ich wymiernych pierwiastków. Poza tym pokazuje, »e wszystkie ich ze-
spolone pierwiastki (dla m ≥ 2) le»¡ w kole o ±rodku w 0 i promieniu
2. Nast¦pnie bada zachowanie wielomianów pM (n, t) modulo inne wie-
lomiany. Otrzymane wyniki s¡ uogólnieniem wzmiankowanych wy»ej
kongruencji dotycz¡cych partycji m-arnych (gdy przejdziemy w grani-
cy z t do 1). Ko«cówka rozdziaªu drugiego po±wi¦cona jest badaniom
wspóªczynników wielomianów partycji M -arnych.
Rozdziaª trzeci dotyczy kongruencji wy»szych rz¦dów dla partycji

M -arnych. Ta cz¦±¢ bada« mgra �mii byªa zainspirowana hipotezami
Folsoma (i innych), które uogólniaªy wspomniane kongruencje udowod-
nione przez Rødsetha i Sellersa. Notabene hipotezy Folsoma w peªnej
ogólno±ci okazaªy si¦ faªszywe, co doktorant pokazaª przez kontrprzy-
kªad. Ponadto w miejsce tych hipotez udowodniª twierdzenie ze sªabsz¡
tez¡, ale nadal b¦d¡ce znacznym ulepszeniem wyników Rødsetha i Sel-
lersa.
Rozdziaª czwarty jest po±wi¦cony pewnym rodzinom p-arnych par-

tycji z kolorami (tzn. ka»dej skªadowej ni przypisujemy pewien kolor),
gdzie p jest liczb¡ pierwsz¡. Autor stosuj¡c nowe podej±cie rozszerza
wyniki oraz upraszcza dowody z dwóch swoich publikacji z promotorem.
Dotycz¡ one p-adycznych waluacji liczby p-arnych partycji z kolorami
speªniaj¡cych dodatkowe warunki. To nowe podej±cie polega na u»y-
ciu ogólnej rodziny szeregów pot¦gowych zawieraj¡cej wiele typowych
funkcji generuj¡cych dla ci¡gów partycji.
W rozdziale pi¡tym mgr �mija rozwa»a inn¡ (ni» w rodziale drugim)

klas¦ wielomianów zwi¡zan¡ z partycjami. Mianowicie, dla (prawie)
dowolnej funkcji arytmetycznej f de�niuje rekurencyjnie pewien ci¡g
wielomianów

(
P f

n (x)
)∞

n=0
. W szczególno±ci gdy f = σ jest funkcj¡ suma



dzielników i x ∈ N, to P f
n (x) jest równy liczbie partycji liczby n, któ-

rych ka»dy skªadnik mo»e by¢ pokolorowany jednym z x kolorów. Wa»-
nym otwartym problemem w teorii liczb jest wyznaczenie pierwiastków
wielomianów P σ

n (x). Heim i Neuhauser badali w szczególno±ci problem
czy pierwiastek z jedynki mo»e by¢ pierwiastkiem P σ

n (x). Doktorant
uogólniª ich wyniki na P f

n (x) i pokazaª, »e przy pewnych rozs¡dnych
zaªo»eniach odpowied¹ brzmi "nie". Ponadto znalazª ich zastosowanie
dla ogólniejszych partycji z kolorami (tzw. multicolored partictions).
Rozdziaª szósty (ostatni i najdªu»szy) dotyczy nowego podej±cia do

badania ci¡gów partycji opartego na tzw. diagramach. Mówi¡c z grub-
sza diagram to skierowany graf z wierzchoªkami ponumerowanymi licz-
bami naturalnymi. Ka»dy diagram w naturalny sposób generuje par-
tycj¦. Okazuje si¦, »e wiele znanych typów partycji pochodzi wªa±nie
z takich konstrukcji. Du»a cz¦±¢ tego rozdziaªu po±wi¦cona jest wpro-
wadzaniu poj¦¢ zwi¡zanych z diagramami i konstrukcji samych diagra-
mów oraz badaniu ich podstawowych wªasno±ci jak np. ogólne równanie
funkcyjne speªniane przez funkcj¦ generuj¡c¡ ci¡gu partycji pochodz¡-
cych od diagramów. Nast¦pnie te wyniki mgr �mija stosuje do diagra-
mów i partycji M -arnych (uogólniaj¡cych, jak wspomniaªem, partycje
m-arne) i dowodzi ogólnego twierdzenia, które zawiera wszystkie wcze-
±niej znane wyniki dotycz¡ce charakteryzacji modulo m wielu typów
ci¡gów partycji m-arnych, w szczególno±ci rezultaty Andrewsa, Goulde-
na, Shuldinera i innych. Ponadto znajduje analogiczn¡ charakteryzacj¦
dla "nadpartycji" m-arnych (ang. m-ary overpartitions), która jest caª-
kiem nowym wynikiem (a przynajmniej nie pojawiªa si¦ w literaturze).
Koniec rozdziaªu dotyczy zastosowa« diagramów do znajdowania ogól-
nych to»samo±ci zwi¡zanych z partycjami. Na uwag¦ zasªuguje w szcze-
gólno±ci nowa interpretacja drugiej to»samo±ci Rogersa-Ramanujana
nieznana do tej pory mimo ponad stu lat intensywnych bada« tych
to»samo±ci.
Podsumowuj¡c, wyniki zawarte w rozprawie doktorskiej mgra �mii

s¡ nowe, oryginalne i warto±ciowe. Ich dowody s¡ do±¢ trudne technicz-
nie i pomysªowe, wymagaj¡ od autora sporych umiej¦tno±ci w teorii
partycji (i w ogóle w teorii liczb). Rezultaty s¡ dobrze umotywowane
oraz wpisuj¡ si¦ we wspóªczesn¡ tematyk¦ bada« partycji. Rozprawa
zredagowana jest na wysokim poziomie: podane de�nicje, twierdzenia,
dowody itp s¡ precyzyjne i kompletne, zilustrowane dodatkowo licznymi
przykªadami, kolejno±¢ rozdziaªów i podrozdziaªów jest przemy±lana i
sensowna itd. Ponadto praca zawiera wiele skomplikowanych rysunków,
diagramów, co ±wiadczy o biegªo±ci technicznej autora w posªugiwaniu



si¦ matematycznymi edytorami tekstu. Krótko mówi¡c rozprawa speª-
nia wszelkie wymogi formalne, jest ªadnie napisana i ja nie znalazªem
w niej »adnych bª¦dów (poza nielicznymi "literówkami").
�artobliwie dodam, »e jedyn¡ wad¡ niniejszej rozprawy jest jej dªu-

go±¢, bo zmusza recenzenta do ci¦»szej pracy. Mam te» ambiwalentny
stosunek (ale to nie jest zarzut) do doktoratów pisanych w Polsce po
angielsku (oczywi±cie wyª¡czaj¡c sytuacj¦, gdy doktorant lub promo-
tor jest obcokrajowcem). Z jednej strony rozumiem, »e taka rozprawa
mo»e by¢ czytana na caªym ±wiecie i uªatwi¢ mi¦dzynarodow¡ karier¦
doktorantowi (np. sta»e podoktorskie); na uznanie zasªuguje te» dobra
znajomo±¢ j¦zyka obcego. Z drugiej strony troch¦ szkoda, gdy» roz-
prawa pisana w ojczystym j¦zyku wzbogacaªaby polsk¡ terminologi¦
matematyczn¡, a przy okazji ±wiadczyªaby o umiej¦tno±ci posªugiwa-
nia si¦ pi¦kn¡ polszczyzn¡.
Napisz¦ jeszcze kilka uwag odno±nie samego doktoranta. Gdy poin-

formowano mnie, »e b¦d¦ recenzentem w przewodzie doktorskim mgra
�mii (notabene jest to mój debiut) spodziewaªem si¦, »e dostan¦ "ma-
tematyczne" CV kandydata, spis publikacji, informacje o referatach
na konferencjach itp. Ku mojemu zaskoczeniu nie otrzymaªem nic z
tych rzeczy, gdy» procedura tego nie przewiduje. Rozumiem, »e klu-
czowa jest rozprawa i moim zadaniem jest jej ocena, ale uwa»am, »e
powy»sze dane s¡ tak»e istotne do oceny doktoranta. W ka»dym razie
zrobiªem wªasn¡ kwerend¦ w matematycznych bazach danych Math-
SciNet i zbMATH Open. Wedªug nich mgr �mija opublikowaª a» sze±¢
artykuªów naukowych (wszystkie w latach 2018-2021). Dwa s¡ samo-
dzielne a trzy wspólne z promotorem. Wszystkie w dobrych i bardzo
dobrych czasopismach naukowych jak np. Journal of Number Theory
czy The Ramanujan Journal. W mojej opinii jak na dorobek przed
doktoratem jest to rzadki i bardzo dobry wynik. Dodatkowo wiem z
autopsji, »e mgr �mija aktywnie uczestniczy w konferencjach nauko-
wych i seminariach, bo miaªem okazj¦ wysªucha¢ kilku jego referatów.
Wszystko to wskazuje, »e kandydat jest pracowitym i zdolnym mªodym
matematykiem.
Konkluduj¡c uwa»am, »e przedstawiona rozprawa doktorska speªnia

warunki okre±lone w ustawie z dnia 14 marca 2003 r. o stopniach na-
ukowych i tytule naukowym oraz o stopniach i tytule w zakresie sztuki
(t.j. Dz. U. 2017, poz. 1789). Ponadto wnosz¦ o jej wyró»nienie.


