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1 Krétka charakteryzacja rozprawy

Z punktu widzenia podjetej problematyki naukowej, recenzowana dysertacja doktorska
plasuje si¢ w gléwnym nurcie badaii wspdlezesnej teorii pluripotencjatu. Co za tym idzie,
material pojeciowy dotyczy gléwnic wlasnodei funkeji plurisubharmonicznych, relatyw-
nych funkcji ckstremalnych i ich zwigzkéw z analityeznymi dyskami, jak tez zbioréw plu-
ripolarnych i ich obwiedni.

Material recenzowanej pracy jest podziclony na pigé rozdzialéw. Rozdzial 1 to kilku-
stronicowy wstep do calej rozprawy. Rozdzial 2 przedstawia w skrécony sposéb narzedzia
teoretyczne i znane rezultaty niezbedne do opisu nowych wynikéw uzyskanych przez au-
tora. Te ostatnic stanowig podstawows czeéé pracy i sa zaprezentowance w pozostalych
trzech rozdziatach.

Prace¢ zamyka lista oznaczen i bibliografia przedmiotu.

Uzyskane nowe rezultaty sg wartodciowe i przyczyniaja si¢ do postepu w rozwoju teorii
pluripotencjahu.

2 Opis uzyskanych rezultatéow

Opis podziclony jest na trzy czesci odpowiadajgce rozdzialom 3,4 1 5.

2.1 Brzegowe obwiednie pluripolarne

Rozdzial 3 jest gléwnie bazowany na pracy [19).
Dla nicpustego podzbioru E brzegu obszaru D w C" definiuje si¢ brzegows relatywna
funkcje ckstremalng w(-, E, D) w nast¢pujacy sposob:

w(z, E,D) = sup{u(z) : v € PSH™ (D), v* < —1on E}, z€ D,




gdzic gwiazdka oznacza regularyzacje gérnic péleiggly, a symbol PSH™ ujemmne funk-
cje plurisubharmoniczne. O zbiorze E méwimy, %e jest hrzegowy phuipolarny (albo b-
pluripolarny) jezeli u* = —oo on E dla pewnej funkeji v € PSH ~(D). Jezeli na dodatek
u* = —o0 tylko na zbiorze E, méwimy, ze ten zbidr jest zupelny. Jedli E ¢ 9D jest b-
pluripolarny, to b-pluripolarng obwiednig zbioru E nazywamy zbiér wszystkich punktéw
z € D, dla ktérych u*(z) = —oo dla kazdej funkeji u € PSH ~(D) takicj, ze u* = —o0 na
zbiorze E.

W ramach dyskusji szeregu podstawowych wiasnosei brzegowych relatywnych funkceji
ckstremalnych jest udowodnione, ze zbiér E jest b-pluripolarny wtedy i tylko wtedy gdy
w*(-, E,D) = 0. W tym przypadku jest pokazane, ze przecigeie obwiedni b-pluripolarncj
zbioru E z obszarem D jest zbiorem pluripolarnym, a dokladnicj jest zbiorem punktéw, w
ktorych rozwazana funkcja ckstremalna zbioru E jest ujemna. Nastepnic przedstawione
sq warunki, przy ktérych zbiér b-pluripolarny jest zupetny. Ten rezultat jest adaptacjg dla
przypadku brzegowego idei Zeriahiego z pracy [88] dotyczacej konwencjonalnych zbioréw
phuripolarnych.

W dalszej czeSci rozdzialu autor proponuje alternatywny dowdd twierdzenia Ediga-
riana i Sigurdssona [26] o jednostajnej aproksymacji dyskéw analitycznych na kole jednost-
kowym. Na koncu rozdziatu autor dowodzi twierdzenia charakteryzujacego b-pluripolame
obwicdnie przy pomocy dyskéw analitycznych. Rezultat ten jest brzegowym odpowiedni-
kiem wezesnigjszego wyniku Levenberga i Poletskyego [57].

2.2 Alternatywne definicje brzegowych relatywnych funkcji eks-
tremalnych

Rozdzial 4, bazowany na artykule [20], jest po§wigcony zmodyfikowanym definicjom brze-
gowych relatywnych funkeji ckstremalnych w sytuacji kiedy obszar D ma brzeg klasy C*.
Rozwazane sp trzy rodzaje modyfikacji. Po pierwsze, do definicji mozna dopusci¢ tylko
funkcje z rodziny PSH™(D)NC(D). Po drugic, zamiast gérnic pélciggle] regularyzacji
mozna uzy¢ gérnych granic wzdhiz kierunkéw normalnych do brzegu obszaru. Po trze-
cie, dla obszaréw silnic gwiazdzistych wzgledem poczatku ukiadu, mozna braé granice
gorne wzdluz promieni emanujacych z zera. Zasadniczym problemem — oryginalnic po-
stawionym przez Sadullacva w pracy [71] — jest znalezienie sytuacji, w ktérych zachodzi
rownos¢ pomigdzy regularyzacjami par tych funkeji. Autor przedstawia pozytywne roz-
wigzanic tego problemu dla réznych typéw obszardw w C*. W koricowej czedei rozdziatu
jest pokazane na przykladach, ze wersja twicrdzenia Edwardsa postulowana w artykule
[33] nic jest prawdziwa.

2.3 Charakteryzacja zbioréw zupelnych i zbioréw cienkich

Celem rozdzialu 5, cz¢dciowo opartego na preprincie [18], sa w zasadzic dwa twicrdzenia.
Pierwsze jest wladciwic prosta acz uzyteczng obscrwacjy, przedstawiajaca charaktery-
zacje zupelnego pluripolarnego podzbioru obszaru ograniczonego w terminach zbicznodci
ciggu relatywnych funkeji ekstremalnych odpowiadajacych malejacemu ciggowi otwartych




otoczen tego zbioru. W konsckwencji tej obserwacji autor dowodzi, ze przecigeie ciggu
zupelnych pluripolarnych podzbioréw obszaru ograniczonego jest réwnicz zupelne. Drugi
rezultat dotyczy zbiordw cienkich (zwanych tez zbiorami pluri-cienkimi). Poza zbiorami
pluripolarnymi stanowia one inng wazng klase “malych” zbioréw teorii pluripotencjahu.
Autor charakteryzuje zbhior, ktory nie jest cienki w ustalonym punkcie za pomoca dyskow
analitycznych o §rodku w tym punkeie, a bardziej doktadnic w terminach miary na okregu
jednostkowym $ladu przecigeia takowego dysku z rozwazanym zbiorem.

3 Lista najwazniejszych mankamentow redakcyjnych

O ile z merytorycznego punktu widzenia recenzowana praca zasluguje na pozytywna
oceng, autor nic ustrzegl si¢ przed szeregiem usterek. Fragmenty rozprawy, a przede
wszystkim dwa pierwsze rozdzialy, demonstrujg brak starannodci w przedstawianiu te-
matu. Przykladem tego jest blad w definicji funkeji plurisubharmonicznych, a wige w
pojeciu absolutnie centralnym dla teorii pluripotencjatu!l Co prawda bibliografia poka-
zuje akceptowalng znajomo$é literatury tematu, ale réwniez nic jest wolna od probleméw
redakeyjnych. A oto moje glowne zastrzezenia.

Przy odniesicniu do wiersza w na stronie s, bedg uzywat notacji s* lub s, zaleznic
od tego czy wiersze liczone sg od goéry czy od dohu strony. W odniesieniu do fragmentu
strony pomigdzy wicrszami w i v, bedg to odpowiednio symbole s lub s, ,. Bardzicj
istotne matematyczne usterki bedg wyszezegdlnione ttustym drukiem.

o Szczegdlnie w pierwszych dwdch rozdzialach, widoczny jest brak cigglosci w mate-
matycznej narracji. Byé moze jest to skutek uboczny probleméw lingwistycznych.

o Ugzywanic kilku érednikéw w definicjach zbiordéw jest nietypowe i raczej logicznic
nicuzasadnione bo sugeruje, ze oddziclone fragmenty sy nicjako samodziclne pod
wzgledem pojeciowym. Jest to szezegdlnie istotne prazy braku kwantyfikatordw np.
w definicji obwiedni pluripolarnej na stronie 2%, Ten problem jest widoczny w wiclu
micjscach pracy.

o Na stronic 4,;, slowo larger powinno byé zastgpione przez not smaller albo greater
than or equal to.

o Twicrdzenic 2.1.15 dotyczy klasycznego wzoru Poissona przedstawiancgo w licznych
podrecznikach, a wige odno$nik do pracy [67] jest raczej niewlasdciwy.

e Definicja funkcji plurisubharmonicznej na stronie s ;1 jest niepelna bo
np. wedhug nicj funkeja 1u(z,w) = Inz nic jest plurisubharmoniczna w C2. Frag-
ment zdania which are not identically —oc on any connected component of U po
wprowadzeniu symbolu PSH(U) jest zbyteczny, poniewaz ten warunck pojawia sig
juz na poczatku definicji.

Na strone 6; nalezy zastapié¢ U przez D.
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Na stronie 7y .j; odnosi si¢ wrazenie, ze Przyklad 2.1.22 wynika z poprzedzajacego
go rezultatu z [78] (ktéry nota bene jest ndowodniony w [78] przy zalozeniu $cislej
pscudowypuktosci obszaru D). Lepicj byloby zacytowaé Twicrdzenie 25 w [78], ktore
rzeczywiscie implikuje Przyklad 2.1.22.

Na stronic 8'5-16 brakuje zalozenia o ograniczonosci i §cisle] pscudowypuklosci
rozwazancgo obszaru (por. [81]). Réwnicz w Twicrdzeniu 2.1.26 brakuje zaloze-
nia, zc¢ D jest obszarem psendowypuklym o brzegu klasy C! (por. Twierdzenie 2.1
w [75]). W tym samym twicrdzeniu, trzecia konkluzja wymaga aby funkcja u; byla
zdefiniowana na brzegu obszaru, a nie tylko wewngtrz (Definicja 2.1.25).

Definicja 2.2.3 jest powtérzona za artykulem [85] i tak jak w [85] brakuje w nicj
stowa probabilistic.

Domyslna kwantyfikacja w Definicji 2.2.5 moze by¢ interpretowana na dwa sposoby.
Definicja 2.3.1 jest potrzebna wezesnicj,

Na stronic 10%, autor twierdzi, ze problem Leviego byl rozwigzany przez Norgucta.
W rzeczywistodei palma pierwszenstwa nalezy do Oki (1953). Norguet i Bremer-
mann uzyskali niczaleznic podobny wynik rok péznicj (por. [78]).

Na stronic 11'? autor pisze, ze Hyperconves domains are studied in [5] by Blocki.
Warto tu byloby wspomnieé¢ wezedniejsze prace z lat 1975-1996 podwigcone tej te-
matyce.

Drugi warunek w Propozycji 2.3.11 pokrywa si¢ drugim warunkiem w Twierdzeniu
2.1.26. Bylby tu wskazany jaki§ komentarz.

Stwicrdzenie The zero set of a holomorphic function is pluripolar jest nicéeiste.

W Praykladzie 2.4.11 chodzi o C? a nic C". Wiadciwy odnosénik w literaturze powi-
nien by¢é nie do doktoratu Edlunda ale do artykulu w Annales Polonici Mathematici
84(1) (2004), 75-86.

Na stronic 15! nazwisko cytowanc nazwisko powinno byé Thorbjornson.

Na strone 157 fragment zdania a few results of Poletsky nalezy zmicnié na a few
results of Levenbery and Poletsky.

W Twicrdzeniu 2.5.5 powinna by uzyta notacja wprowadzona na stronie 13.
Przyktady 2.6.1 1 2.6.2 powinny micé¢ odnoéniki do literatury.

We wstepnym akapicie rozdziatu 3, dobrze byloby wsponmicé wyraznie, ze podroz-
dzialy 3.1-3.4 pochodzg glownic z pracy [19] napisancj wspélnic z Janem Wicge-
rinckiem,




W definicji 3.1.1 warunek, ze u # —oc, jest zbedny w Swictle definicji plurisubhar-
monicznosci.

Na stronic 21 sg dwic literéwki we wzorach (wicrsze 12 1 19).
Definicja 3.3.1 jest powtdrzeniem poczatku Definicji 3.1.1.

W Uwadze 3.4.5 warto wspomnieé, ze w yvrazenic approzimation property odnosi si¢
1 s L
do wlasnosei OpiSﬂl'lC_]' w Twicerdzenin 2.3.12,

Na stronic 29" odnosnik do opublikowancj pracy [26] jest bardziej stosowny bo po-
zycja [25] jest nicopublikowana.

We wprowadzajacym akapicie rozdzialu 4, nalezy wyraznic zaznaczyé, ze material
rozdzialu pochodzi gléwnic z pracy [20], ktoérej wspotautorem jest Jan Wiegerinek.

We wstepnym akapicie rozdzialu 5 dobrze bytoby wspommicé wyraznie, ze spora
cz¢$¢é pochodzi z pracy [18].

Definicja zbioru pluriregularnego na poczatku strony 41 jest w oczywisty
sposGb bledna. (W jej $wictle jezeli E = {u = —oc} dlaw € PSH™ (D), to zbidr
E bylby pluriregularny w D co jest nonscensem. )

Na stronic 435 o w przykladzic ilustrujgeym jak otrzymadé zbior cienki trzeba zalo-
7yé, 20 20 # 25 dla j > 1.

Propozycja 5.2.4 ma odnosnik do pracy Sadullacva [71] gdzic jest jednak udowod-
niona przy innych zalozeniach.

Propozycja 5.2.6 ma odnos$nik do Problemu 11.3 w artykule [71], co jest
mylace bo cytowany problem dotyczy regularyzacji relatywnych funkcji
ekstremalnych. Na dodatek, przedstawiony dowdd zawiera biad. Mia-
nowicie, skonstruowane tam zbiory V; niekoniecznie tworzy niemalejaca
rodzing, a wiec nie mozna uzy¢ w odniesieniu do tych zbioréw Propozycji
5.2.5.

Bibliografia wymaga ujednolicenia — rézne pozycje sq prazytoczone w roznej for-
mic, a czasem nawet bez niezbednych szezegdlow (up.  [27], [29], [45] czy [66]).
Potrzebny tez jest szereg poprawek. Zamiast nicktérych nicopublikowanych pozycji
powinny byé cytowane opublikowance wersje relewantnych prac (np. [28]). W wy-
padku cytowanych preprintow z bazy arXiv ich tytuly powinny zgadzaé si¢ z obeenic
dostepnymi plikami. Jest to specjalnic wazne w wypadku [18] 1 [20], ktére stanowig
istotng cz¢s$é recenzowancj rozprawy.




4 Konkluzja

Nowe rezultaty naukowe uzyskane w recenzowancj pracy sg wartosciowe i nictrywialnie
rozszerzajg zrozumienie podstawowych obicktéw zainteresowania teorii pluripotencjatu. Z
redakeyjnego punktu widzenia mozna zwrécié uwage na wiele probleméw, ale ich znako-
mita wigkszod¢ nie dotyczy samej matematyki. Reasumujgc, pomimo opisanych powyzej
usterck, uwazam, ze praca spelnia wszystkie ustawowe wymogi stawiane roz-
prawom doktorskim i rekomenduje dopuszczenie pana mgra Ibrahima Djire
do dalszych etapéw przewodu doktorskiego.

Uppsala, 7 stycznia 2019 roku
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