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Recenzja rozprawy doktorskiej mgr Piotra Miski
p-adic properties of combinatorial sequences and
subsets of N

Recenzowana rozprawa doktorska zostata przedlozona jako kompilacja 4
opublikowanych prac. Do tych prac bede sie odwolywal w dalszym ciagu za
pomocg numerdow 6,7,8,9, zgodnie z bibliografig zataczona przez doktoranta
do Streszczenia rozprawy po polsku. Tylko praca 7 jest wytacznego autor-
stwa pana Miski. W przypadku pozostatych prac kazdorazowo o$wiadczenia
zlozone na pi$mie przez wspoélautoréw dowodza, Ze udziat pana Miski byt
istotny. Przejde teraz do oméwienia wszystkich prac wilaczonych do roz-
prawy doktorskiej, ale nie po kolei. Zaczne od pracy 7 opublikowanej w Acta
Arithmetica. Dotyczy ona podzielnodci przez potegi ustalonej liczby pierw-
sze] liczb Stirlinga drugiego rodzaju. Znaczenie tych liczb znacznie wykracza
poza kombinatoryke — autor wspomina np. o ich znaczeniu w topologii al-
gebraicznej i cytuje odpowiednie prace. Umotywowanie przedstawionych w
pracy rezultatow jest wiec oczywiste. Ponadto wydaje mi sie, ze wyniki
te sa dod¢ wazkie i wieficza wezeéniejsze wyniki réznych autoréw dotyczace
wlasnosci p-adycznych ciagu liczb Stirlinga drugiego rodzaju. Na pochwale
zastuguje tez jednolite podejscie autora do omawianych wynikéw wczesniej-
szych i hipotez, ktére udowodnil w optymalnym stopniu ogélnogci. Podejscie
to bazuje na elementach analizy p-adycznej np. na pojeciu funkeji lokalnie
analitycznej. Bazujac na tym jezyku udaje sie Panu Misce przedstawié¢ na-
turalne, dobrze umotywowane i czesto stosunkowo proste dowody swoich re-
zultatow. Sformulowania rezultatéw pana Miski sg jednak dogé techniczne
i dlatego poprzestang na przywolaniu drobnego bledu, ktéry wystepuje w
sformulowaniu obu hipotez: zamiast S(k,n) powinno byé¢ S(n, k). Podsu-
mowujac; praca 7 zamyka w elegancki sposéb (chodzi mi o metody) badania
prowadzone wczesniej przez wielu autoréw i to zashuguje na uznanie.

1



Potezna praca 9 jest glebokim studium whasnoéci arytmetycznych ciagu
liczb Hy(n). Liczba Hy(n) to z definicji liczba wszystkich permutacji zbioru
{1,2,...,n}, ktére sa iloczynami roztacznych cykli ustalonej dtugosci d > 2.
Badaniem tych liczb zajmowano si¢ wezesniej, ale tylko w przypadku, gdy d
jest liczba pierwsza. Nie sposob tu oméwié¢ wszystkich wynikéw tej prawie 60
stronicowej pracy opublikowanej w Monatshefte fuer Mathematik. Ograni-
cze sie tylko do ogélnego omowienia jej zawartodci. I tak np. w paragrafie 3
zbadano okresowosé ciggu reszt Hy(n) mod ¢ dla pewnych liczb ¢ > d. Nato-
miast w paragrafie 4 zbadano waluacje p-adyczne ciggu liczb Hy(n). Kolejny
paragraf 5 wydaje mi sie najciekawszy w calej pracy. Podjeto w nim badania
waluacji p-adycznej liczb Hy(n) dla przypadku p > d. W konstruktywny
sposéb autorzy rozprawiaja sie w nim z falszywa hipoteza wezesniejszych
autoréw (Conjecture 5.1) tzn. nie tylko ja obalaja, ale proponuja i dowo-
dza swoich twierdzen — ta cze$é¢ pracy jest technicznie zawita, ale na pewno
wartosciowa.

Na koniec oméwie pokrétce zawartosé prac 6 1 8, ktérych wyniki i sposoby
ich uzyskania s blizsze gustowi matematycznemu recenzenta. Niech A bedzie
niepustym podzbiorem N oraz niech

R(A) = {b/c:b,ce A}

oznacza zbiér wszystkich ilorazéw. Poniewaz R(A) C Q oraz cialo Q mozna
uzupehié¢ wzgledem réznych norm wiec mozna pytaé kiedy R(A) jest ge-
sty w rozwazanym uzupelnieniu. I tak np. gdy rzeczone uzupelnienie jest
cialem R liczb rzeczywistych to jest to klasyczne zagadnienie i byto ono ba-
dane przez wielu autoréw. Natomiast gdy uzupelnienie jest cialem liczb
p-adycznych to badaniem tej sytuacji zajeto si¢ dopiero w 21 wieku. I tak
np. w pracy opublikowanej w Acta Arithmetica w 2017 Garcia i inni zadali
nastepujace naturalne pytanie: Czy istnieje podzial zbioru N na dwa niepu-
ste podzbiory A, B taki, ze ani R(A) ani R(B) nie jest gesty w Zadnym ciele
liczb p-adycznych? W pracy 8 uzyskano nastepujace wyniki, ktére z nawiazka
odpowiadaja negatywnie na tak postawione pytanie.

e Niech Ay, ..., Ay bedzie podzialem N. Wéwczas dla kazdej liczby pierw-
szej p z wyjatkiem co najwyzej |log, k] liczb pierwszych, przynajmniej
jeden ze zbioréw R(A;) jest gesty w Q.

e Dla wszystkich z wyjatkiem co najwyzej k — 1 liczb pierwszych p przy-
najmniej jeden ze zbiordw A; jest gesty w Zy.
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Ponadto autorzy dowodza, ze kazdorazowo te liczby wyjatkowych liczb pierw-
szych p sa optymalne (podaja wyrazne konstrukcje odpowiednich podziatéw).
Uwazam, ze pomimo niewielkiej gtebi dwa powyzsze wyniki sa bardzo ciekawe
i eleganckie.

W pracy 6 opublikowanej w Journal of Number Theory autorzy zajmuja
si¢ rowniez gestoscia zbioréw R(A), ale tym razem A = S? jest zbiorem
tych liczb naturalnych, ktére sa sumami m, n-tych poteg liczb catkowitych
nieujemnych. Dowodzg np., ze R(S3) jest gesty w Q, dla kazdej liczby
pierwszej p i dowolnego m > 2. Koryguja przy okazji falszywa teze innych
autorow, ze dla p = 3 jest inaczej. Metody uzyte w tej pracy znowu bazuja na
technikach analizy p-adycznej. Wydaje sig, ze mimo kompletnosci wynikéw
zaprezentowanych w tej pracy nie zamyka ona tej interesujacej problematyki
— autorzy stawiaja pytania (np. Question 1.14), ktére mogg byé zaczynem
podobnych badan.

Podsumowujac swoja recenzje stwierdzam, ze przedstawione przez pana
mgr Piotra Miske prace, opublikowane w bardzo dobrych i dobrych czaso-
pismach, wystarczajg z zapasem na prace doktorsks z matematyki. Dlatego
wnosz¢ z pelnym przekonaniem o dopuszczenie doktoranta do dalszych eta-
péw przewodu doktorskiego.
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