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Rozprawa Patryka Mikosa poswiecona jest problemom kolorowania online graféw, dla
ktérych autor konstruuje nowe algorytmy i dolne ograniczenia, a nastepnie analizuje je
W ujeciu analizy konkurencyjnej. W problemach kolorowania graféw online dany jest graf G,
ktérego wierzchotki prezentowane sa algorytmowi po kolei wraz z sasiadujagcymi z nimi
krawedziami. Dla danego wierzchotka algorytm online musi przypisa¢ jeden z dostepnych
koloréw, a przypisanego koloru nie mozna zmieni¢ w przysztosci. Celem jest minimalizacja
uzytych kolor6w. Latwo zauwazy¢, ze w takim ujeciu algorytm online nie ma szans wybrania
optymalnego kolorowania. (W kontrascie do ,standardowej” algorytmiki trudnoéé nie polega
na ograniczonych zasobach obliczeniowych algorytmu, lecz wynika z nieznajomosci catego
grafu). W takim przypadku standardowo stosuje sie tzw. analize konkurencyjna (competitive
analysis): méwimy, ze algorytm jest y-konkurencyjny, jesli dla dowolnego wejécia liczba
wykorzystanych przez niego koloréw jest nie wieksza niz v razy liczba koloréw koniecznych
do pokolorowania grafu (np. przez optymalny algorytm, ktéry zna caly graf od samego
poczatku).

W swojej rozprawie Patryk Mikos rozwaza sa grafy przedzialowe. Jest to naturalnym
wyborem: sprawia, ze mozliwe staje sie osiagniecie algorytméw o stalej konkurencyjnosci,
a dodatkowo modeluje naturalne problemy przydziatu zadari do maszyn. O kolorach mozemy
wtedy mys€le¢ jak o maszynach, a o wierzchotkach grafu przedziatowego — jak o zadaniach
do wykonaniach w okreélonych przedzialach czasu. Kazdy z wierzchotkéw musi zostaé
pokolorowany (4. przypisany do jakiejs maszyny). Na kazdej maszynie w danej chwili moze
by¢ wykonywany tylko jedno zadanie.

Warto w tym miejscu wprowadzi¢ rozréznienie, ktére moze istotnie wpltywa¢ na osiagalne
przez algorytmy online wsp6tczynniki konkurencyjnosci. Mianowicie w trudniejszym wa-
riancie graf przedzialowy jest podawany jako ciag wierzchotkéw i krawedzi miedzy nimi
(problem kolorowania grafu). Natomiast w tatwiejszym wariancie wierzchotki podawane sa jako
przedzialy czasowe (problem kolorowania przedziatéw).

W pracy autor czesto rozwaza uogdlnienie problemu kolorowania do wariantu wazonego
(with bandwidths). Oznacza to, ze kazdy wierzcholek grafu ma pewna wage z przedziatu [0,1]
i jesli popatrzymy na reprezentacje grafu w postaci przedziatéw czasowych, to w kazdym
momencie czasu sumaryczna waga przedzialéw pokolorowanych jednym kolorem nie moze



by¢ wieksza od 1. (W wariancie niewazonym kazdy wierzchotek ma wage réwna 1). Dla
typowego zastosowania jakim jest szeregowanie zadari oznacza to, ze na jednej maszynie moze
by¢ jednoczeénie wykonywane wiele zadar, ale ich sumaryczna waga nie moze przekraczaé
mozliwoéci maszyny (nie moze by¢ wieksza od 1).

1. Osiagnigte wyniki

Rozprawa sktada sie dwéch rozdzialéw wprowadzajacych (Introduction i Preliminaries), po
ktérych nastepuje techniczna czes¢ przedstawiajaca osiagniete przez Patryka Mikosa wyniki.
Czeé¢ wprowadzajaca zawiera krotki opis niektérych poprzednich wynikow, umiejscawiajac
rozprawe na tle aktualnego stanu wiedzy.

Czes¢ z wynikéw prezentowanych w rozprawie zostata réwniez zawarta w dwéch publika-
gjach autora:

1. Patryk Mikos: A new lower bound for the on-line coloring of intervals with bandwidth.
Theor. Comput. Sci. 708: 96-100 (2018)

2. Grzegorz Gutowski, Patryk Mikos: Lower Bounds for On-line Interval Coloring with
Vector and Cardinality Constraints. SOFSEM 2017: 325-335

Warto jednak podkresli¢, ze wiekszos¢ wynikéw przedstawionych w rozprawie nie zostata
(jeszcze?) opublikowana.

Kolorowanie wazonych przedzialow

W rozdziale pierwszym Patryk Mikos rozwaza problem kolorowania wazonych przedziatow.
Dla tego wariantu autor prezentuje nowe dolne ograniczenie 4,1626 na wsp6tczynnik kon-
kurencyjnoéci poprawiajace dotychczasowo najlepszy wynik 3,4285 [Epstein i Levy, MFCS
2005]. W tym celu autor konstruuje doé¢ naturalna strategie adwersarza o parametryzowalnym
rozmiarze. Wynik jest osiagany dla wielkosci wejécia zmierzajacej do nieskoriczonosci.

Wplyw reprezentacji grafu na osiggana konkurencyjnosé¢

Rozdziat drugi jest jednym z centralnych miejsc w pracy. Autor rozwaza tutaj kolorowanie
graféw przedzialowych (w wersji wazonej), kt6re maja reprezentacje przedzialowa skiadajaca
sie wylacznie z przedzialéw jednostkowych. Gléwny nacisk potozony jest tutaj na badanie
zaleznoéci osiagalnej konkurencyjnosci od tego, w jaki sposéb algorytm poznaje graf.

* Jako ciag wierzchotkéw z krawedziami (kolorowanie grafr).

* Jako ciag przedziatow whasciwych (proper), tj. takich, ze jesli dwa przedzialy sa rézne, to
pierwszy nie jest zawarty w drugim (kolorowanie przedziatéw wiasciwych).

¢ Jako ciag przedzialéw o jednostkowych dtugosciach (kolorowanie przedziatéw jednostko-
wych).

Warto zauwazy¢, ze cho¢ rozwazane grafy maja reprezentacje wykorzystujaca przedziaty
jednostkowe, to w drugim z powyzszych przypadkéw algorytmowi prezentowana jest by¢
moze inna reprezentacja, w ktérej gwarantowane jest tylko to, ze przedzialy sa wiasciwe.



Dotychczas najlepsze ograniczenie dolne na konkurencyjnosé¢ dowolnego algorytmu on-
line w wysokosci 1,831 [Epstein, Levy, ICALP 2005] zostalo poprawione przez autora do
2,1571 (przypadek kolorowania przedziatéw jednostkowych), do 2,25 (przypadek kolorowania
przedziatéw wiasciwych) i do 2,657 (przypadek kolorowania graféw przedzialowych).

W tym celu stworzone zostaly ztozone strategie dla adwersarza oparte na prezentowaniu
algorytmowi klik réznej wielkosci, wykorzystujace eleganckie kombinatoryczne argumenty
(korzystajace m.in. z zasady szufladkowej) i wykorzystujace konstrukcje Epstein i Levy’ego
jako podprocedure. Ostatecznie wybory algorytmu kodowane sa jako zmienne bedace liczbami
rzeczywistymi, za$ z konstrukcji wynikaja pewne ograniczenia na kombinacje liniowe tych
zmiennych. Pozwala to autorowi na przedstawienie wspétczynnika konkurencyjnosci jako
wartosci funkcji celu pewnego programu liniowego. Po jego analitycznym rozwiazaniu
otrzymywane sa podane wyzej dolne ograniczenia na konkurencyjnoéé.

Warto wspomnie¢, ze dowody twierdzen sa ztozone i ich skomplikowanie wynika przede
wszystkim ze struktury argumentéw, a nie jest tylko kreatywnym ztozeniem wynikéw opubli-
kowanych przez wczeéniejszych badaczy.

Kolorowanie ograniczonych przedziatéw (niewazonych)

Rozdziat trzeci jest kolejnym centralnym punktem rozprawy. Autor bada w nim zaleznosé
miedzy maksymalna diugoscia przedziatu o (zaktadamy, ze minimalna dtugosé to 1) a osiagana
konkurencyjnoscia dla problemu kolorowania przedzialéw. Pokazuije, ze dolne ograniczenie
réwne 3 dla tego problemu udowodnione przez Kiersteada i Trottera wymaga, zeby ¢ nie byta
ograniczona od gory i bada przypadki, w ktérych o musi by¢ ustalona na samym poczatku.

Okazuje sig, ze jedli o jest odpowiednio duza (cho¢ skoriczona), to mozna skonstruowaé
dolne ograniczenie dla tego problemu, ktére jest dowolnie bliskie 2.5. Dla mniejszych wartosci
osiagane sa réwniez ciekawe wyniki: ¢ > 2 implikuje dolne ograniczenie 1.75, za§ ¢ > 1
dolne ograniczenie 1.667. Warto podkresli¢, ze konstrukcje dolnych ograniczen nie sa tutaj
skoficzonymi obiektami: budowane sa ztozone strategie adwersarza, ktére sa nastepnie
rekurencyjnie wielokrotnie sktadane i osiagaja podane wyzej wartosci asymptotycznie.

Jako uzupelnienie powyzszych wynikéw autor przedstawia réwniez algorytm (1 + o)-
konkurencyjny.

Kolorowanie ograniczonych przedzialéw (wazonych)

W rozdziale czwartym autor do modelu kolorowania przedziatéw o ditugosciach z [1, 0] dodaje
wagi. Analiza parametryzowana jest tutaj przy pomocy zmiennych « i 8, gdzie & > 0 jest
najmniejsza dopuszczalna waga, za$ < 1 najwieksza. Dodatkowo autor skupia sie na analizie
bardzo naturalnego algorytmu FIrstFrT.

Jesli nie wprowadzimy dodatkowych ograniczen na wagi, to wiadomo, ze algorytm
FIRSTFIT nie osiaga statej konkurencyjnosci. Autor pokazuje jednak ze konkurencyjnosé ta moze
by¢ ograniczona jako funkcja ¢, a mianowicie, ze wynosi co najwyzej o + o(v’). W przypadku
kiedy a« > 0 lub B < 1, autor rozszerza argument Pemmeraju i innych [TALG 2011], pokazujac
ze konkurencyjnos¢ algorytmu FirsTFIT wynosi co najwyzej 16/ max{a, 1 — B}. Nastepnie
prezentuje asymptotycznie ciasne dolne ograniczenie w wysokosci Q(1/ max{a,1 — B}).



Rozdzial uzupelnia nowe ograniczenie dolne na algorytm FirstFir, w ktérym wagi prze-
dziatéw sa z zakresu [0, B]. Elementem skfadowym ograniczenia jest konstrukcja dolnego
ograniczenia dla problemu BiN PACKING podana przez Johnsona i innych [SICOMP 1974]
wykorzystujaca przedmioty o wagach z przedziatu [0, B]. Zaprezentowane przez autora
ograniczenie jest dwukrotnie wyzsze niz to dla problemu BN PACKING.

Generowanie graféw przedzialowych

Rozprawe uzupetnia podany w ostatnim rozdziale algorytm generowania wszystkich graféw
przedzialowych o n wierzchotkach. Autor podaje algorytm, ktéry pomiedzy wypisaniami
dwéch kolejnych graféw zuzywa co najwyzej O(n®logn) czasu na obliczenia. Poprzednio
najlepszy algorytm zostat skonstruowany przez Yamazakiego i innych [TCS 2019] i do wylicze-
nia kolejnego grafu wykorzystywat czas O(n?). Ta czes¢ rozprawy jest rézna od poprzednich
rozdzialéw: dotyczy struktur danych dla efektywnych algorytméw. Autor w kreatywny spo-
sob skiada PQ-drzewa reprezentujace grafy przedzialowe, ciagowe reprezentacje kanonicznej
postaci graféw i podaje efektywny algorytm, ktéry sprawdza, czy uzyskany podczas ciagu
przeksztatcen graf jest grafem przedzialowym. Algorytm zostal przez autora zaimplemento-
wany i udostepniony.

2. Uwagi og6lne

Rozprawa zawiera kompleksowa analize wariantow problemu kolorowania online graféw
przedziatlowych. Jest to algorytmicznie wazny problem: wszystkie rozwazane warianty maja
umocowanie w istniejacej literaturze: zostalty zaproponowane i byly badane przez prominent-
nych naukowcéw zajmujacych sie teoria graféw, algorytmami online i szeregowaniem zadan.
Rozwazane problemy maja naturalna motywacje ze Swiata rzeczywistego, a prezentowane wy-
niki istotnie poprawiaja dotychczasowe. Z mankamentéw: troche brakuje w pracy komentarza
na temat osiagalnych wspotczynnikéw konkurencyjnoéci w wariancie randomizowanym.

Rozprawa prezentuje interesujace i nietrywialne wyniki. Autor swobodnie taczy nietry-
wialne wyniki z ré6znych dziedzin algorytmiki i kombinatoryki. Prezentowane przez niego
rozwiazania wymagaty duzej pomystowosci, gltebokiego zrozumienia problemu, kreatywnej
modyfikacji poprzednich rozwiazar i pewnego do§wiadczenia w formutowaniu sensownych
hipotez badawczych. Warto podkreéli¢, ze w przypadku wielu prezentowanych dowodéw ich
konstrukgja jest daleka od oczywistosci, a wyznaczenie $ciezki prowadzacej do ostatecznego
rozwiazania wymagato duzej dozy inwencji i doswiadczenia.

Czeé¢ z wynikéw zostata opublikowana w przyzwoitych miejscach po§wieconych informa-
tyce teoretycznej (konferencja SOFSEM i czasopismo Theoretical Computer Science). Warto
jednak bytoby — zwtaszcza, ze wyniki sa nietrywialne i dotycza istotnych probleméw opty-
malizacyjnych — pokusi¢ si¢ o opublikowanie ich na bardziej prestizowych konferencjach
algorytmicznych typu ESA, lub chociaz na workshopach dotyczacych algorytméw online i
szeregowania (typu WAOA czy MAPSP).



Uwagi redakcyjne

Czgé¢ techniczna napisana jest bardzo sprawnie i czyta si¢ ja z przyjemnoscia, pomimo tego,
ze jest ona bardzo nasycona matematyczna treécia. Lekture ulatwiaja intuicje, ilustracje i
przykiady. Czes¢ wprowadzajaca nie ma niestety takiej jakosci. Brakuje tutaj solidnego
wprowadzenia przedstawiajacego w jednym miejscu dotychczasowy stan wiedzy. Takie
informacje pojawiaja sie fragmentarycznie przy okazji poszczegédlnych rozdziatéw, jednak
ze wzgledu na mnogos¢ wynikéw czytelnikowi trudno jest zbudowa¢ pelny obraz sytuadji.
W szczeg6lnosci pomocna bytaby duza tabela przedstawiajaca dotychczasowe wyniki i wyniki
z rozprawy w podziale na rozwazane modele.

3. Konkluzja

Pomimo uwag krytycznych, uwazam ze przedstawiona rozprawa zdecydowanie spetnia
ustawowe i zwyczajowe wymogi stawiane rozprawom doktorskim, stanowiac istotny wkiad
w dziedzine kolorowania graféw online. Wnosze o dopuszczenie mgr. Patryka Mikosa do
dalszych etapéw przewodu doktorskiego.
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Marcin Biefikowski
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