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Recenzja rozprawy doktorskiej mgr. Marcina Krzywdy pt. ”Kopule
samopodobnych procesow dyfuzji Ité i ich zastosowania w matemalyce
finansowej”

Opis rezultatéw pracy

Autor rozwaza dwuwymiarowy proces dyfuzji (X;, ;), ktéry jest rozwiazaniem uktadu
stochastycznych réwnan rézniczkowych postaci:

dX, = \/u(ﬁﬁwdw,},
dy, = %u(éﬁ)dwr/l(\/’_ \f>dW1+B(\)§f \/_>ch2 (1)

Celem pracy jest scharakteryzowanie warunkéw koniecznych i dostatecznych, przy ktérych
dwuwymiarowy proces (X, Y;) z losowym warunkiem poczatkowym (X1,Y7) jest 1/2-
samopodobny. W szczegblnosci, celem pracy jest scharakteryzowanie dopuszczalnych
rozkladéw brzegowych dla X; i Y) i dopuszczalne] kopuli C, ktéra laczy zmienne X,
i Yy, przy ktérych (X;,Y;) jest 1/2-samopodobny. Temat jest wazny zaréwno w teorii
proceséw stochastycznych jak i w zastosowaniach w matematyce finansowe;j.

Rozprawa doktorska byla inspirowana pracami Sempi [114] i Bosc [9]. Jednakze, zasto-
sowane w rozprawie doktorskiej techniki sg rézne od technik w wymienionych artykutach
i inny jest cel wyprowadzenia réwnania opisujacego kopule dla pary (X, Y;).

Praca sklada sie z szesciu rozdzialéw i dodatku. W Rozdziale 1 i 2 przypomniano
czytelnikowi pewne pojecia, odpowiednio, z teorii kopul i proceséw stochastycznych.

Rozdzial 3 zawiera gtéwne wyniki pracy. Udowodniono, ze istnieje 1/2-samopodobne
rozwigzanie réwniania (1). Pokazano jaka postaé musza mieé rozklady brzegowe X, i
Y) oraz kopula dla pary (X,Y)) aby proces (X,,Y;) byt 1/2-samopodobny. Zaktadajac
rézniczkowalno$é w stabym sensie kopuli, wyprowadzono eliptyczne réwanie rézniczkowe,
ktére kopula dla 1/2-samopodobnego dwuwymiarowego procesu (X;, Y;) musi spehiaé.

W Rozdziale 4 przedstawione pewne wlasnoéci kopuli 1/2-samopodobnego procesu
(X1,Y;) oraz przyklady. Rozwazane byly dwa przyklady rozkladéw brzegowych oraz
dwa przyklady kopul. Tym samym pokazano, ze zbiér kopuli dla 1/2-samopodobnego
rozwigzania réwnania (1) nie jest pusty i zawiera nie tylko trywialne kopule Gaussa. Po-
kazano réwniez, ze nie kazda kopula z dowolnym parametrem moze byé funkcjg laczacs
dla 1/2-samopodobnego rozwigzania (1).

Rozdzial § zawiera ten sam rezultat co Rozdzial 3, ale udowodniony przy silniejszym
zalozeniu dotyczacym rézniczkowalnosei funkeji kopula.
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W Rozdziale 6 oméwiono technike zmiany miary. Pokazano jak dokonaé zmiany miary
aby procesy spehmiajace (1) byly martyngatami. Podano przyklad, ze kopula procesu
(Xt,Y:) zmienia sie w wyniki zmiany miary.

Moim zdaniem, rozprawa doktorska mgr. Marcina Krzywdy zawiera nowe, ciekawe i
wartoéciowe wyniki. Rozprawa doktorska powstata w oparciu o dwa artykuly [67] 1 [68],
napisane wspdélnie z promotorem Prof. Jaworskim, z czego jeden zostal opublikowany w
Statistics and Probability Letter, a drugi (jak przypuszczam) jest w recenzji.

Praca jest dobrze napisana. Sa drobne pomylki, ktére nie wplywaja na kodcowy wynik
i nie przytaczam ich w swojej recenzji. Praca sklada sie ze 192 stron. Bibliografia liczy
125 pozycji, co pokazuje, ze Pan Marcin Krzywda jest bardzo dobrze zaznajomiony z
literatura przedmiotu.

Uwagi i pytania
Uwagi, ktére nie wplywaja na jakoéé pracy:

o Rozdzial 1-2 mogly byé¢ krétsze, nie bylo potrzeby wprowadzania az tylu pojeé z
teorii kopuli i proceséw stochastycznych,

e Skoro w Rozdziatach 1,3-5 autor rozwaza wymiar d = 2, to w Rozdziale 2 tez mozna
bylo sie ograniczy¢ do d = 2,

e Zamiast support mozna uzywaé nosnik,
e Méwimy proces adaptowany do filtracji, a nie adaptowalny do filtracji,
e Zamiast charakteryzacja zmiennej uzytbym charakterystyka zmiennes,

o W tytule rozprawy doktorskiej mamy "1 ich zastosowania w matematyce finansowej”,
jednak zastosowani jest bardzo malo w pracy, wrecz nie ma ich w pracy,

e Stwierdzenie o istnieniu silnego rozwigzania dla uktadu (1) gubi sie w rozprawie, a.
jest to wazne stwierdzenie,

e W Rozdziale 3.4 brakuje zalozenia: A2%(x,y) + B*(z,y) = 1,

e W Rozdziale 3.4.1 warto bylo dodaé odpowiednik Wniosku 3.3.9, ktéry dopiero
pojawia si¢ jako Lemat 5.4.5. Sam Lemat 5.4.5 mozna bylo udowodni¢ dla X1,Y; €
LP,

o W Rozdziale 3.5 warto bylo dodaé¢ twierdzenie mowiace o zbieznosci kopuli do ko-
puli 1/2-samopodobnego rozwigzania (1), analogiczne jak dla rozkiadéw brzegowych
(Wniosek 3.3.15 1 3.4.4). Taki rezultat podany jest w Lemacie 6.3.3 w szczegdlnym
przypadku. Czy taki rezultat jest prawdziwy w ogblnym przypadku?

e W Rozdziale 5 brakuje zalozenia, ze 1, v s ograniczone,

e Stale K w Lemacie 5.4.4 zalezg od czasu t, ale to nie ma wplywu na kolejne dowody,




e Nie nawigzywalbym do modelu finansowego w Rozdziale 6. Nawigzanie jest bardzo
luZzne 1 nie wplywa na wyniki pracy. Raczej opisatbym ogélnie zamiane miary i jej
konsekwencje,

o W Rozdziale 6.2 mozemy korzystaé¢ z Al i A2 zamiast B1 i B2,

e Mozna byto opisaé¢ zmiane miary dla ruchu Browna wraz ze zmiang rozkladu dla wa-
runku poczatkowego (X1, Y:) tak aby w nowej mierze (X3, Y;) byl 1/2-samopodobny,

o Czasami zamiast ¢ pojawia sie ¢,

e Brakuje oéwiadczenia o udziale promotora w przygotowanych artykutach.

Pytania:

e Spelnione sa Al i A2. Jest dla mnie jasne, ze dla zadanej i dowolnej kopuli C
nie zawsze znajdziemy wspélezynnik A taki, aby para (X, Y;) miala kopule C i
(X:, Y:) byl 1/2-samopodobny. Jednoczeénie, jezeli istnieje taki wsp. A, to jest on
jednoznacznie okreélony. Jest dla mnie takze jasne, ze dla zadanego i dowolnego
wsp. A (spelniajacego A2) zawsze znajde kopule C tak, aby para (X;,Y;) miala
kopule C' i (X3,Y;) byt 1/2-samopodobny. Jednakze nie jest dla mnie jasne, czy
dla zadanego wsp. A kopula C jest jedyna, tzn. czy réwnanie (3.8) moze posiadaé
dwa rozwiagzania bedace funkcjami kopula? Réwnanie (3.8) nie ma zadanego wa-
runku poczatkowego (kopula C, ktérej szukaliby$my, determinuje réwniez rozkiad
poczatkowy dla (X3,Y1)). Z Propozycji 4.1.1 wynika, ze jezeli wsp. A jest staly
to C' i Cs sa kopulami speliajacymi (3.8). Z Propozycji 4.1.4 jednak wynika, ze
C= C3>

e Czy Propozycje 4.1.4 mozna udowodnié przy zalozeniu stabej rézniczkowalnodei ko-
puli, co jest gléwnym zalozeniem w Rozdziale 3, dopiero ostabianym w Rozdziale
57

e Prosilbym o podanie przykladu kopuli, ktéra jest stabo rézniczkowalna ale nie jest
rézniczkowalna w sposéb ciagly, tzn. spelia Twierdzenie 3.1.2 ale nie spelnia Twier-
dzenia 5.4.1,

e Prositbym o rozwazenie dryfu z Przykladu 2 i kopuli FGM. Czy moge mie¢ taki
model i uklad (1) bedzie mial rozwigzanie 1/2-samopodobne? Jezeli tak, to jakie
maksymalne wartoéci wsp. Spearmana dla pary (X, ;) moge osiagnac¢? Wystarczy
analiza numeryczna, bez pokazywania, ze wsp. A jest lipschitzowski. Z Rysunku 4.5
wynika, ze im wiecej masy prawdopodobienstwa umiescimy w ogonach rozkladéw
brzegowych X i Yy, tzn. im wieksze ¢, ¢,, tym mniejszg zaleznosc miedzy Xy iV}
mozemy modelowaé. Czy tez tak bedzie dla kopuli FGM i dryfu z Przyktadu 27
Czy to jest moze jakas ogdlna wlasnoéé w skonstruowanym modelu dla (X, Y;)?

e W Rozdziale 6.3, czy moge mie¢ niedeterministyczne wspdlezynniki w (1) i przy
zmianie miary dostaé take samg kopule, ale z innym parametrem, dla pary (X;,Y;)
dla t = o0?




e Brzegowe procesy X, i Y; nie maja przyrostéw stacjonarnych, ale Var[X,] = tVar[X,].
Co mozna powiedzieé¢ o korelacji przyrostow?

e Wydaje sie, ze brzegowe procesy dla 1/2-samopodobnego procesu (X3, Y;) musza
mie¢ rozklady o ogonach zbiegajacych do zera jak ogony gaussowskie. Czy mozemy
mie¢ rozklad brzegowy dla (X, Y;), ktérego ogon bedzie wolniej zbiegal do zera niz
ogon rozkladu normalnego, np. rozklad o ogonie jak w rozkladzie Normal Inverse
Gaussian czy Variance Gamma?

e Ktére z zalozen dla ukladu (1) powoduje, ze nie mozemy mie¢ kopuli o asympto-
tycznej zaleznosci w ogonie dla 1/2-samopodobnej pary (X, Y;)?

e Poza dwoma kopulami rozwazanymi w pracy, czy znane sa inne kopule, ktére moge
rozwaza¢ w modelu (1)? Czy znane sa inne kopule, ktérych nie moge rozwazaé
(poza kopulami z asymptotyczna zaleznoscia w ogonie)?

e W matematyce finansowej czasami uwaza sie, ze logarytmy cen akcji (log S¢, log S?) =
(X}, X?) powinny byé opisane, w mierze rzeczywistej, procesami (X}, X?) takimi,
ze brzegowe procesy maja rozklady grubsze niz rozklad normalny, posiadaja stacjo-
narne i skorelowane przyrosty o dtugiej pamieci (long range dependence), natomiast
para (X;,Y;) powinna cechowaé sie asymptotyczng zaleznosdciag w ogonie. Zadna z
tych wlasnodci nie jest spelniona dla rozwigzania uktadu (1). Czy mozna, poten-
cjalnie, zmodyfikowaé ktéres z zatozeri dokonanych w pracy lub posta¢ uktadu (1) i
otrzymaé procesy o wymienionych wlasnosciach?

o Jezeli przejdziemy do miary martyngalowej, to wtedy brzegowe rozkltady (X, Y;) sa
ruchami Browna i mozemy kontrolowa¢ tylko kopule C'i wsp. A. Jaka jest korzysc¢
z wykorzystania kopuli FGM zamiast Guassa w wycenie opcji?

Chcialbym wyraznie podkresli¢, ze nie oczekuje, ze Doktorant udowodni nowe twierdzenia,
przygotuje nowe przyklady i przeprowadzi zaawansowane obliczenia numeryczne w celu
odpowiedzi na powyzsze pytania. Moje pytania nalezy potraktowac jako wstep do dyskusji
na obronie.

Konkluzja

Pan Marcin Krzywda w swoje rozprawie doktorskiej wykorzystuje techniki z teorii
kopuli, stochastycznych réwnaii rézniczkowych i eliptycznych réwnan rézniczkowych. Za-
stosowanie réznorodnych technik §wiadczy o szerokiej wiedzy autora. W pracy rozwiazany
zostal nietrywialny problem matematyczny i przedstawione wyniki charakteryzuja rozwiazania
1/2-samopodobne dla uktadu (1) i ich kopule. Cel rozprawy zostal osiagniety. Przedsta-
wione w pracy dowody wymagaly pokonania szeregu trudnych probleméw technicznych
z czym autor poradzil sobie bardzo dobrze. Prace przeczytalem z przyjemnoscia i bardzo
duzym zainteresowaniem.

Uwazam, ze przedstawiona do oceny praca mgr. Marcina Krzywdy spelnia wymogi
artykulu 13 Ustawy z dnia 14 marca 2003 roku o stopniach naukowych i tytule naukowym
(Dz.U. 2003 Nr 65 poz. 595 z poZniejszymi zmianami). Zatem wnosze o jej przyjecie jako
rozprawy doktorskiej i o dopuszezenie do publicznej obrony.
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