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pt. ,Quantum Dynamical Entropy of Unitary Operators

in Finite-Dimensional State Spaces”

Chcialbym rozpoczaé recenzje tej niezwyklej rozprawy doktorskiej w doéé nietypowy sposéb,
to znaczy od konkluzji: Rozprawa doktorska mgr Szczepanek to dysertacio wybitna, najlepsza jokg
kiedykolwiek czytalem. Jest doskonala pod kaidym wzgledem. Stanowi dlo Autorki powdd do dumy
1 oczywiscie zastuguje na wyrdzinienie. W moim odezuciv winna byé zgloszona do wszelkich mos-
liwych nagréd przewidzianych dla mlodych naukowcdw za ich osiggniecia uzyskane w rozprowie
doktorskiej.

W swojej pracy doktorskiej Pani Anna Szczepanek zajmuje sie entropig dynamiczng pewnych
ukladéw kwantowych. Rozprawa stanowi zwartg i obszerna, bo liczacg prawie 200 stron, dysertacje.
Zostala napisana po angielsku i na ile pozwalajg mi to ocenié¢ moje doéé skromne kompetencje
filologiczne, jej strona jezykowa jest bez zarzutu.

Rozprawa skiada si¢ z dwoch rozdzialéw wstepnych, czterech rozdzialéw wiagciwych i pokas-
nej bibliografii. Bardzo pomocne w lekturze dysertacji sa indeks i lista uzytych symboli. O ich
uzytecznosci w czasie mojej skrupulatnej lektury moglem sie niejednokrotnie przekonadé.

Tematyka pracy lezy na pograniczu matematyki i fizyki, a méwiac precyzyjniej, na przecieciu
dwdch dziedzin: teorii uktadéw dynamicznych i informatyki kwantowej. Napisany z duzym znaw-
stwem rozdzial wprowadzajacy podaje w sposéb niezwykle przystepny fizyczne motywacje dla po-
dejmowanej w rozprawie analizy naukowej. Podstawowymi obiektami badat sg tak zwane pomiary
rzutowe (PVM), a wigc dzialania matematyczne odpowiadajace mierzeniu w mechanice kwantowe;.
Autorka bada ukiady kwantowe, ktére ewoluuaj miedzy kolejnymi pomiarami, sama za$ zmiana
opisywana jest przez odpowiednie operatory unitarne.

Spektakularne wyniki przynosi juz rozdzial wstepny. Mam tu na myéli twierdzenie A.5, ktére
podaje pigkny wzér na sume norm odpowiednich iteracji zlozenia macierzy unitarnej i rzutowania
w przestrzeni C2. Jego dowéd, choé elementarny, jest dalece nietrywialny. W moim przekonaniu

samo twierdzenie stanie si¢ w przyszlosci wynikiem podrecznikowym.



Podstawowym narzedziem, ktére stuzy do opisu ewolucji stanéw kwantowych sg tak zwane ite-
rowane uklady funkcyjne. Ukiady funkcyjne, a wigc pary zlozone z rodziny odwzorowah pewnej
przestrzeni metrycznej w siebie oraz wektora probabilistycznego zadajacego czestotliwodé wyboru
odpowiedniej transformacji w procesie losowych iteracji, stanowia takze jedno z podstawowych na-
rzedzi w stochastycznej teorii ukladéw dynamicznych i maja szerokie zastosowania przy badaniu
zhioréw fraktalnych. Na ogdt jednak przyjmuje si¢, ze odpowiednie wektory probabilistyczne sg
state (niezalezne od polozenia) lub w najgorszym wypadku od polozenia zaleza w sposéb ciggly.
Przy takich zalozeniach udaje sie udowodnié pewne twierdzenia dotyczace statystycznego zachowa-
nia trajektorii.

Sytuacja przy badaniu stanéw kwantowych jest znacznie bardziej skomplikowana. Uktady funk-
cyjne, ktére stuzg do opisu ewolucji tych stanéw zlozone sa z odwzorowan, ktére sg okreglone jedynie
na pewnych podprzestrzeniach zadanej przestrzeni kwantowej — sg to tak zwane czeéciowe iterowane
uktady funkcyjne, ang. partial iterated function systems . Réwnowaznie mozna przyjaé, ze trans-
formacje sg zdefiniowane wszedzie, jednak prawdopodobiefistwo ich wyboru jest niezerowe tylko
na pewnej podprzestrzeni. Zabieg ten powoduje nieciaglosé wektora prawdopodobiefistw i mocno
komplikuje calte rozwazania. Nade wszystko rzadko mamy wéwezas do czynienia z ukladami funk-
cyjnymi, ktére majg jeden stan stacjonarny, a wigc sa ergodyczne. Istnienie podprzestrzeni nie-
zmienniczych implikuje wielo§¢ miar ergodycznych. W szczegdlnodci, w twierdzeniu 1.41, Autorka
podaje warunki konieczne i wystarczajace do tego, zeby stan maksymalnie zmieszany nie byt stanem
ergodycznym. W rozdziale pierwszym Autorka wprowadza takze podstawowe dla calej rozprawy
pojecie entropii dynamicznej.

W drugim rozdziale gruntownie zbadane zostaly uklady kwantowe okreélone na przestrzeni sta-
néw S(C3), z pomiarami skladajacymi sig z dwéch rzutowan o rzedach jeden i dwa. Jest to stosun-
kowo prosty uklad kwantowy, ale juz jego analiza prowadzi do bardzo zaawansowanych i ztozonych
rachunkowo rozwazan. Autorka, badajac zachowanie laficuchéw Markowa odpowiadajacych wila-
$ciwym czedciowym iterowanym systemom funkcyjnym, wyréznila rézne klasy ukladéw i bardzo
szczegblowo je zbadala. Podstawa do zaliczenia do odpowiedniej rodziny byly numeryczne wiel-
kosci wartosci wlasnych odpowiedniego operatora unitarnego (zob. twierdzenie 2.21). Dla mnie
osobiscie najbardziej interesujace w tej czedci rozprawy wydaja sig wyniki dotyczace zachowania
ukladéw kwantowych w zaleznodci od wartoéci w = (z,Uz), gdzie U oznacza odpowiedni operator
unitarny, natomiast z jest jednostkowym wektorem odpowiadajacym rzutowaniu jednowymiaro-
wemu. Uzyskanie tych rezultatéw wymagalo od Autorki rozleglej wiedzy z odleglych obszaréw
matematyki, np. z teorii zbioréw semi-algehraicznych.

Jednak gléwnym celem tej czesci rozprawy jest podanie efektywnego wzoru na entropie dyna-
miczng, i entropig nadwyzkows w zaleznodci od tego, do jakiej kiasy nalezy badany uklad kwantowy

(zob. paragraf 2.4).
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Na koricu rozdziatu drugiego Autorka poréwnala swoje wyniki z rezultatami osiaggnigtym przez
J.P. Crutchfielda i K. Wiesnera (Intrinsic quantum computation, Physics Letters A 372, (2008), ss.
375-380) pokazujac, ze w wielu przypadkach jej rozwazania prowadzity do duzo lepszych efektéw.
Ten fragment rozprawy dobitnie okazal, ze badania mgr Szczepanek nie sp oderwane od gtéwnego
nurtu i dotykaja probleméw, ktérymi zywo interesuja sie matematycy i fizycy w wielu oérodkach
na catym $wiecie.

W rozdziale trzecim zostala zdefiniowana entropia dynamiczna operatora unitarnego U przy usta-
lonym pomiarze I1. W serii przykladéw mgr Szczepanek policzyla te entropie dla réznych ukladéw
kwantowych. Bardzo podoba mi si¢ przyklad 3.7, w ktérym Autorka zidentyfikowala operator
unitarny maksymalizujgcy entropi¢ dynamiczna wzgledem operatora. 7 kolei w przyktadzie 3.8
imponujace rachunki doprowadzily do ustalenia wartosci entropii dynamicznej odpowiednich ro-
tacji przy pomiarach Blocha. Godna podziwu sprawnoéé rachunkowa Autorki stanowila dla mnie
nie lada wyzwanie; przeliczenie wszystkich przykladéw zajelo mi sporo czasu. Troche zalowalem,
ze mgr Szczepanek w doéé oszczedny sposdb raczyla czytelnika szczegdlami pozwalajagcymi w pelni
zrozumied jej arytmetyczne dokonania.

Ciekawym terminem pojawiajacym sie w rozdziale czwartym jest pojecie chaotycznoéci operatora.
Wedle definicji chaotycznymi sg te operatory, ktére maksymalizuja kwantowa entropie dynamiczna,
(niezalezna od pomiaru). Jest to do$é¢ intuicyjna koncepcja zgodna z potocznym rozumieniem en-
tropii jako podstawowej miary uporzgdkowania systemu fizycznego. Punktem wyjécia do dalszych
rozwazan jest propozycja 4.5 podajaca zestaw warunkéw réwnowaznych chaotycznoéci operatora
unitarnego U. Wnioskiem plynacym z tej propozycji jest prosty warunek konieczny dla chaotycz-
nodci operatora unitarnego: Operator U na C? jest chaotycany, je§li wartoéé absolutna jego éladu
jest nie wigksza niz wymiar d. W przypadku C2, inaczej niz w wymiarach wiekszych, powyzszy
warunek jest takze wystarczajacs przestanks dla chaotycznodci operatora unitarnego.

Kwantowg entropie dynamiczng niezalezng od pomiaru mozna definiowaé na dwa rézne spo-
soby. Pierwszy z nich to wziecie supremum entropii dynamicznych po zbiorze pomiaréw rzutowych
(PVM), drugi z kolei supremum entropii definiuje na szerszej klasie tak zwanych pomiardw wogdl-
nionych (POVM). Wedlug mnie najwazniejsze twierdzenie pracy, a z pewnoécia najtrudniejsze,
przynosi kohczacy rozprawe podrozdziat 4.4. Po niezwykle zmudnych i pomystowych rozwazaniach
Autorka udowodnila, ze w wymiarze dwa wskazane powysej rézne sposoby definiowania entropii
niezaleznej od pomiaru prowadza do tego samego wyniku. Dowdd tego arcyciekawego twierdzenia
rozhity jest na szereg technicznych lematéw, ktérych zrozumienie zajeto mi niemalo czasu. Sg one

poprawne, jednak wedlug mnie zostaly zredagowane w zbyt skrétowy sposéb.

Przeglad wynikéw rozprawy doktorskiej mgr Anny Szczepanek pozwala sie zorientowaé, ze moja

entuzjastyczna opinia wyrazona w konkluzji, wyjatkowo umieszczone] na poczatku tej recenzji,



nie jest bezpodstawna. W swojej dysertacji Autorka zajela si¢ trudna i wazng, tematyka, i uzyskala
zdumiewajgco pickne rezultaty. Nalezy podkresli¢, ze sformulowala takze wicle hipotez, wyznacza-
jac nowe kierunki badani. Jestem przekonany, ze o jej dalszych osiggnieciach ustyszymy w przysztodci

nieraz.
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