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Recenzja
rozprawy doktorskiej mgr Anny Sulimy
pt. ”Optimal portfolio selection
in [t6-Markov Black-Scholes-Merton market”

Rozprawa doktorska mgr Anny Sulimy dotyczy probleméw optymalnego in-
westowania w instrumenty finansowe, ktérych ceny sa zalezne od zewngtrznego
taficucha Markowa. Autorka rozpartuje rynek finansowy, na ktérym ceny instru-
mentéw sa opisywane procesami [t0-Lévy’ego, przy czym wspodtczynniki tych
procesOw sa modulowane stanami taiicucha Markowa. Poniewaz rynek modelo-
wany procesami Lévy’ego nie jest rynkiem zupetnym autorka dokonuje jego uzu-
petnienia przez wprowadzenie nieskonczonego zbioru dodatkowych instrumen-
tow zwanych power-jump assets. Finalnym celem pracy jest znalezienie portfe-
la inwestycyjnego, ktéry maksymalizuje uzytecznos$¢ inwestycji. Ze wzgledu na
skomplikowany model rynku finansowego osiagnigcie tego celu wymaga kilku
krokéw. Krokami tymi s3: udowodnienie twierdzenia o reprezentacji martynga-
towej dla rozpatrywanego modelu rynku, wykazanie istnienia jedynej miary mar-
tyngatowej na rozszerzonym rynku oraz udowodnienie zupetnosci rynku (w sensie
aproksymatywnym). Dopiero po uzyskaniu tych wynikéw pomocniczych autorka
przystepuje do rozwigzania problemu optymalnego portfela inwestycyjnego, kto-
ry maksymalizuje wybrang funkcj¢ uzytecznosci.

Rozprawa ztozona jest z 5 rozdziatéw. Rozdzial 1 zawiera sformutowanie ce-
lu rozprawy oraz oméwienie prac, ktére dotycza probleméw podobnych do tych
analizowanych w pracy. Nastgpnie w rozdziale tym przedstawione sa gtéwne wy-
niki otrzymane w pracy. W rozdziale 2 opisany jest rynek finansowy modelo-
wany procesami [td-Lévy’ego oraz przedstawiono metodg¢ rozszerzania tego mo-
delu przez dodanie przeliczalnego zbioru dodaktowych instrumentéw typu po-
wer-jump. Rozdzial 3 zawiera twierdzenie o reprezentacji martyngatowej na roz-
szerzonym rynku. W rozdziale 4 pokazano twierdzenie o istnieniu jedynej miary
martyngatowej na rozszerzonym rynku oraz udowodniono zupetnos$¢ tego rynku.
Wreszcie rozdzial 5 zawiera rozwigzanie gtéwnego problemu znalezienia opty-
malnych portfeli inwestycyjnych. Zadanie to jest rozwigzane dla dwoch standar-
dowych funkcji uzytecznosci: funkcji logarytmicznej oraz funkcji potggowe;j.

Postawiony problem rozprawy doktorskiej jest oryginalny i ciekawy. Sam pro-
blem uzupetniania rynku Lévy’ego o nieskonczony zbidér instrumentéw typu po-
wer-jump byl juz rozwiazany wczesniej. W literaturze znane sg prace, w ktérych



dowodzono twierdzenie o reprezentacji martyngalowej na takim rynku, o istnieniu
jedynej miary martyngatowej i zupetnosci takiego rynku. Wszystkie te wyniki do-
tyczyly jednak zwyklych procesow Lévy’ego. Tymczasem w pracy mgr Sulimy
mamy procesy Itd-Lévy’ego dodatkowo modulowane fancuchami Markowa. Ta
modulacja jest oczywiScie niezbgdna, jesli chcemy si¢ zajmowac problemem ste-
rowania na rynku finansowym (faficuch Markowa jest procesem sterujacym), ale
jednoczesnie wprowadza dodatkowe trudnosci przy konstrukcji zupetnego rynku,
na ktérym zadanie optymalnego sterowania ma by¢é rozwigzywane. Kroki jakie
autorka wybrala, aby osiagnac ten cel, sa naturalne, jesli patrze¢ na podejscie sto-
sowane dla zwyktych proceséw Lévy’ego.

Ocena formalna pracy. Jako rozprawa doktorska praca jest napisana Zle. For-
ma pracy jest podobna do formy jaka zwykle uzywa si¢ przy publikacjach w cza-
sopismach naukowych, kiedy autor/autorzy eksponuja wytacznie swoje oryginal-
ne osiagnigcia, wszystkie znane elementy pozostawiajac do uzupetnienia czytel-
nikowi. W przypadku rozprawy doktorskiej czytelnikami sa w zasadzie wylacznie
recenzenci. To nie doktorant powinien sprawdzac, czy recenzenci sa wystarczaja-
co wyksztalceni, aby uzupetni¢ luki w dowodach, ale recenzenci maja sprawdzic,
czy doktorant w wystarczajacym stopniu opanowal dziedzing, aby zauwazy¢ luki
dowodowe i umiec je uzupetnid.

Praca jest napisana po angielsku. Niestety w teksScie jest bardzo duzo btedéw
ortograficznych, gramatycznych i stylistycznych. Czes¢ tych bledéw autorka po-
winna zauwazy¢ przy doktadnym czytaniu tekstu (a nie zauwazyla). Oczywiscie
jak zwykle w przypadku autora polskiego jest bardzo duzo btedéw z uzyciem
rodzajnika a oraz the. Niektére z tych btedéw mozna tatwo poprawic. Ale sa sfor-
mulowania, w ktérych napisanie np. an assumption lub the assumption jest rOwnie
poprawne, ale co innego znaczy! Staratem si¢ w takich sytuacjach domyslaé rze-
czywistej intencji autorki, ale nie jest to sytuacja komfortowa dla czytelnika.

Ocena merytoryczna pracy.

Rozdziat 3. W rozdziale tym dowodzone jest twierdzenie o reprezentacji mar-
tyngatowej (Theorem 3.1.1). Twierdzenie ma postac: jeSli M jest martyngalem
wzgledem filtracji J;, to martyngal ten ma przedstawienie w postaci pewnych
catek (nie przytaczam doktadnego sformutowania, bo nie jest mi ono potrzebne).
Problemy z tym twierdzeniem sa dwa. Po pierwsze, w catej pracy nigdzie nie napi-
sano jaka to jest filtracja JF;, a problem nie jest zupetnie oczywisty, bo précz zwy-
ktego procesu Ito-Lévy’ego mamy jeszcze modulujacy go tancuch Markowa. W
efekcie nie wiemy przy jakich zalozeniach zachodzi sformutowane twierdzenie.
Drugim problemem jest wystgpowanie w reprezentacji martyngatowej nieskon-



czonych sum. Oczywiscie takie sumy musza wystapié, jesli rynek zostal uzupet-
niony nieskoriczonym zbiorem dodatkowych instrumentéw. Ale nie jest sprawa
oczywista, ze te nieskonczone sumy sa zbiezne (i w jakim sensie). Z dowodu
mozna si¢ oczywiscie domysli¢, ze zbiezno$¢ powinna by¢ w sensie przestrzeni
L?. Jednak na temat samej zbiezno$ci nie ma w pracy nawet jednego zdania, tak
jakby to byla sprawa oczywista. Nie jest to jednak oczywiste, co widaé z pra-
cy Nualart&Schoutens (pozycja [69] w spisie literatury), na ktérej doktorantka
sie wzorowata. W pracy [69] autorzy, aby otrzymac twierdzenie o reprezenta-
cji martyngatowej, dokonali rozwinigcia dowolnego martyngatu catkowalnego z
kwadratem w tzw. martyngaty Teugelsa, bo to rozwinigcie dostaje si¢ w sposéb
naturalny. Nastepnie dokonali ortogonalizacji martyngatow Teugelsa i do wykaza-
nia zbiezno$ci nieskonczonych szeregdéw uzyli standardowej wtasnosci przestrze-
ni L2, tj. zbieznosci z kwadratem wspotczynnikéw przy przedstawieniu elementu
w bazie ortogonalnej. Tego wszystkiego brakuje w dowodzie w recenzowanej pra-
cy doktorskiej. Oczywiscie wydaje si¢, ze metodg zastosowang przez Nualarta i
Schoutensa mozna zastosowaé takze w tej bardziej skomplikowanej sytuacji, ale
wypada o tym napisacd.

Rozdzial 4. Ten rozdzial po§wigcony jest dowodowi istnienia miary martyn-
galowej na rozszerzonym rynku oraz zupelnoSci tego rynku. Problem istnienia
miary martyngatowej opisany jest w twierdzeniu 4.1.3. Rozumowanie jest takie:
jesli w réwnaniach stochastycznych (4.4) zniknie czg¢$¢ odpowiadajaca za dryf
(wspdiczynnik przy dt), to procesy opisywane tymi rownaniami beda martyngata-
mi. Warunek znikania dryfu pozwala wyznaczy¢ wspétczynniki w przedstawieniu
pochodnej Radona-Nikodyma opisujacej zamiang miary. Wspoétczynniki te spet-
niaja zalozenia twierdzenia 4.1.1 pochodzacego z pracy [12]. Niestety z twierdze-
nia 4.1.1 wynika jedynie, ze pochodna Radona-Nikodyma jest lokalnym mar-
tyngatem. Nalezatoby jeszcze wykazac, ze pochodna ta jest martyngatem. Tego
w dowodzie twierdzenia 4.1.3 brakuje. Trudno wigc uwazaé, ze rOwnowazna mia-
ra martyngatowa zostata skonstruowana. Dodatkowym problemem jest jedynos$¢
tej miary, co jest niezbedne, aby udowodni¢ aproksymatywna zupeinos$¢ rynku.
Sadzac po tym, co na temat jedynosci napisali autorzy pracy [18], nie jest to spra-
wa prosta. W efekcie twierdzenie 4.2.1 zawiera poprawny dowdd pod warunkiem,
ze istnieje dokladnie jedna miara martyngalowa réwnowazna mierze wyjsciowe;j.
Moéwiac o twierdzeniu o zupetnoSci rynku, zwré¢my uwage, ze jest to zupetnosé
w sensie aproksymatywnym. Oznacza to, ze dla kazdego instrumentu finansowe-
go na rynku istnieje ciag strategii inwestycyjnych, ktére replikuja ten istrument w
przyblizeniu (z btgdem dazacym do zera) a nie doktadnie. Ten aspekt zupetnosci
zostat dobrze opisany w recenzowanej pracy.

Rozdzial 5. W rozdziale tym dowodzone sa twierdzenia o istnieniu optymal-
nej strategii inwestycyjnej na rynku It6-Lévy-Markov. Problem jest rozpartywany
dla logarytmicznej funkcji uzytecznos$ci (Theorem 5.2.1) oraz potggowej funkcji



uzytecznosSci (Theorem 5.3.1). Dowody tych twierdzen przebiegaja jednak tak,
jakby byta mozliwa doktadna replikacja kazdego instrumentu (a nie replikacja
aproksymatywna). Takie postepowanie byto mozliwe w pracy [92], na ktéra po-
wotuje sie autorka, poniewaz w pracy tej rynek zostal rozszerzony o skonczong
liczbg dodatkowych instrumentéw, co pozwala udowodni¢ klasyczng zupetnosé
rynku. W sytuacji rynku It6-Lévy-Markov mamy tylko aproksymatywna zupet-
nos$¢. Wymaga to rozwiazania problemu optymalnej strategii inwestycyjnej w spo-
sOb aproksymatywny, czyli wykazanie istnienia ciagu strategii, ktére rozwiazuja
zadanie optymalizacyjne w sposob przyblizony. Ten problem nie jest poprawnie
opisany w dowodach odpowiednich twierdzef.

Konkluzja. Recenzowana rozprawa atakuje trudny problem wymagajacy sze-
rokiej wiedzy z analizy stochastycznej. Autorka ma dobry pomyst, jak ten pro-
blem rozwiazac. Jednak w realizacji tego pomystu zabraklto jej uwagi (a by¢ moze
dostatecznie gtgbokiej wiedzy). Reasumujac uwazam, ze praca mgr Anny Sulimy
nie spetnia w obecnej postaci wymogoéw Ustawy ”O stopniach naukowych i ty-
tule naukowym”. Uwazam, ze autorka powinna dopracowac brakujace w pracy
dowody i ponownie przedstawic ja do recenz;ji.
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