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1. OMOWIENIE ROZPRAWY

Rozprawa doktorska jest poswigcona wiasnosciom rézniczek alge-
bry form rézniczkowych na sfoliowanej rozmaitosci ze struktura tran-
swersalng, nazywanej “dd°-,dd”-,...-lematami”. W plerwotnej wersji
odpowiednie zjawisko zostalo odkryte przez Deligne’a, Griffithsa, Mor-
gana i Sullivana w fundamentalnej pracy Real homotopy theory of Kaehler
manifolds, Invent. Math., 1975. Wersja ta dotyczyla rozmaitosci Kaehlera
1 jest formulowana nastepujaco.

Twierdzenie 1. Niech M bedzie zwartg rozmaitoscig Kaehlera, a o
bedzie formg rdiniczkowq takq, Ze doo = 0 oraz, albo o = dB, albo
a =d°8. Wiwczas

a = dd°y = —ddy,

gdzie d° = J71dJ dla struktury zespolonej J rozmaitoéci Kaehlera M.

Powyzsze twierdzenie ma znaczenie fundamentalne, poniewaz laczy
ze sobg analityczne, topologiczne i strukturalno-geometryczne wlasnosci
(teorie Hodge’a, strukture zespolona, metryke Kaehlera i teorie homo-
topii). Z dd*-lematu wynika wlasnoé¢ formalnosci rozmaitoéci Kaehlera,
ktéra oznacza, ze wymierny typ homotopii takich rozmaitosci (a takze
innych spehiajacych dd®-lemat) jest w pelni okreslony przez dane ko-
homologiczne. Zatem, nie ma nic dziwnego w tym, ze rézne wersje
dd°-lematu sg badane od wielu lat. Oczekuje sig, ze dobra nowa wersja
zwlgzana z interesujaca strukturg geometyczna da rezultaty o podob-
nej mocy jak klasyczny wynik Deligne’a i wspétautoréw. Wzorujac sie
w pewne] mierze na pracach Cavalcanti’ego autor niniejszej rozprawy
proponuje badanie uogdlnionych struktur zespolonych, ale w nowym
ujeciu struktur transwersalnych. Jest to podejécie, ktére bardzo wysoko
cenig, poniewaz jest ogélniejsze, zawicra w sobie wyniki poprzednikéw,
a jednoczesni nie jest bezposrednie.
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W rozprawie rozwaza si¢ foliacje (M, F) na rozmaitodci M i tran-
swersalne uogdlnione struktury zespolone 7 (w sensie Cavalcanti’ego).
Niech (M, J) oznacza uogdlniona rozmaitosé zespolona. Zgodnie z
Proposition 3.3 i Theorem 3.24 rozprawy, mamy operatory

d=mg10d: T(U*) = T(U )

d:me_10d: D(U*) - DU,
gdzie 7y : (M, C) — T'(U¥) jest rzutowaniem okreslonym na formach
rézniczkowych. Niech ¢/ = §(d — 9). Wéwezas J jest uogdlniong
struktura zespolona wtedy i tylko wtedy gdy d = 8+38. Autor definiuje
“podstawowy dd7-lemat” jako wlasnogé

(Im(dd”) = Im(d) N Ker(d”) = Ker(d) N Im(d”)

spetnione dla form bazowych.
Gléwne wyniki rozprawy to

e Charakteryzacja dd’-lematu w jezyku kohomologii bazowych
(Theorem 4.11 i Theorem 4.13 )

o Charakteryzacja dd”-lematu poprzez znikanie kanonicznego ciggu
spektralnego (Theorem 4.14)

e Zastosowanie rozwinigtych technik do transwersalnie symplek-
tycznych foliacji. W szczegdlnosci, bardzo istotne jest twierdze-
nie o tym, ze w sytuacji symplektycznej odpowiednia wersja

dd”-lematu (“ddA-lemma”) implikuje, ze odwzorowanie Lefschetza,

dla bazowych kohomologii jest “na” (Theorem 4.17, Corollary
4.19)

e Dowdd dd*-lematu dla transwersalnie kaehlerowskich foliacji
(Theorem 4.21).

e Przyklady foliacji, ktérych kohomologie bazowe sa skoriczenie
badZ nieskoniczenie wymiarowe dla réznych stopni.

2. OCENA

2.1. Ocena tematyki rozprawy. Tematyka rozprawy znajduje sie
w gléwnym nurcie badan w geometrii i topologii rozmaitosci z foli-
acja ze struktura transwersalng. Wiasnoéci kohomologiczne takich roz-
maitosci byly badane w niedawnych pracach Angelli i Tomassiniego,
Cavalcanti’ego, Schweitzera i innych. W tym ciagu prac bardzo do-
brych matematykéw rozprawa Pawata Raznego prezentuje sie bardzo
dobrze.

2.2. Ocena wynikéw rozprawy. Gléwne wyniki rozprawy, tzn. charak-

teryzacja bazowego dd”-lematu, sg nowe i cickawe.
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2.3. Ocena poprawnosci pracy. Przedstawione dowody gléwnych
twierdzen rozprawy sa, moim zdaniem, poprawne.

2.4. Ocena prezentacji. Praca doktorska jest napisana na wysokim
poziomie naukowym. Prezentacja rozprawy jest na ogdl bardzo do-
bra. Wida¢, ze Autor gleboko przemyslal temat i posiada stosowna
wiedze. Pewne moje zastrzezenia budzi brak jasnego wkazania, ktére
to twierdzenia sg jednoznacznie autorskie, a ktdére sa uzupelnieniami,
twierdzeniami z ktérych sie korzysta itd. Jako osoba dobrze znajaca
rézne wersje dd®-lematu, nie miatem z tym wiekszych probleméw, uwazam
jednak to za wade prezentacji.

2.5. Ocena publikacji. W zwigzku z tym, ze nowy tryb nadawania
stopni doktorskich wymaga, aby cze$¢ wynikéw byla opublikowana,
nadmienie, ze wyniki rozprawy sa czesciowo opublikowane w artykutach:
(1) Examples of foliations with infinite dimensional special coho-
mology, Annali di Matematica 197(2018),399-409
(2) The Froelicher type inequalities of foliations, J. Geom. Phys.
114(2017), 593-606

Journal of Geometry and Physics jest jednym z wiodacych czasopism
w obszarze geometrii i jej zastosowan.

3. KoNKLUZJA

Podsumowujgc uwazam, ze rozprawa z nawiazka spelnia wszystkie
formalne i zwyczajowe wymagania stawiane pracom doktorskim. Wnioskuje
o dopuszczenie Pana Pawla Raznego do dalszych etapéw przewodu dok-
torskiego.



