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Ocena rozprawy doktorskiej pana mgr. Pawla Raznego

pt. "The basic dd” -lemma"

Pan magister Pawel Razny przedstawit do oceny swoja rozprawe doktorska pt.
The basic dd” -lemma, napisang pod kierunkiem dr. hab. Roberta Wolaka, profe-
sora UJ. Rozprawa ta dotyczy pewnych aspektow geometrii rézniczkowej i zawiera
rozwigzanie kilku oryginalnych probleméw naukowych, ktére pokrétce omowie.

1. Rozprawa

Gloéwnym tematem rozprawy sa pewne kohomologiczne wtasnosci foliacji roz-
maito$ci rézniczkowych, posiadajacych geometryczne struktury transwersalne. Po
krotkim wstepie (moze nawet nadmiernie krotkim), autor przechodzi do prezentacji
koncepcji struktury transwersalnej do danej foliacji F kowymiaru ¢, w tym teorii
Hodge’a i operatorow eliptycznych. W najwiekszym skrocie, gdy zbior lisci folia-
cji M/F posiada kanoniczng strukture rozmaitosci rozniczkowej (wymiaru g), sa to
odpowiednie struktury na tej rozmaitosci.

W kolejnym rozdziale oméwione sa podstawy, pochodzacej jeszcze od N. Hitchina
i jego doktoranta Marco Gualtieriego (2002), uogdlnionej geometrii zespolonej. Wy-
chodzi ona od nawiasu Couranta na wigzce Pontryagina TM & T*M, dla ktorego
wyroznia sie tensor Nijenhuisa

J:TMeT*M -TMaeT*M,

ortogonalny wzgledem naturalnego symetrycznego parowania w 7'M & 7™M i taki,
ze J? = —Id. Sila tej teorii bierze si¢ z faktu, ze taki tensor mozna naturalnie
skonstruowaé zaréwno ze struktury zespolonej na M jak i struktury symplektycznej.
Teoria ta naturalnie uogélnia wiec i jednoczy, z jednej strony, geometrie zespolona,
z drugiej — geometrie symplektyczna.

W teorii tej mozna zdefiniowaé analogi operatoréw kohomologii Dolbeault’a 0 i
0, znanych z geometrii zespolonej, i odpowiednie podwéjne kompleksy taricuchowe
zespolonych form roézniczkowych. Ktadac d7 = i(0—0), otrzymujemy nowy operator
w przestrzeni Q°*(M, C) takich form. Jest to obiekt fundamentalny dla rozprawy i dla
lepszego jego zrozumienia przydalby sie w pracy opis Lie-algebraicznego dzialania
tensora J na formy rézniczkowe (a nie tylko odestanie do literatury).

Moéwimy, ze uogélniona struktura zespolona (M, J) spetnia dd” -lemat, gdy

Im(d) N Ker(d?) = Ker(d) N Im(d”) = I'm(dd”) .



Analogicznie definiuje sie 90-lemat. Warunek wyglada do$¢ technicznie ale, jak po-
kazal G. Cavalcanti w [8] — kolejny doktorant Hitchina, jest on réwnowazny wtasnosci
mowiacej, ze naturalne wlozenie

j:(Ker(d”),d) — (2°(M,C),d)

indukuje izomorfizm w kohomologiach. To z kolei uogélnia wyniki znane oddzielnie
dla struktur zespolonych i symplektycznych i wlasnie “transwersalna/bazowa” wersja
tego twierdzenia jest glownym wynikiem rozprawy, wymienionym w tytule.

Nastepny rozdzial zawiera wiec podstawowe pojecia i fakty dotyczace tranwer-
salnych wogdlnionych struktur zespolonych oraz bazowa wersje dd”-lematu. Jej za-
stosowanie do struktur tranwersalnie symplektycznych obejmuje réwniez foliacyjna
wersje dualnosci Poincarego: odwzorowanie Lefschetza

LF: H"*(M/F) = H"*(M/F)

jest surjektywne. Wyniki s3 mocno techniczne i rozdzial ten mocno korzysta z pracy
doktorskiej G. Cavalcanti’ego [8], pracy A. Wade [36] oraz pracy [6] Baki i Czarnec-
kiego (numeracja wedlug bibliografii rozprawy). Rozdzial zawiera réwniez wnioski
dla transwersalnie symplektycznych, homologicznie orientowalnych foliacji rieman-
nowskich na zwartych rozmaitosciach. Podstawowym jest fakt, ze dla transwersal-
nie kihlerowskich, homologicznie orientowalnych foliacji na zwartych rozmaitosciach
odpowiedni dd”-lemat (tzn. 00-lemat) zachodzi (Cordero-Wolak [12]). Co wiecej,
bazowy O0-lemat dla transwersalnie holomorficznych foliacji implikuje degeneracje
ciggu spektralnego Frolichera na pierwszej stronie oraz rozklad Hodge’a w kohomo-
logiach bazowych.

Rozdzial pigty poswiecony jest nieréownos$ciom typu Frolichera dla podwdjnych
komplekséw laricuchowych, oczywiscie w wersji “transwersalnej” (bazowej), z naci-
skiem na przypadek transwersalnie holomorficzny i transwersalnie symplektyczny.
Glowny wniosek dotyczy skonczono$ci wymiaru oraz dualnosci dla kohomologii
Botta-Cherna i Aeppli’ego. Wyniki sg naturalnymi uogélnieniami znanych rezulta-
tow, lecz zbyt skomplikowane technicznie by je tutaj omawiac¢ bardziej szczegélowo.

Prace zamyka rozdzial poswiecony przykladom. Najciekawszy wydaje mi sig
przyktad foliacji kowymiaru 4, dla ktérej kohomologie bazowe sa nieskonczenie-
wymiarowe w stopniach 2 i 4 i skoficzenie-wymiarowe w stopniu 3. Nieco mi jednak
brak jaki$ przyktadéw kanonicznych.

2. Uwagi szczegbdlowe

Pan mgr RaZny nie wyrdznia w sposob wystarczajaco jednoznaczny, ktore z
rezultatow sg jego osobistym dokonaniem, wiec recenzent zdany jest na wlasne sity.
Jest to o tyle trudne, ze wszystkie wyniki maja korzenie w obserwacjach znanych z
literatury. Bibliografia odwoluje sie do trzech prac autora, w tym jednej wspoélnej z
dr. Czarneckim i jednego preprintu.

Najwazniejsza wydaje sie tutaj samodzielna publikacja [32] w J. Geom. Phys.,
ktora zasadniczo zawiera rezultaty rozdziatu pigtego rozprawy. Jest to rozszerzenie
nieréwnosci typu Frolichera, znanych dla rozmaitosci symplektycznych i zespolo-
nych, na przypadek foliacji transwersalnie holomorficznych i transwersalnie sym-
plektycznych oraz twierdzenie o skonczono$ci wymiaru odpowiednich kohomologii
Botta-Cherna i Aeppli’ego (Twierdzenie 5.10, 5.11 i 5.15).



Rezultaty preprintu [31] zajmuja przede wszystkim rozdziat 4. Glowne wyniki
koncentruja sie na rownowaznosci pewnych warunkéw z bazowym dd?-lematem dla
tranwersalnych, uogélnionych struktur zespolonych (Twierdzenie 4.9), szczegolnie
dla struktur transwersalnie symplektycznych, i zbadaniu zwigzku bazowego ddv-
lematu z surjektywno$ciag odwzorowania Lefschetza (Twierdzenie 4.17). Przyklady
z rozdzialu szostego znalazly sie we (wspolnej z Czarneckim) pracy [14]. Wszyst-
kie te rezultaty sa oryginalne i poszerzaja nasza wiedze w zakresie teorii struktur
transwersalnych i ich kohomologii.

Rozprawa jest zasadniczo dobrze napisana, cho¢ wrazliwy czytelnik mogtby zgto-
si¢ pewne pretensje do niedbato$ci w zakresie oznaczen: symbol i pojawia sie w co
najmniej czterech réznych znaczeniach (skad napisy takie jak ii,w), T oznacza za-
rowno wigzke styczng jak i rozmaito$¢ transwersalna (skad 7'T"), w tozsamosci

ixw =1ixdw =0

mamy zasadniczo dwa zera w réznych przestrzeniach, itd.

Wydaje si¢ rowniez, ze zamknigta 2-forma o maksymalnym rzedzie (zob. Defi-
nicja 2.7) jest symplektyczna tylko w wymiarze parzystym. Z kolei, szkic dowodu
Twierdzenia 2.19 wydaje sie niezrozumialy (jest zreszta zbedny), bo odwoluje sie
do struktury riemannowskiej, ktéra w definicji bazowego operatora rozniczkowego
nie wystepuje. Zreszta lokalna posta¢ takiego operatora D (str. 11) jako operatora
na °(M/F) jest niejasna, bo napis %w dla formy rézniczkowej w nie ma geome-
trycznego sensu, a lokalny sens nalezatloby wyjasni¢. W Propozycji 3.4 powinno by¢
chyba A®V* ® C zamiast AFV* ® C. Te uwagi maja jednak charakter marginalny i
rozprawe nalezy oceni¢ generalnie pozytywnie.

3. Podsumowanie

Przedstawiona rozprawa doktorska pana mgr. Pawla Raznego zawiera kilka in-
teresujacych rezultatow zawierajacych rozwiazanie oryginalnych probleméw nauko-
wych. Liste takich rezultatéw wymienitem w poprzednim punkcie. Wyniki maja
charakter dos¢ techniczny i dotycza uogoélnienn pewnych koncepcji i twierdzeri sym-
plektycznej i zespolonej geometrii na przypadek odpowiednich struktur transwer-
salnych do zadanej foliacji. Uzyskane wyniki oceniam wysoko, cho¢ chyba nie ma
wsrod nich przelomowych, a zastosowane koncepcje i metody sa adaptacjg znanych.
Autor wydaje sie by¢ pod mocnym wplywem rozprawy (8] G. Cavalcanti’ego.

Wyniki te zostaly juz czesciowo opublikowane w dwoch pracach w czasopismach
z bazy Journal Citation Reports i jednym preprincie. Wykazuja one bardzo duza
og6lng wiedze teoretyczng kandydata w temacie rozprawy. Brakuje mi troche bar-
dziej rozbudowanego wstepu. Rozprawa doktorska jest okazja do szerszego przed-
stawienia motywacji i historii problemu, w przeciwienistwie do niezbednej zwiezlosci
publikacji w czasopismach.

Whioskuje o dopuszczenie pana mgr. Pawla Raznego do dalszych etapow prze-
wodu doktorskiego.
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