STRESZCZENIE ROZPRAWY

Celem tej rozprawy jest zbadanie pewnych szczeg6lnych kohomologicznych wlasnosci foliacji posi-
adajacych geometryczne struktury transwersalne. Skupimy sie gléwnie na bazowym dd7-lemacie dla
transwersalnie uogélnionych zespolonych foliacji ktérego szczegblnymi przypadkami sy bazowy dd’-
lemat (w przypadku foliacji transwersalnie symplektycznych) oraz bazowy 98-lemat (w przypadku
foliacji transwersalnie holomorficznych). Obie te wlasnosci sg spelnione przez foliacje transwersalnie
Kiéhlerowskie (skad mozna wnioskowad ze mozna je wykorzystaé jako przeszkody do istnienia struktury
transwersalnie Kéhlerowskiej). Implikujg one takze wiele kohomologicznych wtasnosci podobnych tym
posiadanym przez foliacje Kéhlerowskie. Na przykltad transwersalnie symplektyczne foliacje spetni-
ajace bazowy dd"-lemat spelniaja réwniez Hipoteze Brylinskiego oraz Twarda Wlasnoéé Lefschetza
(przy pewnych dodatkowych zalozeniach bazowy dd®-lemat jest réwnowazny kazdemu z nich). Co
wigcej bazowy 89-lemat dla transwersalnie holomorficznych foliacji implikuje degeneracje ciggu spek-
tralnego Frolichera na pierwszej stronie oraz rozktad Hodge’a w kohomologiach bazowych. W tym celu
wglebiamy si¢ w badanie transwersalnych struktur uogélnionych zespolonych, przedstawiamy twierdze-
nie o lokalnyej postaci takich struktur, konstruujemy nietrywialne przyktady oraz uzupetniamy pewne
drobne niedociagnigeia w artykule A. Wade. To podejécie zdaje sig nie dogé dobrze zbadane biorac pod
uwagg, ze transwersalnie uogélnione zespolone foliacje stanowia pomost miedzy foliacjami transwersal-
nie symplektycznymi i transwersalnie zespolonymi, a takze czasami nadaje geometryczna strukture, gdy
dwoéch uprzednio wspomnianych nie ma (co potencjalnie jest bardzo uzyteczne gdyz foliacje nie posi-
adajace zadnej geometrycznej struktury nie zachowujg sig dobrze). Nastepnie zajmujemy sie bazowym
dd’ -lematem uogélniajac wyniki G. Cavalcantiego oraz przedstawiajac dodatkowe kryterium w duchu
prac O. Mathieu. Wynik ten cho¢ do$¢ techniczy daje ciekawe rezultaty po zastosowaniu do foliacji
transwersalnie symplektycznych. Podajemy takze krotki dowod tego iz transwersalnie Kahlerowskie
foliacje spetniajg zaréwno dd-lemat jak i H3-lemat.

Potem zajmujemy sig innym podejéciem do wezedniej wspomnianych lematéw. Wykorzystujemy w
tym celu pewne specjalne teorie kohomologii (bazowe kohomologie Bott-Chern cohomology oraz bazowe
kohomologie Aeppli’ego dla foliacji transwersalnie holomorficznych; bazowe kohomologie (d + d*) i
(dd™) dla foliacji transwersalnie symplektycznych). Przedstawiamy dowody twierdzen ¢ skericzonosci
wymiaru i dualnoéci powyzszych kohomologii uzywajac w tym celu operatoréw rézniczkowych tran-
swersalnie eliptycznych. Przy pomocy tych teorii kohomologii przedstawiamy warunki réwnowazne
bazowemu 95-lematowi i bazowemu dd?-lematowi dowodzac nieréwnoéci typu Frolichera dla foliacji.

Rozprawe koficzymy rozpatrujac kilka interesujacych przyktadéw. Najpierw przedstawiamy przyktady
foliacji dla ktérych specjalne kohomologie nie sg skoficzenie wymiarowe. W jednym z tych przyktadow
zachodzi dodatkowo ciekawy (wczeéniej niezaobserwowany fenomen). Mianowicie bazowe kohomolo-
gie foliacji z tego przykladu sg nieskoriczenie wymiarowe w stopniach 2 i 4 podczas gdy w stopniu
3 powracajg do bycia skorficzenie wymiarowymi (w poprzednich przyktadach tego typu kohomologie
bazowe pozostawaly nieskoriczenie wymiarowe az do stopnia w ktérym znikaly permanentnie). Przed-
stawiamy takze przyklady przedstawiajace wykorzystanie nieréwnodci typu Frélichera w celu wery-
fikacji dd*-lematu oraz &5-lematu.
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SUMMARY OF THE THESIS

The purpose of this thesis is to study certain cohomological properties of foliations with transverse
geometric structures. QOur main focus is the basic dd7-lemma on transversely generalized complex
foliations which contains as special cases the basic dd*-lemma (in the transversely symplectic setting)
and the basic §8-lemma (in the transversely holomorphic setting). Both of this lemmas are of great
importance as they are both satisfied by transversely Kéhler foliations (hence providing obstructions
to the existence of such structures) and they govern much of the nice cohomological properties of
such foliations (meaning that transversely symplectic and transversely holomorphic foliations which
satisfy these lemmas share some cohomological features with transversely Kahler foliations). More
explicitly, transversely symplectic foliation satisfying the basic dd*-lemma satisfy both the Brylinski
Conjecture as well as the Hard Lefschetz Property (under some additional assumptions the dd*-lemma
is equivalent to each of them). Furthermore, the basic 88-lemma for a transversely holomorphic fo-
liation guarantees that the Frolicher spectral sequence degenerates at the first page and provides the
Hodge Decomposition Theorem. In order to study these properties we first recall and further develop
the language of transverse generalized complex structures, by providing a local description theorem,
constructing some non-trivial examples of such structures and filling in some minor omissions in the
exposition provided in the paper of A. Wade. We feel that this approach is fairly neglected considering
it provides a bridge between transversely holomorphic foliations and symplectic foliations as well as
gives some geometrical structure in the absence of these transverse structures (which is potentially
very useful since foliations with absolutely no transverse structures can behave very wildly). Then we
proceed to the study of basic dd”-lemma by generalizing some of the results of G. Cavalcanti as well as
providing an additional criterion in the spirit of the works of O. Mathieu. This result though technical
provides some interesting results when applied to the symplectic case. We aiso give a brief proof of
the fact that transversely Kihler foliations satisfy the dd*-lemma and the 88-lemma.

After this we proceed to a different approach to the aforementioned lemmas. Namely, through some
special cohomology theories (basic Bott-Chern cohomology and basic Aeppli conomology in the trans-
versely holomorphic case; basic (d+ d*)- and (dd”)-cohomologies in the symplectic case). We provide
finitness and duality theorems for said cohomology through the use of the machinery of transversely
elliptic differential operators. We then use these cohomology theories to provide additional computable
conditions equivalent to the @d-lemma and the dd”*-lemma by proving Frélicher-type inequalities for
foliations. '

We finish this thesis by studying some interesting examples. Firstly we provide foliations for which
the special cohomologies are not finitely dimensional. One of these examples exhibits an interesting
phenomenon which to our knowledge has not been observed so far. Namely the basic cohomology of
this foliation is infinitely dimensional in degree 2 and 4 while in degree 3 it reverts to being finitely
dimensional (previously studied examples of foliations with infinitely dimensional basic cohomology
have infinitely dimensional cohomology up to the degree in which it becomes trivial permanently). We
also provide a number of examples to show that the Frolicher-type inequalities are in fact a convenient
way of verifying the dd*-lemma as well as the 99-lemma.
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