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Recenzja rozprawy doktorskiej
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variational-hemivariational inequalities
with applications”

Rozprawe doktorska mgr. B. Zenga tworzy zbidr pieciu spdjnych tematycznie
prac:

[1] On convergence of solutions to variational-hemivariational inequalities,

[2] Variational-hemivariational inverse problems for unilateral frictional con-
tact,

[3] Convergence of solutions to inverse problems for a class of variational-
hemivariational inequalities,

(4] Existence results and optimal control for a class of quasi mixed equilibrium
problems involving the (f, g, h)-quasimonotonicity,

[5] Evolutionary subgradient inclusions with nonlinear weakly continuous ope-
rators and applications.

Prace te zostaly upowszechnione w czasopismach obecnych na liscie Journal Ci-
tation Reports, takich jak Zeitschrift fiir angewandte Mathematik und Physik, Ap-
plicable Analysis, Discrete and Continuous Dynamical Systems Series B, Applied
Mathematics and Optimization, Computers and Mathematics with Applications.
Artykuly [2] oraz [4] sa przy tym obecnie dostepne w formie publikacji online.

Sktadajace sie na rozprawe prace [1]-[5] mieszcza sie w nurcie badan prowadzo-
nych wspdélnie z promotorem rozprawy prof. S. Migérskim; przy tym dwie z nich, [1]
oraz [4], powstaly w ramach wspélpracy prowadzonej takze z prof. Z. Liu z Quan-
gxi University for Nationalities w Nanning. Zalaczone do rozprawy oswiadczenia,
przedstawione odrebnie przez prof. Z. Liu oraz prof. S. Migérskiego, potwierdzaja

indywidualny wklad mgr. B. Zenga w te publikacje.
1



Rozprawa ujmuje wyniki badai prowadzonych w zakresie nieréwnosci
wariacyjno-hemiwariacyjnych i inkluzji ewolucyjnych.

Praca [1] zestawia warunki dotyczace podzbioréw K, K, refleksywnej przestrzeni
Banacha X, operatoréw A, A, : X — X* oraz funkcji ¢ : K x K = R, ¢, :
K,xK,—R,jj: X =R, f f, € X" ktére sa wystarczajace dla istnienia przy
dowolnym p > 0 jedynego u, € K, takiego, ze

(1) (Apup— for Vp —Up) + ©o(Upr Vp) — Pp(tps Up) "‘jg(up? Vp—1p) 20, v,€K,,

a réwnoczesnie zapewniaja, iz u, zbiega w X gdy p — 0 do u € K bedacego
rozwigzaniem

(2) (Au— f,v—u) + o(u,v) — p(u,u) +%(wv—u) >0, veK.

gdzie w szczegdlnodci ¢(u, -) jest wypukla, j lokalnie lipschitzowska, a 4 jest po-
chodng kierunkowa Clarka j. Bazujgc przy tym na warunkach dla istnienia i je-
dnoznaczoéci rozwiazania z wezesniejszej pracy S. Migérskiego wspolnej z A. Ochal
oraz M. Sofonea pokazano réwniez, ze gdy f € C(Ry; X™) to istnieje jedyne ro-
zwiazanie u € C(R,; K) nieautonomicznego odpowiednika (2). Podobny wynik
uzyskano dla nieautonomicznej wersji (1) dowodzac takze, iz dla £ € R, stosowny
podciag u,(t) zbiega w X do u(t) gdy p — 0.

W pracy [2] sformulowane sg warunki dla A, ¢, j, f, ktére sa wystarczajace, by
przy dowolnym p z rozwazanej tu unormowanej przestrzeni parametréw P istniato
jedyne u = u(p) € K takie, ze

(3) (A(p,u) — f(p),v —u) + ¢(p,u,v) — p(p,u,u) + °(p,u;v —u) 20, vEK.

Elegancki dowéd nawiazuje ideowo do wspomnianej powyzej pracy S. Migérskiego
wspélnej z A. Ochal oraz M. Sofonea; przy tym wykorzystanie innego niz w tej
pracy twierdzenia o surjekcji pseudomonotonicznej perturbacji operatora maksy-
malnie monotonicznego pozwolilo pominaé jeden z warunkéw nakladanych tam na
A. Przy dodatkowych zalozeniach pokazano nastepnie w [2], iz rozwigzania zacho-
wuja sie w sposéb ciagly wzgledem parametru tak, iz u(p,) jest w X stabo zbiezny
do u(p) gdy p, > pw P, ajedli f:P — X* oraz A(-,u) : P — X sa funkcjami
lipschitzowskimi, to

La+Bs+ ,13]' + Lf “pl

—p2llp, P1,P2 €P,
Gy — Oy — Gy

(4) lu(p1) — u(p2)llx <

gdzie stale po prawej stronie (4) wywodza sie z warunkéw natozonych na A, ¢, j, f.
Udowodniono w szczegélnosci dalej, iz gdy P,q jest zwartym podzbiorem P, a F'
jest funkcjonalem pélciagtym z dotu na P, x K, to daje sie zidentyfikowa¢ w Paa
parametr p* taki, iz

(5) F(p*,u(p")) = min{F(p,u(p)) | p € Paa}-
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W pracy [3] rozwazany jest operator P : P x X — X* taki, ze dla dowolnie ob-
ranego p ze zbioru parametréw P(p, -) jest ograniczony, demiciggly i monotoniczny
oraz K = {z € X | P(p,z) = 0}. Pokazano tu, iz dla kazdego A > 0 oraz p € P
istnieje jedyne uy = uy(p) € X takie, ze

(Alp,us) = 1), 0 = u) + (P, 0x), v = )

+¢(p3uk>v)—¢(pt U}‘,UA)‘%‘jO(p,U,\;U—UA) > O, v €X>

(6)

a ponadto uy(p) zbiega w X gdy A — 0 do u(p) € K spelniajacego (3), co na-
wiazuje do rozwijanej wezesniej przez S. Migérskiego wspdlnie z A. Ochal oraz M.
Sofonea penalty method. W kontekscie (6), po uzyskaniu efektu ciggtej zaleznosci
rozwiazania od parametru, badany jest nastepnie analogon (5), dla ktérego uzy-
skano istnienie rozwigzania p} € P,g; przy tym na podciagu (p3}, u}) z zanikajacym
A pokazano, iz p} — p* w P oraz u} — u* w X, gdzie p* spelia (5) z u* = u(p”)
bedacym jedynym rozwiazaniem (3).

W pracy [4], zakladajac najpierw iz wypukly podzbiér K przestrzeni Banacha
jest zwarty, a odwzorowanie wielowartosciowe F' jest mocno-stabo™ domkniete jak
réwniez quasi*-zwarte, pokazane jest istnienie x € K oraz * € F(z), dla ktérych

(z*, f(z,y)) + g(z,y) = h(y,z), y € K,

co przy zalozeniu maksymalnej monotonicznosci h implikuje z kolei istnienie z €
D(g) N D(h) oraz z* € F(z) takich, ze

(z*, f(z,y)) + g(z,y) + h(z,y) 2 0, y € K.

Gdy K jest domkniety i ograniczony tego typu rezultat egzystencjalny otrzymuje
sie w przestrzeni refleksywnej, modyfikujac przyjmowane uprzednio zalozenia do-
tyczace f,g, h, a przy tym zakladajac (f, g, h)-quasimonotonicznoé¢ F. Gdy K nie
jest ograniczony, taki wynik otrzymuje sie przyjmujac dodatkowo, iz dla kazdego
z € K lezacego poza pewna kula istnieje w K element y o normie mniejszej od
normy z, dla ktérego

Sup )(x*, f@,y)) +g(z,y) + h(z,y) <O0.
x*el(x

Uzyskane w [4] wyniki egzystencjalne dotycza ponadto problemu sterowania opty-
malnego rozwazanego z h = 0, gdzie przyjmuje sie z kolei zalozenie stabilnej
(f. g, 0)-pseudomonotonicznosci F.

W pracy [5] udowodnione jest twierdzenie o surjekcji, ktére stosuje sie do otrzy-
mania ciggéw przyblizajacych Rothego w prowadzonych nastepnie rozwazaniach
dotyczacych inkluzji ewolucyjnych z operatorem subrézniczki oraz stabo cigglym
operatorem A

(7 U (t) + Au(t) + v 0J (yu(t)) > f(t) dlap.w.t e (0,T).
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Wykorzystujac oszacowania ciagéw przyblizajacych oraz przechodzac do granicy
dowodzi sie istnienia spelniajacego warunek u(0) = ug rozwiazania (7). Po wzmo-
cnieniu zalozern przyjmowanych w czesci egzystencjalnej uzyskuje sie jednozna-
cznoéé rozwiazania, a takze dodatkowe twierdzenie dotyczace zbieznosci ciagow
przyblizajacych.

Poza przedstawionymi powyzej wynikami teoretycznymi w rozprawie zawarte s3
takze przyklady zastosowan. Dotycza one zagadnienia péiprzepuszczalnosci, mo-
delu kontaktowego, a takze ré6wnania Naviera-Stokesa z warunkiem brzegowym
opisujacym zjawisko tarcia.

W perspektywie znacznej skali trudnosci prowadzonych badan warto podkreslic
elegancje prezentacji wynikéw oraz prowadzenia wywodéw. Wida¢ tu zar6wno swo-
bode poruszania sie w zlozonej technicznie i pojeciowo strukturze przyjmowanych
zalozeni, jak réwniez duza bieglosé postugiwania si¢ metodami analizy oraz szeroka
znajomosé literatury z zakresu prowadzonych badai.

Calo$é rozprawy pozostaje na wysokim poziomie naukowym. Wspélpracujac
z uznanymi specjalistami mgr B. Zeng w znaczacy sposéb rozwinal umiejetnosci
badawcze oraz specjalistyczng wiedze matematyczng umozliwiajace prowadzenie
z sukcesem pracy naukowej.

Stwierdzam z pelnym przekonaniem, ze spelnione zostaly wymogi ustawowe
i wnioskuje o dopuszczenie mgr. B. Zenga do dalszych etapéw przewodu doktor-
skiego.
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