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RECENZJA ROZPRAWY DOKTORSKIEJ
”ON CEGRELL CLASSES FOR m-SUBHARMONIC FUNCTIONS”
PANA MGRA VAN THIEN NGUYENA

Pan mgr Van Thien Nguyen przedstawil rozprawe doktorska zatytuto-
wang "On Cegrell classes for m-subharmonic functions”. Praca ta powstala
pod opieka Pana dr hab. Rafala Czyza. Jest to bardzo dobra rozprawa
doktorska. Wnioskuje w zwigzku z tym o jej wyrdznienie. Ponize]
oméwie wyniki uzyskane przez Pana mgra Nguyena. Przedstawie takze mojg
ich ocene.

Recenzowana praca liczy 135 stron i sktada si¢ z pieciu rozdzialéw po-
dzielonych na podrozdziaty. Juz pobiezna lektura pracy prowdzi do wniosku,
ze jest to powazna rozprawa. Waga i ilo§é uzyskanych wynikéw, mo-
ze troche tylko rozwinietych, wystarczylaby na dwie dobre prace
doktorskie. Warto podkresli¢, ze w momencie pisania rozprawy Pan mgr
Nguyen byl autorem pigciu artykuléw cytowanych w recenzowanej pracy.
Dwa z nich wtedy byty juz opublikowane. Jeden w Ann. Polon. Math. [14],
drugi w Complex Var. Elliptic Equ. [15]. Jest to wiec takze dobry dorobek
jak na naukowca przed doktoratem.

Teoria pluirpotencjatu, ktéra zajmuje sie Pan mgr Nguyen jest niewat-
pliwie bardzo aktualna i intensywnie rozwijana. Matematycy z osrodka kra-
kowskiego moga poszczyci¢ sie wieloma waznymi dla tej teorii wynikami.
Prawdopodobnie poczatek calej teorii data fundamentalna praca E. Bedfor-
da i B. A. Taylora opublikowana w Acta Mathematica w 1982, [2], chociaz
réwnanie Monge-Ampéra badane bylo juz wezesniej. Teoria pluripotencjatu
przyciggata od tego czasu uwage wielu wybitnych matematykéw. Za pod-
sumowanie pierwszego etapu jej rozwoju mozna uznaé¢ monografie autorstwa
M. Klimka zatytutowang Pluripotential Theory, [12]. W momencie powstania
tej bardzo waznej ksigzki zupelnie podstawowy problem naturalnej dziedziny
zespolonego operatora Monge-Ampéra (dd®)™ nie byl jeszcze rozstrzygniety.



Problemowi temu poswiecono wiele uwagi. Naturalne klasy, na ktérych zdefi-
niowany jest operator (dd®)" zostaly zdefiniowane przez U. Cegrella w pracy,
ktora takze ukazala sie w Acta Mathematica [6]. Fakty te s oczywiscie do-
skonale znane specjalistom. Warto jednak je przytoczyé, aby pokazaé jakiej
klasy matematyks zajmuje si¢ w swojej rozprawie Pan mgr Nguyen. Czytajgc
monografi¢ autorstwa M. Klimka nie spos6b nie zauwazyé jak duzy postep
dokonat sie w tej dziedzinie w minionych latach. Co nalezy podkre$lié roz-
prawa Pana mgr Nguyena jest moim zdaniem waznym elementem
tego postepu.

Pierwszy rozdzial rozprawy zatytutowany jest Cegrell classes. Ma on cha-
rakter wprowadzajacy. Autor definiuje w nim funkcje m-sbharmoniczne i
zwigzane z nimi klasy Cegrella. Sama definicja funkcji m-subharmonicznych
Jjest zupelnie naturalna z punktu widzenia teorii pradéw. Funkcje te sg za-
wsze subharmoniczne, wtedy, gdy » = m otrzymujemy fundamentalng dla
analizy zespolonej klase funkcji plurisubharmonicznych. Teorie zespolonych
Hesjanéw rozwija sie analogicznie do teorii zespolonego operatora Monge-
Ampéra. W szczegblnosci Blocki [3] pokazal, ze iloczyn zewnetrzny pradéw
zwigzanych z lokalnie ograniczonymi funkcjami m-subharmonicznymi jest do-
brze zdefiniowany. Dalej podobnie jak ma to miejsce w teorii pluripotencjatu
definiuje si¢ odpowiednie pojemnosci, pojecie quasi-ciggloéci i otrzymuje od-
powiedniki znanych w teorii pluripotencjatu wynikéw takich jak na przyktad
Comparisan principle. Podstawowym obiektem zdefiniowanym w rozdziale
pierwszym sg oczywiscie klasy Cegrella funkcji m-subharmonicznych na ob-
szarach m-hiperwypuktych. Wyniki zawarte w rodziale pierwszym pochodza
przede wszystkim z rozprawy doktorskiej H. C. Lu zatytutowanej Complez
Hessian equations i powstatej w roku 2012. Bardzo dobrze, ze Autor zawarl je
w swoje]j rozprawie. Pozwalajg one bowiem umiescié¢ twierdzenia mgra Nguy-
ena w wlasciwym kontekscie, czesto sa wrecz niezbedne dla ich zrozumienia.
Warto jednak podkreéli¢, ze takze tutaj znalezé mozna wyniki mgra Nguy-
ena. Udowadnia On. mianowicie interesujacg charakteryzacje klas F,,,(Q) i
Epm(§1) w terminach wezesniej wprowadzonej pojemnosci cap,, -

Rozdzial drugi poswiecony jest maksymalnym funkcjom m-subharmo-
nicznym i nowej klasie funkcji N, (Q), ktéra jest zawarta micdzy klasami
Fn(Q) 1 £,(82). Pojecie maksymalnej funkeji plurisubharmonicznej prowadzi
do zespolonego rownania Monge-Ampéra [4], [10]. Jest wigc zupelnie natural-
nym badanie pojecia maksymalnej funkeji m-subharmonicznej. Autor podaje
charakteryzacje takich funkcji (Lemma 2.1.2). Jest to uogdélnienie wynikéw



Sadullaeva [16]. Uogélnia takze wyniki Cegrella [7] dla funkcji plurisubhar-
monicznych na funkcje m-subharmoniczne (Theorem 2.1.5). Ostatecznie na
obszarze m-hiperwypuktym funkcja u € &,,(€2) okazuje sie byé maksymalna,
wtedy i tylko wtedy, gdy zachodzi odpowiednie réwnanie hesjanowe (Corol-
lary 2.1.6).

W rodziale drugim wprowadzona jest takze nowa klasa funkcji
m-subharmonicznych oznaczana w pracy przez N, (). Funkcje te majg ze-
rowe wartosci brzegowe. Autor w pelni charakteryzuje funkcje nalezace do
tej klasy (Theorem 2.3.6). Mianowicie funkcja u € &,(Q) nalezy do klasy
N () wtedy i tylko wtedy, gdy u > v, gdzie v = 521 v; 1 funkcje v; nalezg
do klasy Cegrella F,,(€2). W pracy rozwigzany jest takze problem Dirichle-
ta dla nieujemnych miar p znikajacych na zbiorach m-polarnych takich, ze
Jo(=@)du < oo dla pewnej ujemnej funkcji m-subharmonicznej (Theorem
2.4.9). Rozwigzanie réwnania H,,(u) = p nalezy wiaénie do klasy N,,(9).
Dowéd opiera sie o przytoczone poprzednio wyniki Lu. Uwazam, ze juz
tylko ta czes$¢ pracy wystarcza, aby nada¢ Panu mgr Van Thien
Nguyenowi stopien doktora nauk matematycznych. Bardzo podobalo
mi sie twierdzenie 2.5.3 i jego dowdd. Uogdlnia ono tak zwany subsolution
theorem udowodnione przez N. C. Nguyena [13]. Pan mgr Van Thien Nguy-
en demonstruje duzg bieglod¢ w dziedzinie, ktérg si¢ zajmuje. Pewng wadg
dowodu jest sposéb przywolywania wynikéw, z ktérych korzysta. Uwazam,
ze praca by zyskala, gdyby wykorzystywane twierdzenia V. V. Hunga i N. V.
Phu [8] zostaly przytoczone 1 oméwione w catodci.

W rodziale trzecim podana jest konstrukcja hesjanowych miar brzego-
wych. Niech mianowicie u € F,,,(Q). Woéwczas m-Hesjan H,,(u?), gdzie ciag
v jest odpowiednio zdefiniowanym ciggiem funkcji m-subharmonicznych od-
wzwierciedlajgcym geometrie m-hiperwypuktego obszaru (Q, zbiega #-slabo
(Autor pisze stabo) do pewnej miary p,, okreslonych na brzegu obszaru (The-
orem 3.1.1). Miara ta jest wykorzystywana dalej do okredlenia wartodci brze-
gowych dla kazdej ograniczonej funkeji m-subharmonicznej. Podana definicja
jest bardzo naturalna i pokrywa sie ze zwyklymi wartoéciami brzegowymi dla
ograniczonych funkcji m-subharmonicznych okres§lonych na wiekszych obsza-
rach (Theorem 3.3.2). Ta cze$é pracy wydaje mi sie szczegélnie in-
teresujgca. Ma ona zwigzek z teorig miary i jest motywowana znanymi i
klasycznymi wynikami z analizy zespolonej (przestrzenie Hardy’ego) i linio-
wych eliptycznych réwnan rézniczkowych. Takze tutaj Pan mgr Nguyen
pokazuje doskonaly wrecz znajomoéc tematyki, ktora sie zajmuje.



Nie mam watpliwosci, ze udowodnione przez Niego wyniki stang
sie klasyczna czescia teorii pluripotencjatu.

Klasy Cegrella nie sa oczywiscie przestrzeniami liniowymi. Naturalne jest
w zwigzku z tym badanie przestrzeni wektorowych generowanych przez te
klasy. Warto podkresli¢, ze przestrzen funkeji delta-plurisubharmonicznych
byta juz badana przez Cegrella [5] i Kiselmana [11]. Wyniki zawarte w tej

czescl pracy sg naturalng kontynuacja twierdzen udowodnionych przez Khaga
i Czyza [1]. W szczegblnosei jest pokazane, ze przestrzen 6€,,, z odpowied-
nio zdefiniowanym porzadkiem jest przestrzenig Riesza i jest o-zupelna w
sensie Dedekinda (Theorem 4.1.8). Z quasi-normg okreélong za pomoca m-
plurizespolonej m-energii przestrzen ta okazuje sie byé przestrzenig quasi-
Banacha (p # 1) i Banacha dla p = 1 (Theorem 4.2.7). W rozdziale trzecim
Autor bada takze wlasnosci stozkéw &, (Q) 1 My ,(2) w odpowiednich
przestrzeniach (6&p () i oM, () — klasa M, , to klasa miar, ktére sa
m-Hesjanami funkcji z klasy &,,,. Ciekawe wydaje mi sie Twierdzenie 4.3.6,
w ktorym jest migdzy innymi pokazane, ze przestrzen 6&, ., jest zawarta w
przestrzeni dualnej do d M, ,,,. Dostrzegam takze pewne wady pracy w tej
czedei. Na stronie Autor pisze: It can be shown that || - ||, is the largest norm
on X.... Fakt ten powinien by¢ albo wykazany, albo podana do niego refe-
rencja, nawet jezeli jest klasyczny. Podobnie Autor pisze: We know that X,
and X have the same topological dual spaces (see [52]). Pozycja [52] to ksigz-
ka N. J. Kaltona, N. T. Pecka i J. W. Robertsa zatytulowana “An F-space
sampler” [9]. Przydalaby sie dokladniejsza referencja, nawet jezeli wynik jest
klasyczny. Nie zmienia to faktu, ze ta cze$é pracy to w gruncie rzeczy
drugi doktorat.

Wreszcie rozdzial pigty poSwiecony jest charakteryzacji funkcji m-subhar-
monicznych na kuli, ktére s, radialne, nieujemne i majg zerowe wartosci na
brzegu. Autor charakteryzuje w pelni takie funkcje w terminach wypuktosci
wrgledem funkcji r2 = (Theorem 5.1.8). W twierdzeniu 5.0.3 w pelni opisu-
je takze m-Hesjan takiej funkcji. Warto podkresli¢, ze w dowodzie wykorzy-
stuje sie klasyczne pojecie liczby Lelonga uogdlnione na przypadek funkeji
m-subharmonicznych.

Nalezy podkresli¢, ze praca napisana jest w sposéb bardzo staranny za-
réwno pod wzgledem jezykowym, jak i technicznym, edytorskim. Nie znala-
ztem w zasadzie zadnych powazniejszych usterek. O tych, ktére znalazlem,
biorac pod uwage caltoé¢ pracy, nie warto wspominaé.

Uwazam, Ze recenzowana praca Pana mgra Van Thien Nguyena
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jest bardzo dobra. Autor uzyskal w niej bardzo wiele bardzo cie-
kawych wynikéw. Wiele z nich moim zdaniem stanie si¢ klasyczng
czescig teorii pluripotencjalu. Taki charakter ma rozwigzanie pro-
blemu Dirichleta w klasie N, (), czy konstrukcja wartosci brze-
gowych funkcji m-subharmonicznych. Tak jak wspominalem ilo$é
uzyskanych wynikéw z powodzeniem wystarczylaby na dwa dobre
doktoraty. Pan mgr Nguyen wykazal sie¢ duza biegloécia w dzie-
dzinie, ktéra sie¢ zajmuje. Wiele z dowodéw nosi §lad swoich odpo-
wiednikéw z klasycznej teorii r6wnania Monge-Ampéra. Nie jest to
wada, wrecz przeciwnie, bardzo dobrze $wiadczy to o wiedzy Pana
mgra Van Thien Nguyena. Wszystko to uzasadnia nie tylko nada-
nie Autorowi stopnia doktora nauk matematycznych, praca spelnia
wszystkie wymagania stawiane doktoratom z matematyki, ale takze
wyrdznienie rozprawy. Wnioskuje w zwigzku z tym o dopuszczenia
Pana mgra Van Thien Nguyena do dalszych etap6w postepowania
doktorskiego, wnioskuj¢ takze o wyréznienie Jego rozprawy.

ST foe

ichal Jasiczak
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