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1. WSTEP

W rozdziale drugim przedstawiona zostata dotychcezasowa kariera nankowa kandydata
oraz chronologia awanséw zawodowych.

W rozdziale trzecim przedstawione sa gltéwne wyniki cyklu monotematycznego przed-
stawionego do oceny. Pierwsze trzy podrozdziaty zawieraja podstawowe pojecia, twier-
dzenia i przyktady dotyczace réwnania Monge’a-Ampere’a oraz rownania m-Ilessjanu
zespolonego. Przedstawiona jest teoria na obszarach w C", a takze na zwartych rozma-
itodciach kahlerowskich.

Pozostate pieé¢ podrozdziatéw rozdziatu trzeciego opisuja kazdy z osobna wyniki po-
szezegdlnych prac z cyklu. W kazdym z nich przedstawione jest podstawowe twierdze-
nie oraz skrétowo naszkicowany zostal agrument hadZ narzedzia uzyte do jego uzyska-
nia. Kazdy z podrozdzialéw kénczy sie wzmianky o (subiektywnym) znaczeniu danego
wyniku- do czego zostal on pdiniej uzyty badz tez kto i jak go nogélnit. W przypdaku
wspotautorstwa podany jest przyblizony wkiad w powstaty prace.

Prace wchodzace w skiad cyklu zostaly uszeregowane w sposdb pozwalajacy zdaniem
kandydata pltynnie przej$é od tematyki czysto analitycznej do probleméw w ktérych po-
jawia si¢ nieco wiccej pojeé geometrycznych. W szezegélnodcel nie zostat zachowany po-
rzadek chronologiczny.

W czwartym rozdziale opisane sa skrotowo pozostate prace kandydata. Rozdziat ten
zostal rozdzielony na podrozdzialy uwzgledniajace tematyke omawianych prac: 1 praca
dotyczaca geometrii algebraicznej oznaczona jako [AG1] omawiana jest w podrozdziale
plerwszym, dwie prace z teorii interpolacji i analizy numerycznej oznaczone odpowiednio
jako [RBF1, RBF2]- w podrozdziale drugim, praca dotyczaca lokalnych wtasnodci ze-
spolonego operatora Monge'a-Ampére’a [CMAPDEL]-w trzecim, szereg prac dotyczacych
operatora Monge'a-Ampere’a na zwartych rozmaitosciach kiahlerowskich i hermitowskich-
w czwartym, wreszcie praca dotyczaca réwnania hessjanowego [Hess2] w piatym. Do kaz-
dej z prac posiadajace] wspotautora dotaczona zostala moja subiektywna opinia co do
wkladu w uzyskany wynik. Dotaczona zostata takze moja subiektywna ocena co w danej
pracy jest istotne.

Waszystkie prace autorskie zostaly oznaczone skrétami pozwalajacymi przypisaé je do
ktoregod z dziatdéw opisanych powyzej. Z tego tez powodu pozwolitem sobie nie zmieniac
notacji dla prac wehodzgeych w sktad osiggnigeia nankowego.

Bibliografia zostata podzielona na dwie czesci: na prace autorskie oraz na prace innych
Autoréw do ktérych odnosze sie w autoreferacie.

2. HISTORIA ZATRUDNIENIA I AWANSOW NAUKOWYCH
Dyplomy i stopnie naukowe

2006 Dyplom magistra matematyki, wydzial Matematyki i Informatyki Uniwersytetu
Jagiellonskiego

2009 Stopien naukowy doktora nauk matematycznych, wydzial Matematyki i Informa-
tyki Uniwersytetu Jagiellonskiego

Tytul rozprawy doktorskiej “Zespolone rownanie Monge'a Ampere’a i jego zastosowa-
nia w geometrii”

Historia Zatrudnienia

2009-2010 Asystent, Uniwersytet Jagiellofiski Krakéw (Instytut Matematyki)
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2010- Adiunkt, Uniwersytet Jagielloiski Krakéw (Instytut Matematyki)

2011-2013 Visiting assistant professor (staz podoktorski), Rutgers University, Newark
(Stany Zjednoczone, New Jersey)

3. PRACE 7Z CYKLU MONOTEMATYCZNEGO

W sktad cyklu stanowigcego stanowigcego osiagnigcie naukowe zostaty wiaczone na-
stepujace prace:

[CMAPDE2| Blocki, Zbigniew; Dinew, Stawomir: A local regularity of the complex
Monge-Ampere equation. Math. Ann. 351 (2011), no. 2, 411-416.

[CMAPDES3] Dinew, Stawomir; Zhang, Xi; Zhang, Xiangwen: The C'*® estimate of
complex Monge-Ampere equation. Indiana Univ. Math. J. 60 (2011), no. 5, 1713-1722.

[Hess1] Dinew, Stawomir; Kotodziej, Stawomir: A priori estimates for complex Hessian
equations. Anal. PDE 7 (2014), no. 1, 227-244.

[Hess3] Dinew, Stawomir; Kotodziej, Stawomir: Liouville and Calabi-Yau type the-
orems for complex hessian equations, to appear in Amer. J. Math.

[CMAK3] Dinew, Stawomir: Hélder continuous potentials on manifolds with partially
positive curvature. J. Inst. Math. Jussieu 9 (2010), no. 4, 705-718.

Oméwienie kazdej z tych prac znajduje sie ponizej.

3.1. Wprowadzenie. Gléwnym obicktem badann w pracach zawartych w cyklu mono-
tematycznym jest zespolone réwnanie Monge'a-Ampere’a i jego uogélnienia. Operator
Monge’a-Ampere’a dziata na funckje u zdefiniowana na obszarze 2 w C" o wartodciach
rzeczywistych za pomoca wzoru

8% u

C3(QLR) 3 u — MA(u)(z) = det(

Réwnanie Monge’a-Ampere’a polega wige na znalezieniu funkeji u, takiej, ze
MA(u) = f

dla pewnej z gory zadanej funkcji f. Warto tu odnotowaé iz w przypadku n = 1 otrzymu-
jemy (modulo stata multiplikatywna) standardowe réwnanie Poissona, jednak dla n > 1
jest to réwnanie calkowicie nieliniowe. Aby moc stworzy¢ jakgkolwiek rozsadng teo-
rie zwigzang z tym réwnaniem doktada si¢ wige warunek eliptycznodei. W przypadku
tego réwnania sprowadza si¢ on do zawezenia klasy rozpatrywanych funkeji u do tych
o nieujemnie okreslonej zespolonej macierzy Hessego (wymusza to takze rozpatrywanie
nieujemnej prawej strony f).

Warunek ten, pod wicloma wzgledami analogiczny do warunku wypuktosel, oznacza ze
rozpatrywana funkcja musi by¢ plurisubharmoniczna.

Definicja 3.1.1. Niech ) bedzie obszarem w C". Funkcja
u:Q3z—u(z)eRN{-o0}

jest plurisubharmoniczna jezeli jest pdlciagla z gory oraz dla dowolney prostej zespolonej
| funkcja u zawezona do przecigcia | z §1 jest w kazdej skladowej spdjnej tego przecigcia
funkcjo subharmoniczng bad? stale réwng —oo.

Uwaga 3.1.2. Zgodnie z tq definicjq funkcja u = —oo jest plurisubharmoniczna. Nie-

ktérzy Autorzy wylaczajg ten przypadek juz w definicyi.
4



Funkeje plurisubharmoniczne maja pod wieloma wzgledami podobne wlasnosci do ich
rzeczywistych odpowiednikéw. Ponize] opisane sa podstawowe metody konstruowania
funkeji plurisubharmonicznych;

Propozycja 3.1.3. Suma oraz maksimum funkeji plurisubharmonicznych jest plurisu-
bharmoniczna. Plurisubharmoniczna jest takze reqularyzacja dowolnej funkcji plurisu-
bharmonicznej za pomocg splotu z jadrem wygladzajacym, a takie granica malejocego
ciggu funkeji plurisubharmonicznych. ZlozZenie funkcji plurisubharmonicznej z funkcig
rosnqcg oraz wypukle jednej zmiennej rzeczywistej jest funkcjq plurisubharmoiczng.

Wracajac do réwnania Monge’a-Ampere’a zwrdémy uwage ze dla gtadkich funkeji pluri-
subharmonicznych ma ono nastepujacyg interpertacje geometryczng: nieujemnie okreslona
maciery, 5%(—;55—:(‘_) zadaje nam punktowo hermitowski (pseudo) iloczyn skalarny, lub z
punktu widzenia geometrii rézniczkowej, pseudometryke hermitowska. W tej sytuacji
d(?t(s—f—f—;?k)(z) jest (z doktadnodcia do statej multiplikatywnej) wspotczynnikiem formy
objetodci zwigzanej z powyzszg pseudometryka. Réwnanie Monge'a-Ampeére’a sprowadza
sie wiec do poszukiwania potencjafu dla metryki o zadanej formie objetosci.

Réwnanie to, jak i wiele innych “zespolonych” rdwnan posiada swdj rzeczywisty
odpowiednik- jest nim rzeczywiste rownanie Monge’a-Ampere’a

Fo

d €Ty d &€y

det( )=/

rozpatrywane dla wypukiych funkcji v oraz nienjemnej prawej strony f. Teorie zwiazana z
tym réwnaniem mozna znalezé w [Gut]. Warto jednak odnotowaé kilka fundamentalnych
roznic pomiedzy sytuacja rzeczywista a zespolong:

(1) Funkeje wypukte sa oczywiscie ciggte oraz lokalnie lipschitzowskie; przyktad funk-
cji plurisubharmonicznej u(z) = logl||z|| wskazuje iz wlasnoéei te nie przenosza sie
na ‘zespolong wypuktoét”. Co wigcej funkeje plurisubharmoniczne moga by¢ nie-
ciagte nawet gdy sg ograniczone (z definicji sa one tylko potciagte z gory). Jezeli
chodzi o dalsza regularnos¢ to bez dodatkowych zalozen dostajemy v € LY dla
kazdego p < oo,

(2) Rzeczywiste réwnanie Monge'a-Ampere’a zawiera peiny Hessjan (czyli cala in-
formacje rézniczkows drugiego rzedu). Pozwala to stwierdzi¢ ze ograniczonosé
laplasjanu v (i oczywiscie wypuklosé v) daje nam ograniczenie v w normie Sobo-
lewa W2 W zespolonym operatorze wystepuja wylacznie mieszane pochodne
drugiego rzedu wobec czego jedyne co mozemy wywnioskowad to fakt, ze Au €
L® = u e W2 dla kazdego p < oo. Nie mozna jednak wziaé
p = oo- sytuacja jest wiec analogiczna do réwnania Poissona z ograniczong prawsg
stronag.

(3) Odwzorowania zachowujace funkcje wypukle to, jak wiadomo, odwzorowania afi-
niczne. W przypadku zespolonym ztozenie funkeji plurisubharmoniczne) z od-
wzorowaniem holomorficznym jest takze funkeja plurisubharmoniczng. 7 jednej
strony pokazuje to istotne zwigzki tychze funkcji z analizg zespolona, z drugiej
strony “ilo$¢” rozmaitych odwzorowan holomorficznych bardzo utrudnia wszelkie
rozumowania operajace sie na zwartosci. Warto podkresli¢ iz argumenty opie-
rajgce sie na zwartodci to jedno z gléwnych narzedzi w teorii Caffarellego dla
rzeczywistego réwnania Monge’a-Ampére’a (patrz [Gut, Cafl]).
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(4) Podpoziomice funkcji wypuklych sa oczywidcie wypukte, co pozwala zastosowac
narzedzia analizy wypuktej do badania regularnoéci rozwigzai. Dla odmiany pod-
poziomice funkeji plurisubharmonicznych nie muszg by¢ nawet spdjne: przykta-
dem moze byé¢ funkcja log||z — a1|| + log||z — az|| dla a; # a; € C".

(5) Dla funkcji wypuklych prawdziwe jest oszacowanie supo: Vv, < C'supg [v] dla
kazdego relatywnie zwartego obszarn Q' w obszarze §) (innymi stowy jest to we-
wnetrzne oszacowanie na gradient). Trudnym, lecz fundamentalnym wynikiem,
pochodzacym od Pogoretowa [Pog| jest twierdzenie iz analogiczne wewnetrzne
oszacowanie na drugie pochodne zachodzi o ile v jest dodatkowo rozwigzaniem
problemu Dirichleta w wypuklym obszarze {2

vign = 0.

Innymi stowy przy “dobrych” warunkach brzegowych jestesmy w stanie oszacowac
|D%v|| na kazdym obszarze relatywnie zwartym. Analogiczne wnioski w przy-
padku funkeji plurisubharmoicznych i zespolonego réwnania Monge'a-Ampere’a
nie sa znane i stanowia podstawowy problem w rozwinigciu petnej teorii regular-
nosci dla tego réwnania.

Jako ze operator Monge’a-Ampere’a jest catkowicie nieliniowy problem zdefiniowania
stabych rozwigzar jest nietrywialny. Jednym z podejsé jest skorzystanie z teorii rozwigzan
lepkosciowych (patrz [Wal]) jednak takie podejécie pozwala zdefiniowac operator dla
cigglych funkcji plurisubharmonicznych podezas gdy w definicji plurisubharmonicznosci
wystepowata wylacznie pétciagtode z gory.

Alternatywnym podejéciem jest teoria stworzona przez Bedforda i Taylora [BT82].
Opiera sie ona na przejécin z jezyka wyznacznikéw macierzy na formy rozniczkowe. Jezeli
d jest operatorem rézniczkowania zewnetrznego, a J i d sa, odpowiednio, jego (1.0) i
(0,1) czeéeig wzgledem struktury zespolonej to macierz Hessjanu mozna potratkowad
jako (1, 1)-forme

L 8% u
idou = g;l midz’j A dzy.

Zapis ten pozwala nam zdefiniowac operator i d 9 dla dowolnej funkeji lokalnie catkowalne]
w sensie dystrybucyjnym- w tej sytuacji wspétezynniki formy beda dystrybucjami. Formy
o wspélezynnikach dystrybucyjnych nazywa si¢ pradami.

Dla funkeji plurisubharmonicznych u prad i 8 du bedzie (1, 1) pradem nienjemnym. Z
twierdzenia Riesza wynika wiec, ze wspdtezynniki pradu muszg by¢ miarami zespolonymi.
Pozawala to poprawnie zdefiniowac uwidOu, o ile u € L§,. Wobec czego rézniczkujac
jescze raz otrzymujemy w sensie dystrybucyjnym ¢ 0 OuNidOu =19 d(ui &Ou). Bedford
i Taylor w [BT82] wykazali iz powstaly (2,2)-prad jest réwniez dodatni tak wige procedure
ta mozna kontynuowaé az do uzyskania (n,n)-pradu (i 9 Ou)™ ktéry musi byé nienjemnag
miara borelowska.

7 operatorem Monge'a-Ampére’a zwigzana jest takze teoria "gladka® badajaca roz-
wigzalnosc problemu Dirichleta w sensie klasycznym. Podstawowym w teorii jest wynik
Caffarellego, Kohna, Nirenberga i Sprucka [CKNS]:
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Twierdzenie 3.1.4. Niech Q bedzie Scisle pseudowypuklym obszarem o brzegu klasy C*.

Dla dowolnych danych [ > ¢ >0, [ € C*(Q), ¢ € C*(0Q) problem Dirichleta

u e PSH(Q)NC($)
(3.2) (10 0u)" = fdV (dV to miara Lebesgue'a)
ulpo = ¢
posiada gladkie rozwigzanie u € C*(Q). Ponadlo rozwigzanie jest jedyne.

Twierdzenie to méwi iz przy gtadkich danych problem Dirichleta posiada rozwigzanie
gtadkie w obszarach Scisle psendowypuktych. Geometria brzegu jest tu istotna gdyz w
przypadku gdy brzeg zawiera dysk analityczny kazda funkcja z przestrzeni PSH(Q)NC($2)
musiataby si¢ zawezaé do funkeji subharmonicznej na tym dysku, a wiec nie musiataby
pokrywaé si¢ z zadanymi dowolnie danymi brzegowymi.

Twierdzenie to jednak nie oznacza iz gladka prawa strona dla operatora Monge'a-
Ampeére’a implikuje zawsze gltadkie rozwigzanie. Fundamentalny przyktad pochodzacy od
Pogoretowa [Pog], zmodyfikowany w sytuacji zespolonej przez Blockiego [B199] wskazuje
iz operator ten nie jest w rzeczywistosci hipoeliptyczny:

Przyktad 3.1.5. funkcja n-zmiennych zespolonych (n > 1) postaci
u(zy, 2) = (1 + |z D) |2/ ¥"

jest plurisubharmoniczna, nie jest gladka na prostej z' = 0, lecz jej operator Monge'a-
Ampére’a wynosi (1 — 1/n)*(1 + |z1|?)"™2, jest wige funkcjq gladka (jest ona nawet ana-
lilyezna) i Scisle dodatniq.

Tak wiec teoria regularnoéci dla operatora Monge'a-Ampere’a jest z koniecznodei nie-
trywialna przy czym regularnosé dla problemu Dirichleta istotnie zalezy od warunkow
brzegowych i od geometrii samego brzegu, a regularnoéé lokalng mozna hadaé wytgcznie
przy zatozeniu dodatkowych warunkéw.

3.2. Réwnanie Monge’a-Ampére’a na rozmaitosciach kidhlerowskich. Niech X
bedzie zwartg rozmaitoscia zespolong wymiaru n. Pojecie plurisubharmonicznodci tatwo
przenosi si¢ na rozmaitoscei zespolone, jednak z zasady maksimum wynika iz kazda funkcja
plurisubharmoniczna na X musi byé¢ stala. Przy pewnej modyfikacji mozemy jednak
dostaé¢ nietrywialng klase funkeji:

Definicja 3.2.1. Niech w bedzie forma rézniczkowq typu (1, 1) na rozmaitoser X. Funkcje
Y nazywamy plurisubharmoniczng wzgledem w jezeli jest pdlciggla z gory, catkowalna,
oraz zachodzi nierdwnosc

w+iddyp >0
rozumiana w sensie dystrybucymym.

Funkcje takie nazywa si¢ takze funkcjami w-plurisubharmonicznymi. Intuicyjnie im
bardziej “dodatnia” jest forma w tym wigksza jest klasa funkeji w-plurisubharmonicznych.
W sytuacji gdy forma w jest wszedzie scigle dodatnia to kazda funkcja klasy C? o odpo-
wiednio matej C? normie jest w-plurisubharmoniczna.

Odnotujmy iz istnieje wiele (1,1)-form na X ktoére sa dodatnio okreslone w kazdym
punkcie- wystarczy wzig¢ dodatnie (1, 1)-formy lokalne w mapach i skleié¢ je za pomocg
rozktadu jednoscei (analogiczna konstrukcja dodowdzi iz na kazdej zwartej rozmaitosei
zespolonej istnieje metryka hermitowska). Tak skonstruowana forma nie jest, na ogdt,

zamknieta ze wzgledu na rézniczkowanie zewnetrzne:
7



Definicja 3.2.2. Dodatnia (1,1)-forma w na rozmaitosci X jest formq kahlerowskq jezeli
dw = 0.

Uwaga 3.2.3. Istnienie na danej rozmaitosci zespolonej formy kahlerowskiej narzuca
pewne ograniczenia topologiczne. W szczegdlnosci nie kazda zwarta rozmailosé zespolona
posiada takq forme- [CMAKG).

Warunek ten oznacza iz lokalnie mozna forme kdahlerowska zapisaé jako ¢ 0 dp dla pew-
nej lokalnej funkeji plurisubharmonicznej (potencjatu). Tak wigee w przypadku
kahlerowskiej formy w dostajemy wyjatkowo elegancki opis funkeji
w-plurisubharmonicznych:

Obserwacja 3.2.4. Jezeli w jest formq kahlerowskq to funkcja ¢ jest plurisubharmo-
niczna wtedy 1 tylko wtedy gdy 1 + p jest lokalng funkcjg plurisubharmoiczng dla kazdego
lokalnego potenciatu p.

Analogicznie do sytuacji lokalnej mozna wige zdefiniowaé operator Monge’a-Ampére’a

za pomocg n-tego iloczynu zewnetrznego formy
w+iddy.

W przvpadkn kdahlerowskim wystarczy nawet rozpisac lokalnie w = i d dp i skorzystaé z
definicji operatora Monge'a-Ampére’a dla funkeji p + ¢ (tatwo sig przekona¢ iz definicja
nie zalezy od wyboru potencjatu p).

Réwnanie Monge'a-Ampére’a sprowadza si¢ wige do znalezienia funkeji w-plurisubhar-
monicznej 1 spetniajace]

(w+idoy)" = fw"

dla ustalonej nieujemnej funkeji f.

Odnotujmy tu istotng réznice w pordwnaniu do sytuacji lokalnej: ze wzoru Stokesa
wynika iz

(3.3) / (w+i08y)" = f W,
X X

gdyz X jest rozmaitoscia zwarta bez brzegu. Oznacza to iz aby rozwigzanie istnialo
prawa strona musi spelnia¢ warunek konieczny

Fundamentalnym wynikiem rozstrzygajacym o istnieniu rozwigzan tegoz rownania jest
twierdzenie Yau [Yau:

Twierdzenie 3.2.5. Niech (X, w) bedzie zwarta rozmaitosciq kahlerowskq. Jezeli f >
c > 0 jest funkcjq gladkq spetniajoca warunek konieczny, to istnieje jedyna = doktadnosciq
do stalej addylywnej gladka funkcja w-plurisubharmoniczna ¥ spetniajgca rownanie

(w+i9)" = fuw.

Postawg teorii regularnosei dla réwnania Monge'a-Ampere’a jest wige pytanie jaka
regularnoéé¢ dla funkcji ¥ mozemy dostaé ostabiajac zatozenia na funkecje f (jednak dale;
f musi speliac warunek konieczny). Warto tu przytoczy¢ wyniki S. Kotodzieja [Koj98,
Ko0j05]- w pracach tych udowodniono iz dla f nieujemnych i catkowalnych z p-tg potegy
dla jakiego$ p > | rozwiazanie musi by¢ holderowsko ciggte (dla p = 1 nie musi by¢ ono
jednak nawet ograniczone).

W przypadku kahlerowskim réwnanie Monge'a-Ampere’a jest réwnaniem opisujacym
forme objetodci w zaleznodcei od zadanej (1, 1)-formy hermitowskiej. Mozna z tego opisu
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dostaé jednak jeszcze wiecej; w przypadku kahlerowskim krzywizna Riceiego formy w
zadana jest w lokalnych wspohrzednych wzorem
2

(3.4) Ric(t)z = ~ig—z—log(u").

Q_,a

—f—
dz;0z
gdzie po prawej stronie wzoru utozsamiamy (n,n)-forme w" z jej wspétczynnikiem wzgle-

dem kanonicznej (n, n)-formy
tdzy AdzZy Aidzg AdZa A+ - Nidz, Adz,.

Tak wigc wyjatkowo prosty wzér na krzywizne Ricciego w sytuacji kihlerowskie] (unikamy
tu obliczanie pelnego tensora krzywizny i wspotczynnikéow Christoffela) takze opiera sie
na réownanin Monge'a-Ampére’a.

3.3. Operator m-Hessjanu. Operator m-Hessjanu zdefinowany jest wzgledem formy
kahlerowskiej w za pomoca wzoru

(? a a”)m. A u“ﬂ*fn‘
w przypadku obszarow w C" bads tez
(;’_A_,’ R ?C)C)u)ﬁﬂ W =it

na zwartych rozmaitoéciach kahlerowskich.

Jest on w pewnym sensie operatorem interpolujacym miedzy operatorem Laplace’a dla
m = 1 i operatorem Monge'a-Ampere’a (m = n), tak wiec zwiazana z nim nieliniowa teo-
ria potencjatu powinna stanowié pole do pordéwnan pomiedzy klasyczng teorig potencjalu
a teorig pluripotencjatu.

Operator m-Hessjanu takze rozpatrywany jest na podklasie funkcji dla ktérych jest
on eliptyczny. Wiasciwy zbidr funkeji to tzw. funkecje m-subharmoniczne spelniajace
warunki

(i0Bu)* A *>0,k=12"
a w przypadku zwartych rozmaitosci kahlerowskich
(w+id0uw) A *>0,k=1,2.--

Definicja ta zalezy od formy w. I tak dla standardowej formy kidhlerowskich w C" w =
i ZJ'=1 dz; A dz; warunek ten oznacza iz dla gtadkich funkeji u k-ty wielomian symetry(.my

52, ”
wartoscl whasnych macierzy Hessego a—d-é'ﬁr zdefiniowany wzorem
P EN

(T;‘-(/\l, & ,_/\”) = Z /\11 T ')\ik

1<ty <lo< <1p <

jest nienjemny dla & od 1 do m. W szezegdlnosdel funkeje te musza by¢ subharmoniczne.
Z powyzszych nierdownosci wynika takze iz macierz Hessego musi mieé¢ co najmniej m
nieujemnych wartosci wtasnych.

W odréznieniu od funkcji plurisubharmonicznych funkcje m-subharmoniczne nie sa tak
blisko zwiazane z analiza zespolong. Jak tatwo sprawdzié¢ zlozenie odwzorowania holo-
morficznego z funkejg m- subharmoniczng nie musi byé funkcja m-subharmoniczng. Ich
znaczenie dla analizy zespolonej wynika jednak ze spostrzezenia poczynionego powyzej.
W analizie zespolone) bardzo waznym obiektem badan sg [unkcje ktérych macierze Hes-
sego posiadajg duza ilos¢ dodatnich wartosel wlasnych (istnienie takiej funkeji wyczerpu-
jace] dany obszar implikuje ograniczenia topoloo‘i(-me— [AG}). Niestety wtasnos¢ ta jest
bardzo niestabilna: przyktad funkeji u(z) = —2|z1|% 4| 22|? oraz v(z) = |2;|? — 2|23/ wska-

zuje iz wlasnodéé ta nie zachowuje sie przy dodawamu a wigc nie jest mozliwe stworzenie
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sensowne) teorii potencjatu zwiazanej z tym warunkiem. Dodatkowo jak pokazali Diede-
rich i Fornaess [DF] pojecie niegtadkie] funkeji jest w tej sytuacji wysoce nietrywialne i
niektore funkcje niegtadkie nie da sie aproksymowac pozostajac w tej klasie.

Funkecje m-subharmoniczne stanowia wiec rozsadny kompromis ktéry nie obejmuje
wszystkich funckji o co najmniej m dodatnich wartosciach wtasnych, jednak dla nich
stworzenie teorii potencjatu jest mozliwe (oznacza to takie mozliwosé konstruowania ta-
kich funkeiji za pomocg rozwigzani stosownych réwnan).

Problem Dirichleta dla operatora m-Hessjanu zostal rozwigzany w pracach [Li] oraz
[B105]. Prawdziwe jest nastepujace twierdzenie stanowigce odpowiednik twierdzenia Cal-
farellego, Kohna, Nirenberga i Sprucka:

Twierdzenie 3.3.1. Niech §) bedzie Scisle (m — 1)-pseudowypuklym obszarem o brzegu
klasy C*. Dla dowolnych danych f > ¢ >0, f € C®(Q2), ¢ € C>(IQ) problem Dirichleta

u€m—SHQ)NCA)
(3.5) (i88u)™ Aw™™ = fdV
Uga =0
posiada gladkie rozwiqzanie u € C*(Q). Ponadto rozwiqzanie jest jedyne.

Warto takze odnotowaé iz rzeczywisty oprowiednik tego rownania jest takze intensyw-
nie badany- w artykule przegladowym [Wan2| zostala szczegolowo przedstwiona teoria
rzeczywista.

3.4. Praca [CMAPDE2]. Jak juz zostalo wspomniane nawet gtadka i $cisle dodatnia
prawa strona nie gwarantuje gtadkoéei rozwigzania réwnania Monge’a-Ampere’a. Rodzi
to naturalne pytanie co jeszcze naleZy dolozZyc by zagwarantowac gladkosc rozwiqzan. W
sytuacji gdy rozpatrujemy problem lokalny (bez danych brzegowych) jedyng mozliwoscia
jest dotozenie warunkéw na samo rozwigzanie u. Innymi stowy pytanie jest o minimalne
zalozenia gwarantujace regularnoéé. W zwigzku z przyktadem Pogoretowa (3.1.5) jasne
jest, ze istnieja pewne ograniczenia “dolne” tak w sensie przestrzeni Sobolewa jak i w
przypadku przestrzeni Holdera.

W pracy [CMAPDE2] ndato nam sie catkowicie rozwigzac¢ problem minimalnej regular-
noéci w przestrzeniach Sobolewa. Okazuje sie, iz w skali regularnosci Sobolewa przyktady
typu Pogoretowa sa optymalne: kazde rozwigzanie minimalnie regularniejsze musi by¢ juz
gtadkie. Doktadniej wynik z [CMAPDE2] wyglada nastepujaco:

Twierdzenie 3.4.1. Niech u € W2P(Q2) N PSH(Q) rozwigzuje réwnanie
Monge’a-Ampére’a

& u ,
m)(@) = f(2),
gdzie f > ¢ > 0,|Af| < C. Jedelip > n(n— 1) to Au € L%, oraz dla kaidego ¥ CC Q
|| Au|| ey < Cle, ||Af]|peo, n, p, dist { 2,002 }).

det(

7 tego wyniku oraz standardowej teorii eliptycznej wynika iz u € W, lif dla kazdego g <

oo. Przy mocniejszych warunkach na prawg strone dostajemy takze lepsza regularnosc
rozwiazan rézniczkujac samo réwnanie. W szezegdlnoséei f € C*°, f > ¢ > 0 daje nam
gtadkodé rozwigzania.

Metoda dowodu polega na wykorzystaniu techniki Trudingera [Tr| (skonstruowanej dla
rzeczywistych réwnan) potaczonej z oszacowaniem S.Kotodzieja [Koj98] na norme jedno-
stajng rozwigzan. I tak perturbacje funkeji Au, badz jej przyblizenia przemnaza si¢ przez
odpowiednio dobrana funkcje testujaca na kuli i dla tak powstatego iloczynu v oblicza
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si¢ wartos¢ operatora L(v) = > /., u"v;5. Operator ten nie jest jednostajnie eliptyczny
wiec przemnozenie przez funkcje testujacg nie pozwala nam kontrolowaé znaku uzyska-
nego wyniku. Jednak zatozenia pozwalaja kotrolowaé norme L9 (dla pewnego ¢ > 1) cze-
dci ujemnej. Rozwigzujac wige problem Dirichleta z prawa strona réwna —min { L(v),0}
1 zerowymi warunkami brzegowymi dostaniemy z twierdzenia Kotodzieja [Koj98] ogra-
niczone rozwiazanie w. Wtedy z prostych rachunkéw wynika iz L(v + Cw) > 0 dla
odpowiednio dobranej state] C, a dalej z zasady maksimum dostajemy iz v < —Cinfpw,
przy czym ostatni wyraz jest ograniczony.

Czesciowe wyniki w tej dziedzinie byly znane [B199, He]. Znaczenie pracy polega na
tym iz uzyskano wynik optymalny. Mdj wkiad w prace wynosi w przyblizeniu 50 pro-
cent. Byltem odpowiedzialny za przejécie z oszacowania a priori do otrzymania wtasciwe]
regularno$ci oraz za pewna kluczowa modyfikacje funkeji v.

3.5. Praca [CMAPDE3]. W pracy [CMAPDE3] badany jest problem czg$ciowo powia-
zany z pracg poprzednig: rozwaza sie warunki w przestrzeniach Holdera gwarantujgce
regularnosé. Doktadnie] klasyczne oszacowania typu Schaudera dla operatora Laplace’a
Au(z) = f(z) pozwalaja oszacowaé dla kazdego a € (0, 1) (lokalnie) C** norme rozwiaza-
nia za pomoca C* normy prawej strony f (dowéd tego klasycznego wyniku mozna znalezé
w [GT]). Znéw przyktad Pogoretowa (3.1.5) pokazuje iz bez dodatkowych zatozen ana-
logiczne oszacowanie nie moze zachodzi¢ dla zespolonego operatora Monge'a-Ampere’a.
Wrzorujac sie na sytuacji przestrzeni Sobolewa mozna postawié nastepujace pytanie:
Niech u € CYP ()N PSH(Q) rozwigzuje réwnanie Monge’a-Ampére’a

& u
d 5 o Zp.

gdzie f > ¢ > 0,|f|ce < C. Dla jokich B wynika sted, ze u € C>%(Q)?

Przyktad Pogoretowa (zakladajac jego optymalnosé) sugerowalby iz odpowiedzia na to
pytanie jest dowolne 5 wieksze niz 1— % Warto jednak zwrdcié nwage na istotna roznice w
poréwnaniu do przestrzeni Sobolewa: warunek iz u € C'#(Q) nie przektada sie w zaden
sensowny sposob na regularnoé¢ minoréw macierzy Hessego (w przypadku przestrzeni
W2P dostajemy L7 catkowalnosé (n—1)-minoréw dla stosownego g co jest bardzo istotnym
elementem w dowodzie [CMAPDEZ2]). Z innej strony odpowiednik powyzszego problemu
dla rzeczywistego operatora Monge’a-Ampeére’a zostal rowigzany ([Url, Cafl])- okazuje
sie, ze w te] syluacyi rzeczywisty przykiad Pogoretowa jest optymalny.

Problem w sytuacji zespolonej pozostaje nierozwigzany. W pracy [CMAPDE3] uzy-
skano nastepujacy wynik czesciowy: jezeli u € CH'(Q) spelnia powyzsze warunki, to
u € C*(Q) (czyli mozna wziaé 8 = 1). Istota dowodu jest “wymieszanie” metod rzeczy-
wistych (lokalnej aproksymacji z “zamarznieta” prawg strong- jest to technika pochodzaca
od X.-J. Wanga [Wanl]) z zespolonym wewnetrznym C!' oszacowaniem rozwigzan w kuli
pochodzacym od Bedforda i Taylora [BT76]. Warto wspomnie¢ iz oszacowanie Bedforda-
Taylora nie ma naturalnego rzeczywistego odpowiednika- opiera sie ono na technice ty-
powo zespolonej 1 wykorzystuje tranzytywnoéé grupy automorfizméw kuli jednostkowej.
Jest to tez plerwsza praca wykorzystujgca rzeczywisty technike aproksymacyjng Wanga
w sytuacii zespolonej.

Praca ta doczekata si¢ uogélnienia przez Y. Wanga [Wa2]: pokazal on iz wystarczy
zatozy¢ iz Au € L™ - jest to warunek istotnie stabszy niz u € CH1(Q).

Swbj wkiad w prace szacuje na 34 procent. Powstata ona jako potaczenie niezaleznych
badan- moich oraz X. i X. W. Zhangéw. Moim wkitadem byto w szczegolnosci przejscie z
zalozenia o C*-regularnosci na CM'-regularnosé.
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3.6. Praca [Hessl]. W pracy tej stworzone zostaly podwaliny pod nieliniowg teori¢ po-
tencjatu zwigzang z operatorem m-Iessjanu

(698u)™ Aw™™,

gdzie w jest dowolng forma kihlerowska na § (przypadek klasyczny to w = id || z||?-
wtedy operator m-Hessjanu z doktadnoscig do statej multiplikatywnej pokrywa si¢ z suma
m-tych minoréw gtownych macierzy Hessego). Badania nad tymi operatorami zapoczat-
kowali S. Y. Li [Li] oraz Z. Blocki [Bl05]. Po ukazaniu si¢ pracy [Hessl] nowa nieliniowa
teoria potencjatu byta badana przez wielu autoréw- [Lu, SA, WW, N].

Wyniki uzyskane w [Hessl] sa dwojakiego typu. Pierwsza grupa to odpowiedniki sto-
sownych twierdzen dla operatora Monge'a-Ampére’a. [ tak Twierdzenie 4.1 w [Hess1] to
odpowiednik gtéwnego wyniku pracy [CMAPDE2| dla réwnania m-Hessjanu. Okazuje sig
ze przy gladkiej i silnie dodatnie] prawej stronie rozwigzanie réwnania m-Hessjanu jest
gtadkie pod warunkiem iz nalezy ono a priori do przestrzeni W2r(Q),p > n(m—1). Brak
stosownych przykltadéw typu Pogoretowa nie pozwala stwierdzi¢ jednak czy jest to wynik
optymalny. Niemniej implementujac technikg z [CMAPDEZ2] do rzeczywistego rownania
m-Hessianu dostajemy analogiczne twierdzenie z wyktadnikiem p > M co poprawia
znane dotad optymalne wyniki (w [Ur2] wykazano iz mozna wziac p > “—’}}M)

Twierdzenie 2.10 z kolei rozwigzuje problem Dirichleta dla ciagtych danych brzegowych
w gtadkich obszarach silnie (m—1)-pseudowypuklych z prawg strona f nalezgca do L7 dla
g > 2. Jest to odpowiednik twierdzenia Kotodzieja [Ko0j98] dla zespolonego operatora
Monge'a-Ampere’a.

Druga grupa wynikéw to wiasnoscei funkeji m-subharmonicznych, ktére sa odmienne

niz dla funkeji plurisubharmoniczneyh. I tak wiadomo iz u(z) := — —ms jest funkejg
m-subharmoniczng, jednak u € L tylko dla p < -2 (funkcje plurisubharmoniczne

sa LI . catkowalne dla kazdego wyktadnika p < oc). Wzorujac sie na tym przyktadzie
7. Blocki [B105] postawit hipoteze iz dowolna funkcja m-subharmoniczna nalezy do BE
dla p < 2. Odpowiednik tej hipotezy dla rzeczywistego operatora m-Ilessjanu jest
prawdziwy: wynik ten zostal uzyskany w [TWI1] jednak metody uzyte w tej pracy nie
mogy by¢ zastosowane do sytuacji zespolonej (udowodnione w [TW1] nieréwnodci typu
Sobolewa nie zachodzg dla funkeji m-subharmonicznych).

Propozycja 2.2 w [Hessl] daje czedciowy pozytywna odpowiedz na hipoteze Blockiego:
funkeje m-subharmoniczne ograniczone przy brzegu rozpatrywanego obszaru (czyli funk-
cje o zwartych osobliwodciach) sa LP catkowalne z wyktadnikami doktadnie jak w hipo-
tezie. Warto odnotowaé iz technika dowodu jest catkowicie nowa i opiera si¢ na nierdw-
noéciach dla mieszanych miar Monge'a-Ampere’a. Nieréwnosel te kandydat badat juz w
swoim doktoracie [CMAPDEL].

Swéj wktad w prace szacuje na 50 procent. W szczegdlnodci zainicjowatem projekt
badan nad operatorem Hessjanu oraz bytem odpowiedzialny za Twierdzenie 4.1.

3.7. Praca [Hess3]. W pracy tej rozwazane jest globalne réwnanie m-Hessjanu na zwarte]
rozmaitodci kiahlerowskiej (X, w). Réwnanie to przybiera postac

(w s i‘(}a("))m A = ‘/"',‘_M,n5

gdzie f jest dodatnia funkcja gladka, spelniajacag warunek konieczny ]\ wh = f.\' fuag

jest funkejg w — m-subharmoniczng. Rozwigzanie tego réwnania mozna normalizowac za

pomoca stalej addytywnej (dodanie stalej do ¢ nie zmienia réwnania). Zaktada si¢ wige,

ze supy¢ = 0. Okazuje sig, ze rbwnanie tej postaci moze mie¢ co najwyzej jedno gtadkie

rozwigzanie (wynika to z faktu iz réznica dwoéch rozwigzan bytaby funkeja harmoniczng
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wzgledem operatora jednostajnie eliptycznego). Problem istnienia gtadkiego rozwigzania
jest analogiczny do problemu Calabiego w przypadku m = n.

W fundamentalnej pracy [Yau] S. T. Yau pokazal istnienie rozwigzania zespolonego
rownania Monge'a-Ampere’a na zwartych rozmaitodciach kéhlerowskich. Dowdd opiera
sie na metodzie cigglosci: tworzy sie ciggly jednoparametrows rodzine réwnan na ktoérej
jednym koncu ustawia si¢ nasze réwnanie natomiast na drugim- réwnanie ktoére mozna
rozwigzaé. Metoda cigglosci polega na udowodnieniu iz zbidr parametréw dla ktérych
rownanie posiada gtadkie rozwigzanie jest jednoczeénie domkniety i otwarty, Otwartosd w
metodzie cigglosci dowodzi sig linearvzujgc problem i korzystajac z twierdzenia o odwzo-
rowaniu odwrotnym w stosownych przestrzeniach Banacha ([Yau, T, Si]). Domknietosé
w zbiorze parametréw dowodzi sie pokazujac odpowiednie oszacowania a priori.

W przypadku rownania Monge’a-Ampere’a jak 1 w przypadku réwnania Hessjanu po-
trzebne oszacowania a priori to:

(1) oszacowanie jednorodne na rozwigzanie- czyli kontrola nad ||u|| fe;

(2) oszacowanie gradientu- czyli kontrola nad | Vu/|:

(3) oszacowanie drugiego rzedu- czyli kontrola nad ||Au| ~ (w przypadku zespo-
lonym jest to oszacowanie istotnie prostsze niz oszacowanie ||D?ul|p~, gdyz w
réwnaniach zespolonych nie wystepuja czyste pochodne drugiego rzedu);

(4) oszacowanie wyzszego rzedu- kontrola nad ||ul|cs, badz nad ||u|c2. dla a > 0.
Majac powyzsze oszacowania kontrole norm wyzszego rzedu mozna dostaé roézniczkujac
réwnanie 1 stosujac oszacowania Schaduera (w te] syluacji powstate réwnania sg juz
jednostajnie eliptyczne).

W przypadku réwnania Monge'a-Ampére’a oszacowania na norme C? pochodzi od Ca-
labiego [Yau, Si; alternatywnie mozna zastosowaé teori¢ pochodzaca od Evansa-Krylowa
ktéra pozwala dostaé oszacowanie na norme C?* (dla pewnego a > 0) bezposrednio
z oszacowania drugiego rzedu (teori¢ Evansa-Krylowa mozna dostosowaé do sytuacji
zespolonej- zostato to pokazane np. w [Si] badZ [Bl00]). Z kolei oszacowanie drugiego
rzedu wynika bezposrednio z oszacowania jednorodnego za pomocg techniki perturba-
cyjnej pochodzacej od Pogoretowa- rachunek ten mozna znalezé w pracy [Yau| badz w
ksiazkach [Si, T]. Przy okazji do$¢ niezwyklym efektem w dowodzie ([Yau]) jest nie-
zaleznos$¢ oszacowania drugiego rzedu od oszacowania rzedu pierwszego- jest to bardzo
nietypowe dla réwnan nieliniowych drugiego rzedu.

Z powyzszych argumentéw wynika iz wezystkie oszacowania a priori wynikaja z pierw-
szego (historycznie najtrudniejszego)- jest to gtéwne osiagniecie pracy [Yau] gdzie zasto-
sowano technike iteracyjna Mosera.

W przypadku réwnan hessjanowych otwartosé w metodzie cigglosci dowodzi sie ana-
logicznie. Jezeli zaé chodzi o oszacowania a priori to tatwo uogélnié metode Yau dla
oszacowania jednorodnego. Mozna takze zastosowaé teorig Evansa-Krylowa. Wystarczy
wiec otrzymad oszacowania na gradient i laplasjan.

W pracy [HMW] Autorzy uzyskali oszacowanie a priori na laplasjan zalezne jednak od
oszacowania na gradient. Scidlej rzecz biorac udowodnili oni nieréwnoéé

(3.6) supxAud < C(1 +sup |[Vo|[?),
X

dla pewnej statej C zaleznej od f.n,m,w, X oraz ||@| r~. Wystarczy wiec oszacowac
gradient.

Oszacowanie na gradient okazuje si¢ jednym z gléwnych probleméw w catej teorii (ana-
logiczna sytuacja wystepuje w wielu réwnaniach w dziedzinie zespolonej- [ToW13, Sz,
PPZ, STW|. W przypadku réwnania Monge’a-Ampére’a oszacowanie na gradient mozna
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znalez¢ w [B109]). Pomimo wielu préb (znane sg mi co najmniej dwie prace zamieszczone
na arXiv w ktérych wynik ten byt dowodzony, jednak dowdd zawierat luke) odpowiednik
twierdzenia Blockiego z [BI09] nie jest znany.

Zamiast dowodzi¢ bezpoérednio oszacowanie na gradient mozna postuzy¢ sie metoda
posrednia: mozna mianowicie skorzystaé z analizy rozdmuchar (blow-up analysis). Gdyby
oszacowanie nie zachodzilo to na danej rozmaitosci X znalezlibysimy ciag
w —m-subharmonicznych funkcji ¢; (spetniajacych stosowne réwnania) oraz ciag punktow
xj zbiezny do pewnego punktu x, takie ze || Vo;(x;)| = supx||Vé;|| = d; = co. W takim
razie skalujgc zmienne w lokalnym uktadzie wspoétrzednych dookota x (utozsamionego z
zerem) dostalibyémy iz (lokalne) funkcje bi(z) := ¢;(z; + z/d;) maja gradienty w zerze
réwne 1. Co wiecej oszacowanie Hou-Ma-Wu (3.6) pozwala nam wnioskowac iz ciag tych
funkeji, zdefiniowanych na coraz wigkszych kulach ma jednostajnie oszacowny laplasjan,
ze standardowej teorii eliptycznej dostajemy wige, ze cigg d;j- zblega w topologii C’fo‘f do
pewnej niestalej funkcji ¢ na C". Z réwnan tatwo wywnioskowac po przejsciu granicznym
iz ¢ musi by¢ m-subharmoniczna wzgledem formy w =i 0 9||z||? na C", co wigce] ¢ spetnia
rownanie

(E9 8™ AW ™ =1.
Poza tym jest oczywiscie ograniczona, lipschitzowska oraz niestata.

Klasvezne twierdzenie Liouville’a orzeka iz kazda ograniczona funkcja plurisubhar-
moniczna na C" musi byé stala. Subtelno$é sytuacji polega na tym, ze podobnie do
funkcji subharmonicznych w R™, n > 3 analogiczny wniosek nie zachodzi dla funkeji m-
subharmonicznych w C": stosownym kontrprzyktadem jest funkcja
max { -1, —||z||>72"™ }. Z analizy rozdmuchan dostajemy jednak znacznie wigcej infor-
macji o [unkeji .

Glownym twierdzeniem w pracy [Hess3] jest nastepujgey fakt:

Twierdzenie 3.7.1. KaZda ograniczona, lipshitzowska m-subharmoniczna funkcja ¢ na
C" spelniajoca réwnanie (id )™ Aw™™™ =0 musi byé stala.

Twierdzenie to ostatecznie rozwiazuje (w sposdb niejawny) problem oszacowania na
gradient, a w efekcie dostajemy pelny odpowiednik Twierdzenia Calabiego-Yau dla row-
nan m-hessjanowych.

Gltéwny pomyst w dowodzie tegoz twierdzenia polega na analizie zachowania [unkeji
P2} 1= \—m fﬁ(w) #?(w)dw, (zaktadajac iz ¢ > 0 co zawsze mozna osiggnaé do-
dajgc staly addytywna). Latwo sprawdzié¢ iz takze jest to funkcja m-subharmoniczna
przy czym jej Hessian zespolony i d 9, sklada sie z usrednienia catkowego ¢i d d¢ oraz
7 uérednienia catkowego |V¢|?. Nie wdajac sie w szczegdly pierwszy z tych wyrazéw juz
jest m-subhamroniczng forma typu (1,1) (gdyz jest usrednieniem catkowym form typu
¢i & 0¢) natomiast z drugiego wyrazu mozna dostaé¢ dodatkows dodatnios¢ pod warun-
kiem iz érednie gradientu nie beda znika¢. Manipulujgc promieniem r mozna dojs¢ do
alternatywy:

Albo znajdziemy odpowiednio duze r tak aby dla jakiegos matego ¢ > 0 zachodzilo
"\-’of(f;ﬁ-rfi(:w) Vo2 (w)dw > cw, albo tezi okaie si¢ i3 funkcja ¢ zaleiy od (n — 1)-
zmiennych (dokladniej- istnieje kierunek w ktérym funkcja musi byc stala).

Wykorzystujac tg redukcje wymiaru albo dojdziemy do ograniczonej funckji plurisu-
bharmonicznej m-zmiennych na pewnej plaszezyznie m-wymiarowej w C" (ktéra z kla-
sycznego twierdzenia Liouville’a musi by¢ stata), albo musi zachodzi¢ pierwsza czesc alter-
natywy. Oznacza ona jednak, ze funkcja uéredniajaca kwadrat ¢ dla pewnego promienia
r musiataby byé¢ $cisle m-subharmoniczna i jednoczeénie ograniczona co jak stosunkowo
tatwo wykazaé prowadzi do sprzecznosci.
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Wynik ten zostal przyjety do druku stosunkowo niedawno jednak juz jako preprint byt
wielokrotnie cytowany. Warto tu wspomnieé¢ o pracach [Sz, ToW13, STW] w ktérych
wvkorzystuje si¢ wyze] opisana technike oszacowania na gradient za pomoca rozdmu-
chan. Technika ta (przy braku bezpoéredniego oszacowania) jest de facto jedyna znang
w problemach tego typu.

Swé] wkiad w prace szacuje na 50 procent. W szczegdlnosci bytem odpowiedzialny
za sprowadzenie oszacowania na gradient do twierdzenia Liouville’a- zgodnie z sugestia z
pracy [HMW]. Poza tym usciélitem argument z modyfikacja promienia + prowadzacy do
redukeji wymiaru badz do sciste] m-subharmonicznosci.

.

3.8. Praca [CMAK3]. W pracy [Koj05] udowodniona zostala nastepujaca regularnosé
rozwigzania rownania Monge’a-Ampére’a w przypadku gdy prawa strona rownania jest
LP-catkowalna dla p > 1:

Twierdzenie 3.8.1. Niech (X, w) bedzie zwartq rozmaitosciq kdhlerowska wymiaru n
oraz [ > 0 bedzie funkejq calkowalna =z p-ta potegg (p > 1) oraz spetniajacq warunek
konieczny j\ Jw" = f\ w". Wiedy rozwigzanie ¢ problemu (w + id0¥)" = fu" jest
hélderowsko ciggte = wykiadnikiemn Holdera zaleznym od n,p oraz geometrii (X, w).

Analogiczny problem w przypadku obszaréw scisle pseudowypuktych przy odpowiednio
regularnych danych brzegowych zostat rozpatrzony w pracy [GKZ] rozwigzania z prawg
strona w LP sg holderowsko cigglte przyv czym wykladnik Holdera jest szacowany przez

2

npf{p—1)+1"
Odnotujmy znaczenie geometryczne tego wyniku. W geometrii zespolonej, jak zauwa-

zyt jeszcze S. T. Yau w pracy [Yau] wazne jest rozpatrywanie metryk singularnych dla
ktérych krzywizna Ricciego “skupia sie” na zbiorach analitycznych. Z réwnania (3.4)
wynika iz mozna to osiagnaé rozwiazujac rownanie Monge'a-Ampere’a z prawg strong f
ktora lokalnie jest postaci

_ lou(z)[* + -+ - + o (z) |

T TEF o @
dla pewnych lokalnych funckji holomorficznych oy, 7; (generujacych wspomniany zbiér
analityczny) oraz pewnych wyktadnikéw a;, b;. Funkcje tego typu (zaktadajge iz miejsca
zerowe 1 wyktadniki zostaly dobrane tak aby iloraz miat nietrywialne zera w mianow-
niku) sg oczywiscie nieograniczone jednak w konktretnych sytuacjach sg one catkowalne
z wyktadnikiem wyzszym niz 1. W tej sytuacji dla geometrii zespolonej fundamentalnym
problemem jest zachowanie metryki osobliwej w poblizu zbioru analitycznego. Metody
réwnan rozniczkowych pozwalaja ustali¢ iz metryka jest gltadka poza osobliwosciami jed-
nak nie daja zadnej informacji o zachowaniu na najciekawszym zbiorze analitycznym. W
tej sytuacji twierdzenie Kotodzieja, jako wynik globalny, pozwala wyjasni¢ zachowanie
potencjalu metryki takze na zbhiorze osobliwym.

Twierdzenie Kotodzieja zrodzito pytanie o optymalny wyktadnik Holdera na rozmaito-
$ciach Kahlerowskich. W pracy [CMAK3| wykazatem iz tak naprawde wyktadnik ten nie
zalezy od geometrii rozmaitodci dla pewnej ich podklasy:

Twierdzenie 3.8.2. Niech (X.w, f,) bedq jak wyzej. Jezeli dodatkowo metryka w ma
niewjemnag ortogonalna krzywizne bisekeyjna to rozwigzanie ¥ jest Holderowsko ciggle z
wyktadnikiermn o = m dla kazdego € > 0.

Warto tu odnotowaé iz warunek nienjemnoscei ortogonalnej krzywizny hisekcyjnej (czyli

krzywizna ta jest nieujemna dla dowolnego dwukierunku rozpietego przez ortogonalne
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proste zespolone) jest dosé restrykeyjny jednak nie jest pustospetniony: w pracy [GuZ]
podano charakteryzacje takich rozmaitosci opierajaca sie na opisaniu ich przestrzeni na-
krywajacych. Przyktadem takich rozmaitodci jest iloczyn kartezjanski (P'xC, wrg+wean ).
gdzie P! jest jednowymiarows przestrzenig rzutows z metryka Fubini-Study (o krzywiz-
nie +2) a C jest dowolng zwarta zespolong krzywa genusu g > 2 wyposazona w metryke
kanoniczng o stalej krzywiznie —1.

Wazniejsza w tej pracy od tego czgsciowego wyniku jest jednak sama metoda: zo-
stala wykorzystana technika regularyzacyjna Demailly’ego pochodzaca z pracy [De]: z
grubsza jest to globalny odpowiednik regularyzacji poprzez splot wykorzystujaca prze-
strzen styczna i odwzorowanie eksponencjalne do zadania lokalnych “przesuniec”. Wzoér
wyglada nastepujaco:

Inl |2

be(z) = /1 . o(exp.(n)7( = Vdn,

adzie normy brane sa wzgledem metryki w, a 7 jest jadrem wygtadzajgcym o nosniku w
kuli jednostkowej w C".

Warto tu odnotowadé, ze odwzorowanie eksponencjalne niemal nigdy nie jest holomor-
ficzne. Tak wiec w- plurisubharmonicznoéé udrednien ($cislej: kontrola biedu) nie wynika
tu z faktu iz zlozenie odwzorowania holomorficznego z funkcja plurisubharmoniczng jest
plurisubharmoniczne.

Nie wdajac sie w szczegdty dowdd opiera si¢ rozumowaniu z (GKZ|, ktére wykorzy-
stuje stabilnoéé rowiazan do pordéwnania w normie L réznicy regularyzacji funkeji i
samej funkcji. W [GKZ] wykorzystano klasyczng regularyzacje poprzez splot. We wzo-
rach w [CMAK3] pojawiaja sie dodatkowe czynniki zalezne od krzywizny metryki ktore
wymuszaja ograniczenia z tezy twierdzenia.

Analogiczna technika w potaczeniu z zasadq minimum Kislemana zostata wykorzystana
w pracy [BD] (praca ta ukazata si¢ na arXiv miesiac po [CMAK3]).

Technika ta z pewnymi udoskoleniami zostata wykorzystana do udowodnienia pelnego
wyniku: wyktadnik Holdera jest niezalezny od geometrii rozmaitosci bez zadnych dodat-
kowych warunkéw. Wykazano to w pracy [CMAK?7]. Pracg [CMAKT] z powodu licznych
wspolautoréw 1 trudnodci z uzyskaniem oswiadczen o wkiadzie zdecydowalem si¢ nie
umieszeza¢ w cyklu monotematycznym.

4. PRACE SPOZA CYKLU MONOTEMATYCZNEGO

W rozdziale tym opisane sa pozostale prace nie wchodzgce w sklad osiggnigcia na-
ukowego. Zostaly one podzielone ze wzgledu na tematyke. Prace [CMAK2, CMAKA,
CMAPDEL] zostaty wykorzystane w mojej rozprawie doktorskiej. Prace [CMAKIL, RBF1,
RBF2] pochodza z okresu poprzedzajacego napisanie pracy doktorskiej.

4.1. Geometria algebraiczna. W pracy [AG1] analizowane sa geometryczne wtasnosci
specjalnej klasy zwartych zespolonych rozmaitosci zespolonego wymiaru 3. Rozmaitosci
Fano (czyli takie dla ktérych dywizor antykanoniczny jest szeroki) stanowia bardzo spe-
cjalng klase rozmaitosci algebraicznych- w szezegdlnosei w dowolnym wymiarze istnieje
tylko skonczona iloéé takich obiektéw (z doktadnoscia do dyfeomorfizmu). W zespolonym
wymiarze 3 wiadomo, ze istnieje 105 takich klas. Jedna z nich (tzw. rozmaitosci Mukai)
ma wyjatkowo bogata i skomplikowana teorie deformacji.

W pracy [AGI1] rozwazane byly rozmaitosci Mukai posiadajace symetrie- doktadnie;
te z nich dla ktérych grupa automorfizméw posiada podgrupe C*. Za pomoca obliczen
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komputerowych udalo sie oszacowaé niezmienniki dla tychze rozmaitodci (tzw. prog log-
kanoniczny) oraz znalezé zwigzek pomiedzy réznymi opisami tych obiektoéw. Glowny
wynik pracy polega na znalezieniu dodatkowej symetrii dla kazdej takiej rozmaitodcei. Sy-
metria ta antykomutuje z dziataniem C* co pozwala udowodnié istnienie metryki Kéhlera-
Einsteina dla otwartego podzbioru tychze rozmaitosci w przestrzeni je parametryzujace].
Podobne wyniki zostaty takze uzyskane w [RST, LXW] jednak uzyte tam metody sa
znacznie bardziej skomplikowane.

4.2. Interpolacja funkcjami radialnymi. W pracach [RBF1, RBF2] badane sg teore-
tyczne aspekty interpolacji za pomoca funkeji radialnych z parametrem. Przy ustalonej z
gory funkeji ¢ : Ry — R (funkeji radialnej) problem interpolacyjny (w R™) o weztach w
punktach x;, 7 =1.--- , N polega na znalezieniu wspoétczynnikéw A; dla ktérych funkcja

sl = Z Mv(llz — z5l))

spelnia réwnania s(x;) = f; dle pewnego (z gory ustalonego) zestawn danych f;. Heury-
stycznie przy duzej liczbie weztow tak powstala funkcja powinna dobrze aproksymowad
nieznang funkcje f ktérg jesteSmy w stanie tylko probkowad (czyli wyliczaé jej wartosci w
weztach). Wystepujaca we wzorze funkcja ¢ ma znaczenie dla doktadnosei algorytmow
numerycznych. Najczedciej wybierane sg funkcje typu Gaussowskiego (1) = exp(—cr?)
bad# tez tzw. mulithwadryki ¥ (r) = V2 + C.

Problem rozwazany w [RBF1, RBF2] dotyczy analizy zachowania funkcji

&le] = Z Aj(e)p(ellr — 25]])

=1

ze wzgledu na parametr € — 0% (czyli przy skalowaniu zmiennej w funkcji radialnej). Z
analizy numerycznej wynika, ze niektére wspotezynniki A; musza w tej sytuac)i rozbiegaé
do mnieskoniczonoéci (co utrudnia implementacje algorytméw numerycznych) natomiast
symulacje numeryczne wskazuja iz same funkcje interpolacyjne s, zbiegaja przy pewnych
warunkach do wielomiandw interpolacyjnych dla weztéw x;. W pracach tych dowodzone
sa lormalnie powyzsze zauwazone numerycznie wlasnosci,

S to prace na poziomie doktoranckim, bardzo daleko odbiegajace poziomem od pozo-
statych.

4.3. Zespolone réwnanie Monge’a-Ampeére’a. W pracy [CMAPDEL] badany jest
nastepujacy problem: Jezeli miary Monge’a-Ampere’a dla funkeji u oraz v spelniaja
nieréwnosci
(id0u)" > p, (100" > p

dla jakiejé miary p, to czy mozna oszacowaé z dohi miare mieszang (i @ Qu)* A(i 9 Qu)"=*?
7 punktu widzenia wartodei wiasnych jest to bardzo singularny odpowiednik nierdwnosci
miedzy srednia artymetyczng a $rednia geometryczng. Uzyskany wynik moéwi iz nierdw-
nos¢ taka da si¢ znalez¢ o ile miara g znika na zbiorach pluripolarnych. Doktadniej
zachodzi wtedy nieréwno$é (i @ du)f A(i Ou)"~* > p. Warunek znikania na zbiorach
pluripolarnuch jest naturalny w teorii pluripotencjatu (patrz [Ceg04]) jednak z punktu
widzenia teorii miary jest do$é dziwny- istniejg bowiem zbiory malego wymiaru Iaus-
dorffa nie bedace zbiorami pluripolarnymi (np. R™ w C") oraz istnieja zbiory o znacznie
wickszym wymiarze Hausdorffa (dowolna hiperptaszczyzna zespolona) ktére sg pluripo-

larne.
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Nieréwnoéé ta okazala si¢ bardzo uzytecznym narzedziem w teorii pluripotencjatu:
jest ona podstawowym narzedziem w pracach [CMAK2, CMAK4, CMAKS|. Roéwniez
inni Autorzy wykorzystuja te nieréwnoéé- [BEGZ.

W [CMAPDE4] badane sa wlasnoéci zbioréw w C" na ktérych ograniczona funkcja
plurisubharmoniczna v speiniajaca warunek (ddu)" > 1 osigga swoje minimum. Gdyby
u byla dodatkowo gtadka to bylaby Scisle plurisubharmoniczna i whasciwa teoria zbio-
réw minimum jest dobrze poznana. Przy braku regularnosci nzyskaliémy optymalne wa-
runki grawantujace nieistnienie analitycznych podzbioréw w zbiorach minimum. Skon-
struowane zostaly takze przyktady zbioréw minimum o duzym wymiarze Hausdorfta.

Swoj wklad oceniam na 50 procent.

4.4. Zespolone ré6wnanie Monge’a-Ampére’a na rozmaitosciach. W pracy

[CMAK]1] badane sg klasy Cegrellana zwartych rozmaitosciach kihlerowskich. S to funk-
cje potencjalnie nieograniczone z dotu dla ktérych mimo to operator Monge'a-Ampere’a
moze by¢ poprawnie okreslony (konstrukeja Bedforda-Taylora miary (i @ du)" nie wy-
klucza takiej mozliwosci, pokazuje jednak iz definiowalnoéé u(id du)¥ zalezy istotnie od
geometrii przeciecia nognikéw miar wepotezynnikéow (i d du)* ze zbiorem na ktérym u jest
nieograniczona). W szczegdlnosci wykazana zostala w tej pracy zasada poréwnawcza dla
funckji z klasy Cegrella: jezeli u,v sq w plurisubharmoniczne i nalezg do klasy £7(X, w)

Lo
f (w+iddv)* < / (w+1i80u)"
{u<v} {u<wv}

W pracy [CMAK?2] zostata udowodniona jedynoéé rozwigzania modulo stata addytywna
dla problemu Dirichleta na zwartej rozmaitosci kahlerowskiej

(w19 )" =dpu,

dla miary p spelniajacej warunek konieczny [ o i1 = f v dp oraz zerujacee] si¢ na zbiorach
pluripolarnych. Byl to wynik rozwiagzujacy wazny otwarty problem postawiony przez
Guedja i Zeriahiego [GZ1]. Stanowil on najistotniejszy element mojej pracy doktorskiej.
Wynik ten jak i metoda dowodu zostala wykorzystana w dalszych badaniach, migdzy
innymi w [CMAK4, BEGZ].

W pracy [CMAK4] badatem wraz z Z. Zhangiem stabilnoé¢ rozwigzan rownania
Monge’a-Ampére’a na rozmaitosciach zespolonych przy zalozeniu iz prawe strony nalezg
do LP dla pewnego p > 1. Problem stabilnosci sprowdza si¢ do odpowiedzi na pytanie
czy bliskosé prawych stron (w sensie L' badz L”) implikuje blisko$¢ rozwigzan w sensie
L>. Odpowied? (twierdzaca) na to pytanie polegata na wynalezieniu nieréwnosci kontro-
lujace] norme jednostajng réznicy dwoch rozwigzan za pomoca prawych stron réwnai.
Nieréwnoéé ta poprawia oszacowanie Kolodzieja z [Koj02] i jest optymalna co pokazano
na przyktadzie. Wynik tej pracy okazal sie pozytecznym narzedziem do badania regular-
noéci problemu Dirichleta- okazalo sig [CMAK3, CMAKY7] iz optymalna stabilnoé¢ jest
kluczowym elementem w dowodzie holderowskiej ciggltodcei rozwigzan.

Swdj wklad w ta prace moge ocenic¢ na 50 procent.

Praca [CMAKS| zawiera techniczne wyniki dotyczace zbieznoSci miar operatora
Monge'a-Ampere’a. Wiadomo bowiem (patrz [Ceg82]) iz staba zbieznosé dla funkeji plu-
risubharmonicznych u; do u pocigga za soba zbiezno$é w Lj . dla kazdego | < p < oo
nie wystarczy to jednak do wykazania zbleznodci (i@@ur,’)” w sensie miary do (i ddu)"
(co ciekawe w przypadku rzeczywistego operatora Monge'a-Ampére’a taka staba ciggtosé
zachodzi- [Gut]). Kluczowe jest wige znalezienie warunkéw gwarantujacych takows zbiez-
noéé. I tak dla funkeji lokalnie ograniczonvch zbiezno$¢ zachodzi dla ciagdw monotonice-
nych [BT82] bad# tez ciggow zbieznych wzgledem pojemnodci [Xi].
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W pracy [CMAKS5] rozwazaliSmy problem w klasie funkeji £(X,w) czyli maksymal-
nej klasie funkeji w-plurisubharmonicznych dla ktérych operator Monge’a-Ampeére’a jest
poprawnie okreslony ([GZ1]) oraz stosowna miara znika na zbiorach pluripolarnych. Nie-
ktére z uzyskanych wynikdw staly sie uzytecznymi narzedziami w powstatej teorii- [GZ2].

Swéj wklad w ta prace moge oceni¢ na 50 procent.

Praca [CMAKG6] dotyczy réwnania Monge’a-Ampere’a na zwartych rozmaitosciach ze-
spolonych bez zaktadania kdhlerowskosei. W tym przypadku operator Monge'a-Ampere’a
wzgledem formy hermitowskiej definiuje sig¢ analogicznie, jednak nie istnieje juz lokalny
opis w mapach identylikujacy réwnanie z klasycznym operatorem w obszarze. Inng istotna
roznicy jest brak niezmienniczosci petej objetosci

/ (w+iddu)",
X

gdyz przy uzywaniu twierdzenia Stokesa dostaniemy dodatkowe wyrazy zalezne od dw, Ow
czy tez od i 0 Ow.

Niemniej sporo z klasycznej teoii pluripotencjalu mozna przenie$é¢ na przypadek her-
mitowski. W pracy tej zdefiniowalismy pojemnoéé wzgledem formy hermitowskiej w oraz
wykazalismy nieréwnosci typu Cherna-Levine’a-Nirenberga. Pokazalisémy takze iz zasada
pordwnawcza zachodzi dla ograniczonych funkeji w-plurisubharmonicznych, jednak sama
nieréwnosé musi zawiera¢ pewne dodatkowe wyrazy. Kluczowym wynikiem jest uzyska-
nie jednostajengo oszacowania a priori dla problemu Dirichleta z prawg strong w L7,
p > 1- jest to wynik uogdlniajacy gléwne twierdzenie uzyskane w [ToW10]. Wspomniane
oszacowanie stanowito problem otwarty od lat 80-tych. Pordwnujac daty ukazania sie
preprintéw na arXiv (praca [ToW10] ukazala sie 2 tygodnie przed nasza) mozna stwier-
dzi¢ iz zabraklo nam niewiele czasu do rozwiazania jednego z powaznych problemow w
analizie na rozmaitosciach hermitowskich.

Dalsze uogélnienia wynikéw tej pracy zostaly zawarte w [KN1, KN2] Swéj wklad ocie-
niam na 50 procent.

Praca [CMAK7] w pelni rozwigzuje problem postawiony w [Koj05] i badany w
[(CMAK3|: czy optymalny wyktadnik Holdera dla rozwigzania réwnania

(w+i109p)" = fu

przy 0 < [ € LP(w") dla ustalonego p > 1 zalezy od geometrii rozpatrywanej rozma-
itosci (X, w). OdpowiedZ jest nastepujaca: niezaleznie od rozmaitosci wyktadnik zawsze
mozna oszacowagd przez m' Co wiece] wspdtezynnik w oszacowaniu normy Holdera
jest stabilny przy perturbacji formy kahlerowskiej pod warunkiem jednostajnej kontroli
krzywizny bisekcyinej sperturbowanych metryk.

Rozpatrywany byl takze przypadek réwnania wzgledem duzej klasy kohomologii. Row-

nanie w tej sytuacji wyglada nastepujaco:
(6 +i00¢)" = fdV,

gdzie 8 jest zamnkigta (1,1) formg (nickoniecznie dodatnig!) ktérej klasa kohomologii
6] w sensie de Rhama zawiera silnie dodatni prad. Innymi stowy [f] = [T] dla pew-
nego pradu T spetniajgcego T > ew dla jakiej$ dodatniej formy hermitowskiej w oraz
pewnego £ > 0. Przyklady takich klas mozna znalezé w pracy [BEGZ]- stanowia one
analityczny odpowiednik pojecia duzej wiazki liniowej badz duzego dywizora z geometrii
algebraicznej.

Kluczowym w pracy jest potgczenie techniki regularyzacyjnej Demailly’ego, zainicjowa-
nej w [CMAKS3], optymalnych twierdzen o stabilnoéci ([CMAK4]) oraz zasady minimum
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pochodzacej od Kiselmana. Brak ostatniego skladnika byt wtasnie elementem ktory wy-
musit w pracy [CMAKS3] zalozenia geometryczne o nieumjemnosci krzywizny.

Wynik ten rozwigzal ostatecznie istotny problem w teorii pluripotencjatu. Ze wzgledu
na liczbe wspdtautoréw 1 trudnoéci z uzyskaniem oéwiadczenl o wkladzie procentowym
nie zostal on dolgczony do cyklu monotematycznego, gdzie zostal on zastapiony pracg
[CMAK3].

Méj wktad w tg prace jest doéé trudny do oceny, gdyz wyniki zostaly uzyskane nie-
zaleznie przez 2 grupy badawcze (J. P. Demailly, S. D., S. Kolodzie] oraz odpowiednio
V. Guedj, P.H. Hiep i A. Zeriahi), ktére potaczyly silty na pdznym etapie powstawania
manuskryptu. Tak wiec w zaleznosci od oceny stopnia niezaleznodci tych grup wkiad
wahatby sie miedzy 17 procent a 33 procent.

Praca [CMAKS] ma przegladowy charakter i zawiera wyniki dotyczace rozwinigte] teorii
pluripotencjatu w przypadku zwartych rozmaitoéci hermitowskich. Praca ta bazuje na
[CMAKG6] oraz [KN1], [KN2]. Manuskrypt nie zawiera nowych wynikéw.

Praca [CMAKY] jest zbiorem otwartych probleméw z teorii pluripotencjatu na rozma-
itoéciach kahlerowskich 1 hermitowskich. Problemy te zostalty zebrane i opracowane wraz
z V. Guedjem oraz A. Zeriahim.

4.5. Réwnania Hessjanowe. W pracy [Hess2] rozpatrywany jest problem jedynosci
rozwigzan rownania Hessjanu
(w+dd°u)™ Aw"™™ = du

na zwartej rozmaitoéci kihlerowskiej (X, w). W powyzszym réwnaniu 1 < m < n (pray-
padek réwnania Monge'a-Ampére’a m = n zostal rozpatrzony w [CMAK2]), a p jest
miarg probabilistyczng na X spelniajaca warunek znikania na zbiorach m-polarnych.
Oznacza to iz dla dowolnego zbioru horelowskiego K C X takiego, ze istnieje funkcja
w — m-subharmoniczna v spelaniajaca warunek

Kclze X | v(z)=—co}

musi zachodzié¢ réwnoséé p(K) = 0.

Aby réwnanie to miato rozwigzanie musi by¢ spetniony warunek normalizacyjny
]\ wh = f,\ dp = 1. Przy jego zatozenin oraz pod warunkiem znikania miary na zbio-
rach m-polarnych istnienie rozwigzania u zostalo rozwigzane w [LN]. Problem jedynosci
rozwigzania (modulo stata addytywna) zostal postawiony w [LN]. W omawiane]j pracy
znalazt on kompletne pozytywne rozwigzanie.

Praca ta ma charakter wtérny w stosunku do [CMAK2] oraz [CMAPDE]] gdyz okazato
sie iz metody opracowane w tychze pracach daja si¢ przenies¢ automatyczne na przypadek
réwnania Hessjanu. Jedyna wartodcia dodang tej pracy jest znaczne uproszezenie metod
dowodzenia nieréwnosci dla miar mieszanych pochodzacych z [CMAPDE]].
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