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(¢c) Oméwienie celu naukowego ww. prac i osiagnietych wynikéw wraz z oméwieniem ich ewentu-
alnego wykorzystania:

4.1. Wprowadzenie. Problemy kolorowania zajmuja centralne miejsce w teorii graféw od po-
czatku jej istnienia. Wiele wysitku badawczego po$wiecono zrozumieniu czynnikéw, ktore powo-
duja, ze liczba chromatyczna rosnie, oraz wypracowaniu oszczednych algorytméw kolorowania.
Algorytmy takie maja duze znaczenie w zastosowaniach kolorowania graféw, na przykltad do
probleméw przydziatu zasobéw. Dokladne obliczanie liczby chromatycznej jest jednak bardzo
trudnym zadaniem — na przyktad problem rozstrzygania, czy dany graf ma liczbe chromatyczna
co najwyzej 3, jest NP-trudny [36].

Najprostsza struktura swiadczaca o duzej liczbie chromatycznej grafu jest duza klika, chociaz
nawet grafy bez trojkatéw moga mie¢ dowolnie duza liczbe chromatyczna. Maksymalna liczba
chromatyczna, jaka moze mieé¢ n-wierzchotkowy graf bez tréjkatéw, wynosi @(y/n/logn) [5, 60].
7 drugiej strony grafy reprezentowane za pomoca szczegdlnych modeli czesto maja liczbe
chromatyczng ograniczona od gory wzgledem maksymalnego rozmiaru kliki. Dzieje si¢ tak
na przyklad dla rozmaitych geometrycznych graféw przecie¢ — gdy wierzchotki sa obiektami
geometrycznymi konkretnego rodzaju (przedzialami, prostokatami itp.), a krawedzie lacza
pary przecinajacych sie obiektéw. Pewne rodzaje takich obiektéw pozwalaja konstruowaé grafy
przecie¢ bez trojkatow o dowolnie duzej liczbie chromatycznej, ktéra jednak rosnie wraz z liczba
wierzcholkow znacznie wolniej, niz w przypadku ogdlnych graféw. Na przyktad dla graféow
przecie¢ odcinkéw najlepsza znana konstrukcja unikajaca tréjkatéw osiaga liczbe chromatyczna
O(loglogn) [B1], podczas gdy najlepsze znane ograniczenie gérne wynosi O(logn) [96].

Mo6j wklad w te tematyke, obejmujacy w szczegblnoéci wyniki przedstawione w pracach [Al]
(z Krawczykiem), [A2] (z Rokiem, kt6ry byl moim magistrantem na EPFL) oraz [A3] (z Pachem),
polega gltéwnie na wypracowaniu gérnych i dolnych ograniczen liczby chromatycznej w klasach
graféw reprezentowanych geometrycznie — w klasie grafow przecie¢ krzywych na plaszczyznie
(ang. string graphs) i w r6znych jej podklasach. Ograniczenia te sa stale lub asymptotyczne
wzgledem liczby wierzchotkéw przy zalozeniu, ze maksymalny rozmiar kliki jest ograniczony.
W pracy [A1l] opracowujemy stosunkowo ogélna metode uzyskiwania takich ograniczen, ktéra
opiera sie na analizie konkurencyjnoéci algorytméw kolorowania on-line. Liczba chromatyczna
jest w bliskim zwiazku z maksymalnym rozmiarem zbioru niezaleznego — ograniczeniami tego
drugiego parametru w grafach przecieé¢ krzywych zajmuje si¢ w pracy [A4]. Wszystkie te wyniki
omowione beda w sekcji 4.2.

W teorii czesciowych porzadkéw (lub krotko — porzadkéw) parametrem o podobnym znaczeniu,
jakie ma liczba chromatyczna w teorii graféw, jest wymiar [99]. Wymiar porzadku wynosi co
najwyzej tyle, ile jego szeroko$¢ [49], i nie jest ograniczony wzgledem wysokosci. Wiele twierdzen
teorii graféw dotyczacych kolorowan i klik ma odpowiedniki w teorii porzadkdéw, w ktérych
role liczby chromatycznej peini wymiar, a role klik pelnia tak zwane przykltady standardowe
(szczegdlne porzadki o wysokosci 2 1 dowolnie duzym wymiarze). Na przyklad istnieja porzadki
o dowolnie duzym wymiarze niezawierajace przyktadéw standardowych o wymiarze 3, a problem
rozstrzygania, czy dany porzadek ma wymiar co najwyzej 3, jest NP-trudny [105].

Przez analogie do przedstawionych powyzej rozwazan o grafach naturalne wydaje sie pytanie,
jakiego rodzaju porzadki P maja wymiar ograniczony wzgledem maksymalnego wymiaru przy-
ktadu standardowego zawierajacego sie w P jako podporzadek. Przypuszczalnie jest to wlasnosé
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odpowiednio ,,rzadkich” klas porzadkéw, ale jej udowodnienie w nietrywialnych przypadkach byto
dotychczas poza naszym zasiegiem. Niemniej dokonatl sie ostatnio znaczny postep w ograniczaniu
wymiaru ,rzadkich” porzadkéw za pomocs innych parametréw, na przyklad wysokosci. Nastepu-
jace twierdzenie udowodnione w pracy [A5] stanowi mdj gléwny wklad w te tematyke: wymiar
porzadkéw, ktorych grafy pokryé (ang. cover graphs) nie zawieraja ustalonego grafu jako minoru
topologicznego, jest ograniczony wzgledem wysokosci. Wynik ten oméwiony bedzie w sekcji 4.3.

4.2. Kolorowanie graféw reprezentowanych geometrycznie.

4.2.1. Kontekst i motywacja. Poprawnym kolorowaniem grafu G nazywamy przypisanie kolo-
row wierzchotkom grafu G unikajace jednokolorowych krawedzi. Liczba chromatyczna grafu G,
oznaczana przez X(G) 2, jest to minimalna liczba koloréw wystarczajaca do poprawnego pokolo-
rowania grafu G. Liczba klikowa grafu G, oznaczana przez w(G), jest to maksymalny rozmiar
kliki w grafie G. Graf G jest wolny od tréjkgtow, jezeli w(G) < 2. W kazdym grafie spelniona
jest nieréwno$é x > w, ale tez znanych jest wiele konstrukcji graféw o dowolnie duzej liczbie
chromatycznej wolnych od tréjkatéw.

Graf G jest doskonaly, jezeli kazdy podgraf indukowany H grafu G (z calym grafem G
wlacznie) spelnia réwnosé x(H) = w(H). Grafy doskonale sa bardzo dobrze zbadane. Wiadomo
na przyktad, ze w grafach doskonalych problemy maksymalnej kliki, maksymalnego zbioru
niezaleznego i minimalnego poprawnego kolorowania mozna rozwigza¢ w czasie wielomianowym
[41], a tak zwane silne twierdzenie o grafach doskonaltych [18] podaje ich dokladna charakteryzacje
strukturalna. Gyarfas [43] zaproponowal nastepujace pojecie ostabiajace warunek doskonatosci:
klasa grafow G jest y-ograniczona, jezeli istnieje funkcja f: N — N, taka ze kazdy graf G € §
spetia nier6wnosé x(G) < f(w(Q)). Postawil on takze wiele ambitnych probleméw dotyczacych
x-ograniczonosci, z ktorych niektére sa nadal szeroko otwarte.

Naturalne przyktady graféw doskonalych oraz y-ograniczonych klas graféw wywodza sie
z reprezentacji geometrycznych. Dla skoniczonej rodziny zbioréw (np. obiektéw geometrycznych)
F zdefiniowaé mozemy nastepujace dwa grafy o zbiorze wierzchotkéw F:

e graf przecieé rodziny F, w ktérym krawedzie tacza pary przecinajacych sie zbioréw w F,
o graf nachodzen rodziny F, w ktérym krawedzie lacza pary zbioréw w F, ktore sie nachodzq,
czyli przecinaja sig, ale zaden nie zawiera si¢ w drugim.

W ten sposéb, rozwazajac rodziny F zbioréw pewnego ustalonego typu (ksztaltu), otrzymujemy
rozmaite klasy graféw. Podstawowe przyklady to klasy grafow przedziatowych i grafow nachodzen
przedziatow, czyli odpowiednio graféw przecie¢ i graféw nachodzen przedziatéw domknietych
w R. Grafy nachodzen przedzialéw mozna réwnowaznie zdefiniowaé jako grafy przecieé¢ cieciw
pewnego okregu (ang. circle graphs)?. Klasy graféw przecieé i graféw nachodzen spéjnych figur
na plaszczyznie sg podklasami klasy graféw przecie¢ krzywych (ang. string graphs)?.

Grafy przedzialowe sg doskonate, podobnie jak grafy przecie¢ poddrzew pewnego drzewa, kto-
re uogdlniaja grafy przedzialowe i sa réwnowazne grafom cieciwowym [37]. Geometryczne grafy
przecie¢ w dwdch lub wielu wymiarach zwykle nie sg juz doskonate, ale czesto nadal tworzg x-ogra-
niczone klasy. Typowym przykladem y-ograniczonej klasy graféw, ktére nie sa doskonate, jest
klasa graféow nachodzeri przedzialéw. Grafy te spelniaja ograniczenie x = O(w?4“) udowodnione
przez Gyérfasa [42] i nastepnie poprawione do postaci x = O(2%) przez Kostoczke i Kratochvila
[69]. Innym przykladem jest klasa graféw przecieé prostokatéw o bokach réwnolegtych do osi

2Dla uproszczenia bedziemy pisaé x zamiast x(G), gdy wybdr konkretnego grafu G jasno wynika z kontekstu.
Podobna konwencje stosowaé bedziemy do innych parametréow grafowych.
3Klasy graféw, ktoére sa izomorficznie réwnowazne, bedziemy uwazaé za tozsame, nawet jezeli zgodnie z formalna
definicja wierzchotkami graféw w tych klasach sg obiekty innych typéw.
4Aby uzyskaé reprezentacje geometrycznego grafu przecie¢/nachodzen jako grafu przecieé¢ krzywych, zastepujemy
figure reprezentujaca wierzcholek przez krzywa, ktéra te figure ,wypekia”/ otacza”.
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uktadu wspétrzednych®, ktére spetniaja ograniczenie y = O(w?) udowodnione przez Asplunda
i Griinbauma [6]. Z drugiej strony istnieja konstrukcje graféw nachodzen przedzialéw i graféw
przecigé¢ prostokatow o liczbie chromatycznej ©(wlogw) [67] i odpowiednio 3w [68] i sa to jak
dotad najlepsze znane ograniczenia dolne. Problemy zmniejszenia obu tych luk w ogranicze-
niach, wykladniczej w pierwszym i kwadratowej w drugim przypadku, sa fascynujace, ale bardzo
trudne — dokonano w nich dotychczas niewielkiego tylko postepu. W pierwszym przypadku
Kostoczka i Milans [70] udowodnili, ze grafy nachodzen przedzialéw, ktére sa czyste (tj. maja re-
prezentacje za pomocs przedziatow, takich ze zadne dwa nachodzace sie przedzialy nie zawieraja
trzeciego w swoim przecieciu), spetniaja nieréwnos$¢ x < 2w — 1. Najbardziej zauwazalnym poste-
pem w drugim przypadku bylo uzyskanie przez Chalermsooka [15] ograniczenia y = O(w logw)
dla graféw przecieé prostokatéw, takich ze zaden nie zawiera sie w drugim.

Wspomniana wyzej praca Asplunda i Grilnbauma [6] zapoczatkowala badania nad problemami
poprawnego kolorowania geometrycznych graféw przecie¢ na plaszczyznie. Nastepnie Malesinska,
Piskorz i Weilenfels [73] wykazali, ze grafy przecie¢ kol spelniaja nieréwnosé y < 6w — 6,
za$ Peeters [86] udowodnil ograniczenie y < 3w — 2 dla kél jednostkowych. Oba te wyniki
zostaly uogélnione przez Kima, Kostoczke i Nakprasita [61], ktérzy wykazali, ze grafy przecieé
jednokladnych (jednostajnie przeskalowanych i przesunietych) kopii lub tylko przesunietych kopii
ustalonego zbioru zwartego i wypuklego w R? spetniaja nieréwnosci x < 6w — 6 lub odpowiednio
X < 3w — 2. Ponadto skonstruowali oni grafy przecie¢ jednostkowych kot, dla ktérych y = 3w — 2.
Kostoczka i Kratochvil [69] udowodnili, ze klasa graféw przecie¢ wielokatéw wpisanych w okrag
jest y-ograniczona, uogdélniajac wynik Gyarfasa dla graféw przecie¢ cieciw. Ograniczenie, ktére
uzyskali, ma posta¢ y = O(2%).

Do niedawna bardzo niewiele wiadomo byto o klasach geometrycznych graféw przecieé, ktore nie
sa y-ograniczone. Burling [13] skonstruowal wolne od trojkatéw grafy przecieé¢ prostopadloscianéw
w R3, ktérych krawedzie sa réwnoleglte do osi ukltadu wspétrzednych, o dowolnie duzej liczbie
chromatycznej. Erdés zadal pytanie, czy klasa graféw przecie¢ odcinkéw na plaszcezyZnie jest x-
-ograniczona (patrz [43, problem 1.9] lub [12, problem 9.6.2]). Takie samo pytanie zadali Gyérfas
i Lehel [44] dla graféw przecieé L-figur® oraz Kratochvil i Nesetiil dla graféw przecie¢ dowolnych
krzywych (patrz [71]). Scott [91] postawil jeszcze ogdlniejsza hipoteze — ze kazda klasa graféw,
w ktérej zabronione sa indukowane podpodzialy (ang. subdivisions) ustalonego grafu, jest x-
-ograniczona’. Wierzono raczej, ze wszystkie te pytania maja odpowiedzi twierdzace, dopdki
w pracach [B1, B2] nie udowodniliSémy, ze jest inaczej. Oto najogdlniejsza postaé tego wyniku.

Twierdzenie 1 ([B2, twierdzenie 1]). Niech X bedzie zwartym i tukowo spéjnym zbiorem w R2,
ktory nie jest prostokgtem o bokach réownoleglych do osi ukladu wspolrzednych. Dla kazdego
n € N istnieje rodzina n zbiorow, z ktorych kaZdy otrzymany jest z X przez niezalezne skalowanie
w poziomie 1 w pionie oraz przesuniecie, taka zZe graf przecieé tej rodziny jest wolny od tréjkgtow
i ma liczbe chromatyczng ©(loglogn).

Twierdzenie to stosuje si¢ na przyklad do graféw przecie¢ odcinkéw (patrz tez [Bl]), L-figur,
elips o osiach réwnolegtych do osi uktadu wspétrzednych oraz prostokgtnych ramek — brzegdw
prostokatéw o bokach réwnoleglych do osi uktadu wspélrzednych (patrz tez [B3]). Grafy przecieé
prostokatnych ramek sa to dokladnie grafy nachodzen prostokatéw, wiec uogélniaja do R? grafy
nachodzen przedzialow w taki sam sposob, w jaki grafy przecie¢ prostokatow uogdlniaja grafy
przedziatowe.

5B(gdziemy odtad domyslnie zaktadaé, ze prostokaty maja boki réwnolegte do osi uktadu wspétrzednych.
6L-ﬁgum sklada sie z jednego poziomego i jednego pionowego odcinka, ktére ukladaja sie w ksztalt litery L.
7P0dpodzz'alem grafu H nazywamy dowolny graf otrzymany z grafu H przez wstawienie dodatkowych wierz-
chotkéw na krawedziach. Nietrudno zauwazyé, ze jezeli H jest 1-podpodzialem (czyli podpodziatem z jednym
dodatkowym wierzchotkiem na kazdej krawedzi) jakiego$ grafu nieplanarnego, to grafy przecieé¢ krzywych na
plaszczyznie nie zawieraja indukowanych podpodzialéw grafu H.
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Twierdzenie 1 realizowane jest przez wspoélng dla wszystkich wyboréw zbioru X konstrukcje
graféw o liczbie chromatycznej ©(loglogn) wolnych od tréjkatéw. Nazywamy ja konstrukcjq
kanoniczng®. Takie same grafy, jak w konstrukeji kanonicznej, powstaja takze w konstrukeji
Burlinga dla prostopadlo$cianéw w R3. Rodzi sie naturalne pytanie, czy konstrukcja kanoniczna
jest ,najlepsza mozliwa”, na przyktad czy ©(loglogn) jest maksymalna liczba chromatyczna,
jaka moze mieé¢ n-wierzchotkowy graf przecie¢ krzywych na plaszczyznie wolny od tréjkatéw.
Wynik Suka [96] prowadzi do wniosku, ze grafy przecie¢ odcinkéw (ogdlniej — grafy przecieé
krzywych z-monotonicznych®, z ktérych kazde dwie przecinaja sie co najwyzej raz) spetniaja
ograniczenie xy = O,,(logn) °. Najlepsze znane ograniczenie gérne dla graféw przecieé¢ dowolnych
krzywych pochodzi od Foxa i Pacha [32] i ma postaé y = (logn)@osw),

Twierdzenie 1 stanowi punkt wyjscia rozwazan w pracach [Al, A2, A3, A4], ktére omdéwione
zostana w poszczegdlnych sekcjach 4.2.2-4.2.5. W rozwazaniach tych wyr6zni¢ mozna nastepujace
ogblne i mniej wiecej niezalezne od siebie kierunki:

e dowodzenie ograniczen liczby chromatycznej x wzgledem liczby klikowej w dla klas graféw
przecie¢ krzywych (por. twierdzenia 2, 61 7),

e dowodzenie asymptotycznych ograniczen liczby chromatycznej x wzgledem liczby wierzchotkow
n dla klas graféw przecie¢ krzywych o ograniczonej liczbie klikowej w (por. twierdzenia 3 i 4),

e dowodzenie twierdzen analogicznych do twierdzenia 1 lub ich zaprzeczen dla innych parametréw
grafowych, ktére maja zwiazek z liczba chromatyczna (por. twierdzenia 5 i 8).

Wszystkie powyzsze kierunki zwiazane sa z problemem ograniczania liczby krawedzi w tak
zwanych grafach k-quasi-planarnych. Grafem geometrycznym/topologicznym nazywamy graf
narysowany na plaszczyznie w taki sposob, ze krawedzie maja postaé odcinkéw /krzywych
taczacych odpowiednie wierzcholtki. Taki graf jest k-quasi-planarny, jezeli na jego rysunku nie
ma k krawedzi przecinajacych sie kazda z kazda. Znana hipoteza méwi, ze grafy geometryczne/
topologiczne k-quasi-planarne o n wierzchotkach maja Og(n) krawedzi (patrz m.in. [12, problem
9.6.1] lub [85]). Dla k = 2 stwierdza ona dobrze znana wlasnosé¢ graféw planarnych — ze maja
liniowo wiele krawedzi. Hipoteza ta zostala réwniez potwierdzona dla k = 3 [3, 84| oraz dla
k =4 [2], ale dla k > 5 pozostaje otwarta. Valtr [103] ograniczyt liczbe krawedzi w k-quasi-
-planarnych grafach geometrycznych przez Og(nlogn). Najlepsze znane ograniczenia gérne

liczby krawedzi w k-quasi-planarnych grafach topologicznych wynosza n(log n)o(k’g k)

w ogolnosci
[31, 32], O(nlog n) w przypadku krawedzi z-monotonicznych [102], O (n log n) w przypadku, gdy
pary krawedzi przecinaja sie w co najwyzej jednym punkcie [B5], oraz 20" logn w przypadku,
gdy pary krawedzi przecinaja sie w co najwyzej t punktach, gdzie o oznacza funkcje odwrotna
do funkeji Ackermanna, a v zalezy od k it [B5].

Przedstawiony problem ma nastepujacy zwiazek z kolorowaniem geometrycznych graféow
przecieé. Niech G bedzie grafem geometrycznym/topologicznym k-quasi-planarnym. Rozwazmy
rodzine krawedzi grafu G w takiej postaci, w jakiej narysowane sa na plaszczyznie, ale skracajac
je lekko na koncach, zeby uniknaé przecie¢ krawedzi we wspolnych wierzchotkach, a nie straci¢
innych przecie¢. Graf przecie¢ G¢ tak otrzymanej rodziny odcinkéw /krzywych € ma ograniczona
liczbe klikowa (mniejsza niz k). Ponadto graf G ma O(nx(Ge¢)) krawedzi — wierzcholki kazdego
koloru w poprawnym kolorowaniu grafu G¢ jako krawedzie grafu G tworza planarny podgraf grafu
G, wiec jest ich O(n). W ten sposdéb na przyklad wyzej wymienione ograniczenia Valtra [102, 103]
mozna wyprowadzi¢ jako wnioski z twierdzenia, ze grafy przecie¢ krzywych z-monotonicznych
speniaja ograniczenie y = O, (nlogn), pochodzacego od Suka [96]. Zeby takie rozumowanie

8PonCie to nie bylo uzywane w zadnej z cytowanych prac, ale w dalszej czesci tego opracowania pozwoli nam
latwiej odwotywac sie do omawianej tu konstrukcji.
9Krzywa jest z-momnotoniczna, jezeli kazda pionows prosta przecina w co najwyzej jednym punkcie.
10, otacji takiej jak O, @, itp. uzywamy do oznaczenia asymptotyki ze wzgledu na n przy ustalonej wartosci w.
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zadziatalo, kolorowanie grafu G¢ nawet nie musi by¢ poprawne — wystarczy, jezeli unika ono
jednokolorowych klik rozmiaru 4, gdyz hipoteza o grafach k-quasi-planarnych jest udowodniona
dla k = 4.

4.2.2. Podejscie on-line. Wersja on-line problemu kolorowania na tym polega, ze graf, ktéry
ma zostaé¢ pokolorowany, konstruowany jest stopniowo wierzchotek po wierzcholku i nalezy
przydziela¢ kolory wierzchotkom natychmiast po ich pojawieniu sie, nie znajac koncowego grafu.
Do celow analizy konkurencyjnosci modeluje sie taki problem za pomoca gry miedzy algorytmem
kolorujacym zwanym algorytmem on-line, ktéry stara sie¢ uzy¢ mozliwie niewielu koloréw,
a adwersarzem, ktory odpowiednio budujac graf, prébuje zmusié¢ algorytm on-line do uzycia
mozliwie wielu koloréow. Efektywnos¢ algorytmu on-line mierzy sie zwykle jako maksymalna
liczbe koloréw, jaka potrafi wymusi¢ adwersarz, w poréwnaniu z optymalnym rozwiazaniem
off-line (liczba chromatyczna koncowego grafu) lub z jakim$ jego ograniczeniem dolnym (np.
liczba klikowa koncowego grafu) [54]. Oto dwa wyniki tego rodzaju, ktére beda mialy zwiazek
z dalsza dyskusja w tej sekcji:

(1) Bean [8] oraz Gyérfas i Lehel [45] wskazali kanoniczng strategie'* adwersarza, ktéra wymusza
k koloréw na lesie o co najwyzej 281 wierzcholkach. Odpowiada to liczbie koloréw uzywanej
przez algorytm kolorowania first-fit'2, ktéra wynosi [logy ] + 1 dla lasu o n wierzchotkach.
Optymalne rozwiazanie off-line wynosi 2.

(2) Kierstead i Trotter [59] udowodnili, ze maksymalna liczba koloréw, jaka adwersarz moze
wymusi¢ na grafie przedzialowym (ujawnianym wraz z reprezentacja za pomoca przedzialéw
lub bez niej) wynosi doktadnie 3w — 2. Optymalne rozwiazanie off-line wynosi w.

Konstrukcja geometrycznych graféw przecie¢ o duzej liczbie chromatycznej wolnych od tréjka-
tow, o ktérej mowi twierdzenie 1, zostala najpierw uzyskana dla graféw przecie¢ prostokatnych
ramek (graféw nachodzen prostokatéw). Nasze préby pokolorowania graféw nachodzen prostoka-
tow wolnych od trojkatow za pomoca ograniczonej liczby koloréw doprowadzity do wyodrebnienia
nastepujacego szczegdlnego przypadku jako jadra problemu: dla kazdych dwdéch nachodzacych
sie prostokatéow prawy bok jednego przecina gérny i dolny bok drugiego. Rodzine prostokatdw
o tej wlasno$ci nazywamy skierowang w prawo. Na rodzinie prostokatéw R skierowanej w prawo
wskaza¢ mozna naturalng strukture lasu o nastepujacych wlasnoéciach:

o jezeli prostokat Ry zawiera lewy bok prostokata Ro, to R; jest przodkiem Ra,
e jezeli Ry jest przodkiem Rs, to rzut R; na pionowa o$ uktadu wspdtrzednych zawiera rzut Ro
na te o$ oraz lewy bok R; lezy na lewo od lewego boku Rs.

Oto przyktad konkretnej rodziny R i pochodzacej od niej struktury lasu (z jednym drzewem):

D 3—4
3
4 ‘ 1 2/

l 5 ‘ korzen \

5

Rozwazmy gre on-line, w ktérej prostokaty znajdujace sie na pewnej Sciezce od korzenia
do liscia ujawniane sa w kolejnosci od korzenia do lidcia, a algorytm on-line ma pokolorowaé
poprawnie graf nachodzen tych prostokatéw. Przez rzutowanie na poziomsg o$ gra ta redukuje
sie do gry on-line, w ktorej przedzialy ujawniane sa w porzadku rosnacych lewych kornicéw,
a algorytm on-line ma pokolorowaé poprawnie graf nachodzen tych przedzialéow. Algorytm
(deterministyczny) on-line zastosowany do kazdej $ciezki od korzenia do liScia z osobna konstruuje

H7néw nie jest to standardowe pojecie, ale bedziemy odwotywaé sie do niego w dalszej czesci tego opracowania.
12Algorytm first-fit przyjmuje, ze kolory maja numery 1,2, ..., i zawsze uzywa najmniejszego dostepnego koloru
(niewykorzystanego na uprzednio pokolorowanych sasiadach).
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poprawne kolorowanie grafu nachodzen rodziny R. Rozumowanie to mozna teraz odwrécié —
strategie adwersarza w tej drugiej grze mozna ,zakodowa¢” do postaci rodziny prostokatéw
skierowanej w prawo, ktorej graf nachodzen ma liczbe chromatyczna réwng liczbie koloréw
wymuszonej przez adwersarza. Byla to kluczowa obserwacja prowadzaca do dowodu twierdzenia
1 dla graféw nachodzen prostokatéw. W grze on-line adwersarz ma strategie wymuszajaca k

2F=1 przedzialéw — jest to adaptacja strategii kanonicznej Beana

koloréw za pomoca co najwyzej
na drzewach. ,Zakodowanie” tej strategii prowadzi doktadnie do konstrukeji kanonicznej — grafu
nachodzeri 227" prostokatéw o liczbie chromatycznej k wolnego od tréjkatéw. Taki argument
dowodzacy twierdzenia 1 dla graféw nachodzen prostokatéow jest naszkicowany w pracy [B2]
i przedstawiony bardziej szczegélowo w pracy [B3]. Dow6d twierdzenia 1, ktory faktycznie
wystepuje w pracy [B2] (i w pracy [B1] dla graféw przecie¢ odcinkéw), opiera sie na bezposrednim
argumencie indukcyjnym wyprowadzonym z przedstawionego powyzej rozumowania.

W pracy [A1] formalizujemy i uogélniamy ,,podejscie on-line” do probleméw kolorowania graféw
oraz stosujemy je do wypracowania kolejnych ograniczen gérnych i dolnych liczby chromatycznej
w klasach geometrycznych graféw przecieé¢ i nachodzen. Dla dowolnego problemu kolorowania
graféw on-line P definiujemy klase grafow rozgrywki, ktére pelnia role ,zakodowanych” strategii
adwersarza w problemie P, oraz formalizujemy zalezno$¢ miedzy kolorowaniem on-line i off-line,
ktéra stanowi sedno ,,podejécia on-line”: liczba chromatyczna grafu rozgrywki jest réwna liczbie
koloréw, jaka wymusza ,zakodowana” strategia adwersarza [A1, lematy 2.1 i 2.2]. Definicja grafu
rozgrywki w pracy [A1] uogélnia definicje grafu rozgrywki na przedzialach wprowadzona w pracy
[B3] dla gry on-line na grafach nachodzen przedzialéw przedstawionej w poprzednim akapicie.
W pracy [Al] stosujemy ,podejscie on-line” do nastepujacych klas graféw przecie¢ krzywych:
grafow wildkien przedzialowych, graféw nachodzen poddrzew i graféw nachodzen prostokatow.

Grafy widkien przedzialowych (ang. interval filament graphs, wprowadzone przez Gavrila [38])
sa to grafy przecie¢ nieujemnych funkeji ciaglych okreslonych na przedziatach domknietych w R
i osiggajacych wartosé 0 na koricach tych przedziatéw. Jezeli dziedziny tych funkcji sa wzajemnie
nienachodzacymi sie (tj. zagniezdzonymi badZ rozlacznymi) przedzialami, to taki graf widkien
przedzialowych nazywamy wolnym od nachodzen (ang. domain-non-overlapping). Dla graféw
wldkien przedzialowych o liczbie klikowej w podajemy ograniczenie goérne liczby chromatycznej,
a dla takich graféw wolnych od nachodzen — optymalne ograniczenie gorne liczby chromatyczne;j.

Twierdzenie 2 ([Al, twierdzenie 1.1]).
(1) Kazdy graf widkien przedzialowych spelnia ograniczenie x = O(2¢(“31).

(2) Kazdy graf wickien przedzialowych wolny od nachodzen spelnia ograniczenie x < (‘”;1).

(3) Istniejqg grafy wildkien przedzialowych wolne od nachodzen, dla ktérych x = (w;rl).

Za pomoca ,podejscia on-line” wyprowadzamy twierdzenie 2 (2) i (3) z wyniku Felsnera [28]
dotyczacego podzialu on-line porzadkéw, ktére podawane sa w sposdb narastajacy, na tancuchy.
Nastepnie sprowadzamy twierdzenie 2 (1) do twierdzenia 2 (2), wykorzystujac ograniczenie
x = 0(2¥) dla graféw nachodzen przedzialéw [69].

Wiekszosé wysitku koncepcyjnego i technicznego w pracy [Al] skierowana jest w strone dwéch
klas graféw, ktére nie sa y-ograniczone — graféw nachodzeri poddrzew'? (wprowadzonych przez
Gavrila [38]) oraz graféw nachodzen prostokatéw. Graf nachodzen prostokatéw /poddrzew jest
czysty, jezeli ma reprezentacje za pomoca prostokatéow /poddrzew, taka ze zaden prostokat/zadne
poddrzewo nie lezy w caloéci w przecieciu dwéch innych nachodzacych sie prostokatéw/poddrzew.
Dla n-wierzchotkowych graféw nachodzen prostokatéw/poddrzew o liczbie klikowej w podajemy
asymptotyczne ograniczenie gérne liczby chromatycznej, a dla takich grafow, ktore sg czyste —
asymptotycznie optymalne ograniczenie goérne liczby chromatycznej wzgledem n.

BGraf ¢ jest grafem machodzeri poddrzew, jezeli istnieje drzewo T, takie ze graf G jest grafem nachodzen
pewnych podzbioréw zbioru wierzchotkéw drzewa T'.
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Twierdzenie 3 ([A1, twierdzenie 1.2]).
(1) Kazdy graf nachodzen poddrzew spelnia ograniczenie x = Oy ((loglog n)(g))
(2) Kazdy czysty graf nachodzen poddrzew spelnia ograniczenie x = O, ((loglogn)

(3) Istniejq czyste grafy nachodzer poddrzew, dla ktérych x = O, ((loglogn)“~1). Co za tym
w—l)’

w—l)‘

idzie, istniejq grafy przecieé krzywych, dla ktérych x = O, ((loglogn)

Twierdzenie 4 ([Al, twierdzenie 1.3]).
(1) Kazdy graf nachodzen prostokatow spelnia ograniczenie x = O, ((loglogn)
(2) Kazdy czysty graf nachodzen prostokgtow spelnia ograniczenie x = O, (loglogn).

w—l).

Twierdzenie 1 zapewnia ograniczenie dolne pasujace do twierdzenia 4 (2), czyli konstrukcje
graféw nachodzen prostokatéw, dla ktérych w = 2 i y = O(loglogn) .

Dowdd twierdzenia 4 (2) ma podobng strukture do dowodu przedstawionego w pracy [B3] dla
przypadku w = 2. Zaczyna sie od sprowadzenia twierdzenia 4 (2) do analogicznego stwierdzenia
o czystych grafach nachodzen prostokatéw skierowanych w prawo, ktére sa réwnowazne czystym
grafom rozgrywki na przedzialach. Aby udowodnié twierdzenie 3 (2) i (3) za pomoca ,podejécia
on-line”; zaczynamy od zdefiniowania specyficznej gry on-line na grafach wiokien przedzialowych
i od wykazania, ze jej grafy rozgrywki sa réwnowazne czystym grafom nachodzen poddrzew.
W ten sposéb sprowadzamy twierdzenie 3 (2) i (3) oraz twierdzenie 4 (2) do stwierdzen ograni-
czajacych liczbe koloréw, jaka adwersarz potrafi wymusi¢ w odpowiednich grach on-line. Opraco-
wujemy algorytmy kolorowania on-line, ktore uzywaja O, (logn) koloréw w grze odpowiadajacej
czystym grafom nachodzeni prostokatéw oraz O, ((logn)“~1) koloréw w grze odpowiadajacej
czystym grafom nachodzen poddrzew. Stosujac te algorytmy oraz idee dekompozycji heavy-light
pochodzaca od Sleatora i Tarjana [94], wyprowadzamy ograniczenia y = O, (loglogn) i odpo-
wiednio x = O, ((loglogn)“~!) dla graféw rozgrywki, ktére konicza dowody twierdzenia 3 (2)
i twierdzenia 4 (2). Zeby uzyskaé twierdzenie 3 (3), opracowujemy strategic adwersarza, kto-
ra wymusza O,,((logn)“~1) koloréw w grze on-line odpowiadajacej czystym grafom nachodzeri
poddrzew. To tutaj ,,podejicie on-line” ujawnia swoja pelna moc — wskazanie bezposredniej
konstrukeji §wiadczacej o prawdziwosci twierdzenia 3 (3) bez odniesien do gier on-line byloby
bardzo trudne. W koncu twierdzenie 3 (1) sprowadzamy do twierdzenia 3 (2), a twierdzenie 4 (1)
do twierdzenia 4 (2). Do tego celu opracowujemy algorytm przeszukiwania grafu uogélniajacy
klasyczne przeszukiwanie wszerz, ktéry nazywamy k-clique breadth-first search.

Waznym skladnikiem dowodu twierdzenia 4 (2) naszkicowanego powyzej jest algorytm on-line
rozdzielajacy przedzialy prezentowane w grze na ograniczong liczbe rodzin wolnych od trojkatow,
z ktérych kazda jest nastepnie kolorowana on-line O(logn) kolorami przez algorytm first-fit.
Pomijajac ten ostatni krok, otrzymujemy nastepujacy wynik.

Twierdzenie 5 ([Al, twierdzenie 1.4]). Zbior wierzcholkéw kazdego czystego grafu nachodzen
prostokgtéw mozna podzieli¢ na O (1) podzbioréw wolnych od tréjkatow.

Twierdzenie 5 zwigzane jest z hipoteza o grafach k-quasi-planarnych opisang pod koniec sekcji
4.2.1. Stwierdzenie analogiczne do twierdzenia 5 moze byé¢ prawdziwe na przykiad dla graféw
przecie¢ odcinkéw, a z tego juz wynikatoby, ze grafy geometryczne k-quasi-planarne o n wierz-
chotkach maja O (n) krawedzi dla kazdego k. Z drugiej strony, jak wyjasniamy w pracy [Al],
konstrukcja z twierdzenia 3 (3) powoduje, ze stwierdzenie analogiczne do twierdzenia 5 jest
nieprawdziwe dla graféw przecie¢ dowolnych krzywych (ktére moga przecinaé sie dowolnie wiele
razy), a zatem takie podejécie nie moze doprowadzi¢ do dowodu hipotezy o grafach k-quasi-pla-
narnych w jej pelnej ogdélnosci.

14Konstrul<:cja z twierdzenia 1, gdzie X jest prostokatna ramka, produkuje czyste grafy nachodzen prostokatéw;
patrz [B3].
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Oproécz tego w pracy [Al] wskazujemy dwa proste zastosowania ,podejscia on-line” do dowo-
doéw pewnych znanych juz ograniczen. Przedstawiamy konstrukcje graféw przecie¢ prostokatow
o liczbie klikowej w i chromatycznej 3w — 2 [A1, propozycja 3.1], ktéra wyprowadzamy ze wspo-
mnianego na poczatku sekcji 4.2.2 wyniku Kiersteada i Trottera [59] o kolorowaniu on-line graféw
przedzialowych. Konstrukcja ta jest tylko odrobine gorsza od konstrukcji osiagajacej x = 3w
ogloszonej (ale nie opublikowanej) w pracy [68]. Wyprowadzamy takze na nowo wspomniang wcze-
éniej konstrukcje graféw przecie¢ prostopadloécianéw w R? o liczbie chromatycznej ©(loglogn)
wolnych od tréjkatéw, pierwotnie wskazana przez Burlinga [13]. Wykorzystujemy do tego po-
chodzaca od Erlebacha i Fiali [27] strategie adwersarza w problemie kolorowania on-line graféw
przecieé¢ prostokatéw, ktora ponownie jest adaptacja strategii kanonicznej Beana na lasach.

4.2.3. Grafy przecie¢ krzywych uziemionych. W latach 1990, kiedy sadzono, ze klasa graféw
przecieé¢ krzywych jest x-ograniczona, McGuinness [75, 76] zaproponowal zawezié¢ ten problem do
graféw przecieé¢ krzywych uziemionych, czyli takich, ktore leza we wspdlnej polplaszczyznie i maja
po jednym konicu na brzegu tej potptaszczyzny. Zapoczatkowal w ten sposéb owocny kierunek
badan, ktéry doprowadzil do odkrycia stosunkowo ogdlnych klas graféw przecieé krzywych, ktore
sg x-ograniczone, oraz do lepszego zrozumienia zasadniczych cech konstrukeji kanoniczne;j.

Najpierw w pracy [75] McGuinness udowodnil, ze klasa graféw przecie¢ L-figur o nieskoficzonych
pionowych ramionach!® jest y-ograniczona. W pracy [76] udowodnil, ze wolne od tréjkatéow grafy
przecieé¢ 1-przecinajacych sie'® uziemionych krzywych maja ograniczong liczbe chromatyczna. Suk
[96] udowodnil x-ograniczono$é klasy graféw przecie¢ 1-przecinajacych sie uziemionych krzywych
xz-monotonicznych, ktére leza w pélplaszczyznie ograniczonej pionowa prosta. W pracy [B4]
uogdblnilismy wyniki McGuinnessa i Suka, dowodzac, ze klasa graféw przecie¢ 1-przecinajacych sie
uziemionych krzywych (bez zalozenia o z-monotonicznosci) w pélplaszezyinie jest x-ograniczona.
W koricu w pracy [A2] uogdlniamy ten ostatni wynik do graféw przecie¢ dowolnych krzywych
uziemionych (nie ograniczajac liczby przecie¢ miedzy parami krzywych).

Twierdzenie 6 ([A2]). Klasa graféw przecieé uziemionych krzywych jest x-ograniczona.

Chociaz z twierdzenia 2 (1) i z twierdzenia 6 ptynie wspdlny wniosek, ze klasa graféw widkien
przedziatowych jest x-ograniczona, te dwa twierdzenia udowodnione sa za pomoca zupelnie innych
metod. Idea dowodu twierdzenia 6 wywodzi sie z prac McGuinnessa i innych wyzej wymienionych.
W dowodzie tym mys$limy o liczbie chromatycznej jako o mierze ,rozmiaru” rodziny krzywych —
rodzina jest ,duza” lub ,mala” jezeli ma duza lub mala liczbe chromatyczna!”. Zakladamy wiec,
ze F jest ,bardzo duza” rodzing uziemionych krzywych o liczbie klikowej k, podczas gdy kazda
rodzina uziemionych krzywych o liczbie klikowej mniejszej niz k jest ,mala” (przez indukcje), po
czym staramy sie dojs¢ do sprzecznoéci, znajdujac w rodzinie F klike rozmiaru k + 1. Osiagamy
to za pomocy serii lematéow, w ktorych twierdzimy, ze odpowiednio ,,duze” podrodziny rodziny
F musza zawiera¢ rozmaite ,struktury”, czyli zbiory krzywych przecinajacych sie w jaki$ bardzo
szczegblny sposob (ostatecznie — klike rozmiaru k + 1). Wiele argumentéw uzywanych w pracach
[76, 96, B4] do wyszukiwania takich struktur w duzym stopniu wykorzystuje warunek, ze kazde
dwie krzywe z rodziny F maja co najwyzej jeden wspdélny punkt. W przeciwienstwie do nich
jedynym podstawowym narzedziem, z jakiego mozemy korzysta¢ w pracy [A2] do wymuszania
szczegollnej struktury przecied, jest topologiczne twierdzenie Jordana o krzywej. Dla przyktadu
rozwazmy dwa obszary X i Y oraz ,,duza” rodzing A C F, taka ze dla kazdej krzywej a € A
istnieje krzywa s, € F o tej wlasnosci, ze a and s, wspélnie oddzielaja od siebie obszary X i Y

15Aby z nich zrobi¢ uziemione krzywe, wystarczy rozwazy¢ polptaszczyzne ograniczong od géry przez dosta-
tecznie wysoko potozona pozioma prosta.
16Rodzina krzywych jest 1-przecinajgca sie, jezeli kazde dwie z nich maja co najwyzej jeden wspdlny punkt.
17Poj(gcia teorii graféw takie jak liczba chromatyczna czy liczba klikowa zastosowane do rodziny krzywych F
odnosza sie do grafu przecie¢ rodziny .
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w danej péiptaszczyznie. Wowcezas jakakolwiek krzywa w F laczaca X i Y musi przeciaé¢ krzywa
sq dla ywielu” krzywych a € A, poniewaz przecina ,malo” krzywych nalezacych do A (te, ktére
przecina, maja liczbe klikowa mniejsza niz k). W ten sposéb wymusiliSmy na krzywej w F, zeby
przecinala catkiem konkretna grupe innych krzywych. Podstawowymi cegietkami tworzacymi
dowod twierdzenia 6 sa argumenty w stylu Ramseya skladajace sie z prostych krokéw, takich
jak ten opisany powyzej, powtarzanych wielokrotnie (czasami ogromnag liczbe razy).

Latwym wnioskiem z twierdzenia 6, otrzymanym przez rekurencyjne dzielenie na pét za
pomoca pionowych prostych, jest ograniczenie x = O, (logn) dla graféw przecie¢ krzywych z-mo-
notonicznych. Prowadzi ono do alternatywnego dowodu ograniczenia Oy (nlogn) liczby krawedzi
w grafach topologicznych k-quasi-planarnych o z-monotonicznych krawedziach, pierwotnie uzy-
skanego przez Valtra [102]. Twierdzenie 6 oraz [B5, lemat 19] prowadza do wniosku, ze klasa
graféw przecieé¢ krzywych o tej wlasnosci, ze jedna z krzywych przecina kazda inng w dokltadnie
jednym punkcie, jest yx-ograniczona. W pracy [A2] stawiamy takze nastepujaca hipoteze, ktéra
uogdlnia to ostatnie stwierdzenie: dla dowolnej statej ¢t klasa graféw przecie¢ krzywych o tej
wlasnosci, ze jedna z krzywych przecina kazda inng w co najmniej jednym i co najwyzej ¢ punk-
tach, jest y-ograniczona. Hipoteze te¢ udowadniamy w najnowszym manuskrypcie [90]. Wynik
ten oraz [33, lemat 3.2] pozwalaja nam poprawié¢ ograniczenie gérne liczby krawedzi w grafach
topologicznych k-quasi-planarnych, ktérych kazde dwie krawedzie przecinaja si¢ co najwyzej t
razy, do postaci Oy +(nlogn).

4.2.4. Dekompozycja wielokrotnych upakowan. Graf G is k-zdegenerowany, jezeli kazdy induko-
wany podgraf H grafu G (z calym grafem G wlacznie) ma wierzcholek o stopniu co najwyzej k.
Jezeli graf G jest k-zdegenerowany, to x(G) < k + 1 (przez prosta indukcje). Niektére wyniki
o0 x-ograniczonosci wymienione w sekcji 4.2.1 (np. dla rodzin skladajacych sie z przesunietych lub
jednokladnych kopii ustalonej figury wypuktlej [61]) sa w istocie silniejsze — stanowia, ze grafy
w danej klasie sa f(w)-zdegenerowane dla pewnej funkcji f: N — N. Fox i Pach [30, twierdzenie
1.3] udowodnili, ze kazdy graf przecie¢ krzywych, ktéry nie zawiera pelnego grafu dwudzielnego
K, s jako podgrafu, ma wierzcholek o stopniu ograniczonym wzgledem s. Najlepsze znane obecnie
ograniczenie gérne tego stopnia wynosi s(logs)? dla pewnej statej v > 0 [32, twierdzenie 1.5]).

Inny sposéb wzmacniania wynikéw o y-ograniczono$ci polega na ograniczaniu liczby chroma-
tycznej za pomoca jakiegos parametru stabszego niz liczba klikowa. Rodzing zbioréw, taka ze
dowolne k 4 1 sposrdod nich ma puste przeciecie, nazywamy k-krotnym upakowaniem. Pojedyncze
upakowanie (czyli rodzina zbior6w parami rozltacznych) jest to po prostu upakowanie. Rodzina,
ktérej graf przecie¢ ma liczbe klikowa co najwyzej k, jest k-krotnym upakowaniem, ale niekoniecz-
nie na odwrét. Pach [82] zapoczatkowal badania nad problemami nastepujacej postaci: czy istnieje
funkcja p: N — N, taka ze kazde k-krotne upakowanie X zbioréw okreslonego ksztattu na plasz-
czyznie mozna podzielié na co najwyzej p(k) upakowan'®? Zauwazyt w szczegdlnoéci, ze kazde
k-krotne upakowanie kot lub ogdlniej ,,grubych” figur wypuklych (dla ktérych stosunek promieni
okregéw opisanego i wpisanego jest ograniczony) ma wierzchotek o stopniu O(k) w grafie przecieé.

Naszym celem w pracy [A3] jest uogélnienie tego ostatniego stwierdzenia na rodziny obiektéw
geometrycznych na plaszczyznie, ktérych sumy maja ,,malg ztozono$¢”. Rozwazamy nastepujace
standardowe miary ztozonoéci sumy, wykorzystywane w ograniczeniach ztozonosci obliczeniowej
algorytmoéw planowania ruchu i rozpoznawania obrazéw [4]:

e zlozono$é brzegu sumy rodziny X (tj. minimalna liczba tukéw, na jakie mozna podzieli¢ brzeg
zbioru [J X, tak aby kazdy tuk lezal catkowicie wewnatrz lub na zewnatrz kazdego zbioru w X),

18pach rozwazal nieskoniczone rodziny X. Standardowy argument zwartosci pokazuje jednak, ze nieskoriczone
k-krotne upakowanie X mozna podzieli¢ na co najwyzej p upakowan wtedy i tylko wtedy, gdy mozna to zrobié
z kazda skonczong podrodzing rodziny X, a zatem mozemy bez straty ogélnosci zawezi¢ nasze rozwazania do
rodzin skonczonych.
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e liczba dziur wyznaczonych przez sume rodziny X (tj. liczba ograniczonych spdjnych skltadowych
zbioru R? < JX).

Liczba dziur wyznaczonych przez sume wynosi co najwyzej tyle, ile zlozonosé brzegu sumy.
Kedem i inni [56] udowodnili, ze zlozono$¢ brzegu sumy n pseudokd! (tj. zbioréw na plaszczyznie
ograniczonych przez krzywe Jordana, z ktérych kazde dwie maja co najwyzej dwa punkty
wspélne) wynosi O(n). Wynik ten obejmuje w szczegdlnoscei sumy jednokladnych kopii ustalone;
figury wypuklej na plaszczyznie. Matousek i inni [74] udowodnili, ze suma n ,, grubych” tréjkatéw
na plaszczyznie wyznacza O(n) dziur. Efrat i Sharir [26] uzyskali prawie liniowe ograniczenie
gérne ztozonosci brzegu sum ,, grubych” figur wypuktych, takich ze brzegi kazdych dwoch maja
ograniczong liczbe punktéw wspoélnych.

Wynik z pracy Sharira [93] (patrz tez [77]) prowadzi do nastepujacego wniosku: dla kazdego k-
-krotnego upakowania X na plaszczyznie, jezeli ztozono$é brzegu sumy kazdej podrodziny X' C X
wynosi O(|X']), to graf przecigé¢ rodziny X ma wierzcholek o stopniu O(k), a co za tym idzie (przez
indukcje) rodzing X mozna podzieli¢ na O(k) upakowari. Dotyczy to w szczegdlnosci k-krotnych
upakowan pseudokét na plaszczyznie. Wynik Sharira udowodniony jest z wykorzystaniem techniki
losowego prébkowania pochodzacej od Clarksona i Shora [22] i jest w zasadzie najogdlniejszym
stwierdzeniem, jakie technika ta pozwala uzyskaé¢. W pracy [A3] udowadniamy nastepujace
stwierdzenie, ktore z wyjatkiem tego, ze uzyskane ograniczenie stopnia nie jest liniowe wzgledem
k, stanowi uogdlnienie wyniku Sharira.

Twierdzenie 7 ([A3, twierdzenie 2]). Dla kazdego k € N i kazdej funkcji f: N — N, takiej ze
f(n) = o(n?), istnieje stata py s o nastepujacej wlasnosci: jezeli X jest skoriczonym k-krotnym
upakowaniem zwartych © tukowo spojnych zbioréow na plaszczyinie, takich Ze suma dowolnej
podrodziny X' C X wyznacza co najwyzej f(|X'|) dziur, to graf przecieé rodziny X ma wierzcholek
0 stopniu mniejszym niz py. f.

7 tezy twierdzenia 7 zastosowanej indukcyjnie do podrodzin rodziny X wynika, ze rodzing X
mozna podzieli¢ na py, r upakowan [A3, twierdzenie 1].

Dowdéd twierdzenia 7 opiera sie na wspomnianym juz wyniku Foxa i Pacha [30, twierdzenie 1.3]
(dzieki ktéremu wystarczy wykazac, ze graf przecie¢ rodziny X nie zawiera K, 4 jako podgrafu
dla pewnego s zalezacego tylko od k i f), na wzorze Eulera (wykorzystanym do udowodnienia, ze
kazde dwukrotne upakowanie na plaszczyznie wyznaczajace ,mato” dziur ma ,malo” krawedzi
w grafie przecie¢) oraz na hipergrafowej wersji twierdzenia Turdana pochodzacej od Katony,
Nemetza i Simonovitsa [55]. Prezentujemy takze prostszy dowdd nastepujacego szczegélnego
przypadku twierdzenia 7: kazde k-krotne upakowanie pseudokot na plaszczyznie ma w grafie
przecieé¢ wierzcholek o stopniu ograniczonym wzgledem k [A3, propozycja 3] (jest to tez wniosek
z wyzej wymienionego wyniku Sharira [93]). Dow6d ten opiera sie na wyniku Foxa i Pacha [30,
twierdzenie 1.3] i na topologicznym twierdzeniu Helly’ego [48].

4.2.5. Zbiory niezalezne w geometrycznych grafach przecieé. Poniewaz kazdy zbiér wierzchotkéw
jednego koloru w poprawnym kolorowaniu grafu jest zbiorem niezaleznym, kazdy graf speinia
nieréwnos$¢ o = n/y, gdzie o oznacza maksymalny rozmiar zbioru niezaleznego. Fox i Pach [31,
hipoteza 1.10] postawili hipoteze, ze grafy przecie¢ krzywych spelniaja ograniczenie a = 6, (n).
Faktycznie, grafy konstruowane w dowodzie twierdzenia 1 zawierajg zbiory niezalezne liniowego
rozmiaru. Gdyby ta hipoteza byta prawdziwa, wynikatoby z niej, ze grafy topologiczne k-quasi-
-planarne maja Og(n) krawedzi, w podobny sposéb, w jaki wynikaloby to z ograniczenia liczby
chromatycznej postaci (1) (patrz sekcja 4.2.1). Jednakze w pracy [A4] przedstawiam ulepszona
wersje konstrukeji kanonicznej unikajaca zbioréw niezaleznych liniowego rozmiaru.

Twierdzenie 8 ([A4]). Istniejg wolne od tréjkatow grafy przecie¢ odcinkéw, L-figur i prostokqt-
nych ramek, dla ktérych o = O(n/loglogn).
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Niech Gj oznacza graf o liczbie chromatycznej k wolny od trojkatéw otrzymany w wyniku
konstrukeji kanonicznej. W dowodzie twierdzenia 8 konstruujemy przyporzadkowanie nieujemnych
wag wierzchotkom grafu Gy, takie ze waga kazdego zbioru niezaleznego w grafie G wynosi co
najwyzej O(1/k) calkowitej wagi grafu Gy. Prowadzi to w szczegélnosci do wniosku, ze utamkowa
liczba chromatyczna'® grafu Gy, wynosi ©(k), ktéry uogdlnia twierdzenie 1 do analogicznego
stwierdzenia o utamkowej liczbie chromatycznej. Nastepnie w celu wyprowadzenia twierdzenia
8 kazdy odcinek (kazda L-figure, prostokatna ramke itp.) reprezentujacy wierzcholek o wadze
w zastepujemy wiazka w lekko przesunietych, roztacznych kopii. Tego ostatniego kroku nie da
sie wykonaé¢ dla wszystkich ksztaltéw, o ktérych mowi twierdzenie 1 (np. dla elips o osiach
réwnoleglych do osi ukladu wspélrzednych), i dlatego twierdzenie 8 nie jest az tak ogdlne, jak
twierdzenie 1.

4.3. Wymiar porzadkéw o rzadkich grafach pokryé. Wymiar porzadku P jest to mini-
malna liczba liniowych rozszerzen porzadku P, ktorych przeciecie daje z powrotem ten porzadek
[25]. Réwnowaznie wymiar porzadku P mozna zdefiniowaé¢ jako minimalne d, takie ze P jest pod-
porzadkiem zbioru R? uporzadkowanego po wspolrzednych [81]. Rozwazajac zaleznoéé wymiaru
porzadku P od jego ,struktury grafowej”, mozemy te ,strukture” odnosi¢ do dwéch graféw
(nieskierowanych) zdefiniowanych na podstawie porzadku P:

e grafu poréwnywalnosci o zbiorze wierzcholtkéw P i zbiorze krawedzi {zy: x < y w porzadku P},
e grafu pokryé (ang. cover graph) o zbiorze wierzchotkéw P i zbiorze krawedzi {zy: = < y oraz
nie istnieje z, takie ze z < z < y w porzadku P}.

Wybér pierwszego grafu cechuje sie pewnymi dobrymi wtasnosciami, na przyktad kazde dwa
porzadki o takich samych grafach poréwnywalno$ci maja ten sam wymiar [101]. Wartym odnoto-
wania wynikiem w tym kierunku jest ograniczenie wymiaru porzadku ze wzgledu na maksymalny
stopien jego grafu poréwnywalnosci [34]. Z kolei wybér drugiego grafu wydaje sie bardziej na-
turalny z punktu widzenia typowej graficznej reprezentacji porzadku — za pomoca diagramu
Hassego, na ktérym graf pokryé narysowany jest na plaszczyznie w sposéb rosnacy?’. Na przy-
ktad warunek planarnosci znacznie bardziej pasuje do grafu pokry¢ niz do grafu poréwnywalnodci.
Wybér grafu pokryé ma réowniez te zalete, ze umozliwia rozwazanie porzadkéw o duzej wyso-
kodci i o ,rzadkiej strukturze” (podczas gdy duza wysokos$¢ natychmiast powoduje powstanie
duzej kliki w grafie poréwnywalnosci). Algorytmiczne zastosowania ewentualnych dobrych ogra-
niczen wymiaru wzgledem struktury grafu pokry¢ obejmuja tak zwane schematy etykietujace
i wyrocznie osiagalnosci w skierowanych grafach acyklicznych (patrz np. [97]).

Porzadek jest planarny, jezeli ma diagram Hassego bez przecinajacych sie krawedzi. Trotter
i Moore [100] zajmowali si¢ problemem ograniczania wymiaru porzadkéw planarnych. W szcze-
gblnosci skonstruowali nieskonczong rodzine porzadkéw planarnych o wymiarze 4 oraz zapytali,
czy istnieja porzadki planarne o wymiarze wickszym niz 4. Udowodnili ponadto, ze porzadek
planarny, ktéry ma ograniczenie dolne (tj. element mniejszy niz kazdy inny element), ma wymiar
co najwyzej 3. Trotter [98] skonstruowal rodzine porzadkéw o dowolnie duzym wymiarze, ktére
maja ograniczenia dolne i gérne oraz ktére mozna narysowaé w sposob rosnacy na sferze (a za-
tem maja planarny graf pokry¢). W koncu Kelly [57] wskazal konstrukeje porzadkéw planarnych

Y tamkowa liczba chromatyczna x5 (G) grafu G jest parametr otrzymany ze zwyklej liczby chromatycznej grafu
G przez oslabienie w sensie programowania liniowego. Na podstawie twierdzenia o dualnosci w programowaniu
liniowym jest ona réwna maksymalnej catkowitej wadze grafu G, jaka mozna uzyskaé przez przypisanie nieujemnych
wag wierzchotkom grafu G, tak aby kazdy zbiér niezalezny w grafie G mial wage co najwyzej 1. Kazdy graf spelnia
nieréwnosci max{w,n/a} < x5 < x.

20Sposc’)b narysowania grafu pokry¢ jest rosngcy, jezeli kazda krawedz zy grafu pokryé, taka ze x < y,
narysowana jest y-monotonicznie (np. za pomoca odcinka) oraz tak, ze punkt = lezy ponizej punktu y.
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o dowolnie duzym wymiarze. Te negatywne wyniki sktonily badaczy do zarzucenia badan nad
zwigzkami wymiaru z planarnoscig na dlugi czas.

Sytuacja zmienita si¢ w 2010 roku, kiedy Felsner, Li i Trotter [29], pracujac nad problemami
wymiaru w tak zwanych porzadkach sasiedztwa, doszli do nastepujacego wniosku: porzadki
o wysokosci 2 i o planarnych grafach pokry¢ maja ograniczony wymiar. Zrodzilo sie pytanie, czy
porzadki o dowolnie ograniczonej wysokodci i o planarnych grafach pokry¢ maja ograniczony
wymiar, na ktére odpowiedzieli twierdzaco Streib i Trotter [95]. Wobec tego jakie inne warunki
narzucone na klase graféw gwarantuja, ze porzadki o ograniczonej wysokosci, ktoérych grafy
pokry¢ nalezg do tej klasy, maja ograniczony wymiar? Wynik Streiba i Trottera sugerowal, zeby
przyjrze¢ sie uogdlnieniom planarnoéci, i tym samym zapoczatkowal owocny kierunek badan nad
zwigzkami wymiaru porzadkow ze strukturalng teorig graféw.

Minorem grafu G nazywamy dowolny graf, jaki mozna otrzymac¢ z G przez usuwanie wierz-
chotkéw, usuwanie krawedzi i Scigganie krawedzi (tj. laczenie obu konicéow krawedzi w jeden
wierzcholek). Minorem topologicznym grafu G nazywamy dowolny graf, jaki mozna otrzymaé
z G w taki sam sposéb, jak minor, ale pozwalajac na Sciagganie tylko takich krawedzi, ktorych co
najmniej jeden koniec jest wierzchotkiem o stopniu 2. Jak méwi klasyczne twierdzenie Kuratow-
skiego [72], graf jest planarny wtedy i tylko wtedy, gdy nie zawiera K5 ani K33 jako minoréw
topologicznych. Analogiczna réwnowazno$é zachodzi tez, jezeli minory topologiczne zastapimy
minorami [104]. Z biegiem czasu pojecie minoru odniosto wiekszy sukces niz pojecie minoru
topologicznego. Na przyklad slynne twierdzenie Robertsona-Seymoura [89] méwi, ze kazda nie-
skonczona rodzina graféw zawiera dwa grafy, z ktorych jeden jest minorem drugiego, podczas
gdy analogiczne stwierdzenie o minorach topologicznych jest nieprawdziwe [23].

Kluczowym (chociaz dos$¢ technicznym) elementem prac Robertsona i Seymoura jest pojecie
dekompozycji drzewowej, wprowadzone po raz pierwszy przez Halina [46] i odkryte na nowo
w pracy [87]. Dekompozycja drzewowa grafu G jest to drzewo T wraz z przyporzadkowaniem
u +— B, weztom drzewa T podzbioréw wierzchotkéw grafu G zwanych workami, ktore spelniaja
nastepujace warunki:

e dla kazdego wierzchotka v grafu G wezslty u drzewa T, takie ze v € B,, tworza niepuste
poddrzewo drzewa T,
o dla kazdej krawedzi vivs grafu G istnieje wezel u drzewa T, taki ze v, vy € By,.

Szeroko$é takiej dekompozycji drzewowej wynosi max,er |By| — 1. Minimalng szeroko$é de-
kompozycji drzewowej grafu G nazywamy szerokos$cig drzewowq grafu G. M-lokalna szeroko$é
drzewowa®! grafu G jest to funkcja, ktéra liczbie d € N przypisuje maksymalng szerokoéé drzewo-
wa minoru grafu G o $rednicy co najwyzej d. Torsem wezta u drzewa T w takiej dekompozycji
drzewowej nazywamy graf otrzymany z G[B,] przez dodatnie krawedzi taczacych kazda pare
wierzchotkéw w B, , ktéra zawiera sie réwniez w jakim§ worku innym niz B,. Za ta ostatnia
definicja stoi nastepujaca intuicja: krawedzie dodane do torsu wezta u imituja Sciezki, ktore
w grafie G moglyby taczy¢ pary wierzchotkéw z B,, przez wierzcholki spoza B, dzieki czemu
wierzchotki nalezace do B, maja w grafie G i w torsie wezla u taka sama ,strukture spéjnosci”.

Grafy o ograniczonej szerokosci drzewowej sa szczegodlnie istotne w algorytmicznej teorii
graféw, poniewaz wiele probleméw obliczeniowych, ktore sa w ogdlnosci NP-trudne, ma w ta-
kich grafach wielomianowe algorytmy [11]. Grafy te sa takze podstawowym budulcem graféw
z zabronionymi minorami i zabronionymi minorami topologicznymi. Twierdzenie strukturalne
Robertsona-Seymoura [88] wzbogacone o wynik Grohego [39] méwi, co nastepuje: dla kazdego
grafu H istnieja stata t € N oraz funkcja f: N — N, takie ze kazdy graf niezawierajacy grafu
H jako minoru ma dekompozycje drzewowa, w ktorej tors kazdego wezta po usunieciu co naj-
wyzej t wierzchotkéw ma m-lokalng szerokoéé¢ drzewowa ograniczong przez f. Uogdlnienie tego

2INje jest to standardowe pojecie, ale uprosci nam ono wyrazenie niektérych idei.
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twierdzenia na grafy z zabronionymi minorami topologicznymi zostato niedawno uzyskane przez
Grohego i Marxa [40]: dla kazdego grafu H istnieja stale t,d € N oraz funkcja f: N — N, takie
ze kazdy graf niezawierajacy grafu H jako minoru topologicznego ma dekompozycje drzewowa,
w ktérej tors kazdego wezla po usunieciu co najwyzej t wierzchotkéw ma m-lokalng szerokosé
drzewowa ograniczong przez f lub maksymalny stopien ograniczony przez d.

W pracy [B11] udowodniliSmy, ze wymiar jest ograniczony dla porzadkéw o ograniczonej
wysokosci, ktorych grafy pokryé maja ograniczona szeroko$é drzewowa. Warunku ograniczonej
wysokosci nie mozna pominaé, gdyz porzadki powstajace w wyniku konstrukcji Kelly’ego maja
szeroko$¢ drzewowa 3. Z kolei Bir6, Keller i Young [9] wykazali, ze porzadki, ktérych grafy
pokry¢é maja szeroko$¢ Sciezkowa 2 (zdefiniowana podobnie do szerokosci drzewowej, z tym ze od
drzewa T' wymagamy, zeby bylo Sciezka), maja ograniczony wymiar. Joret i inni [52] uogélnili
ten wynik na porzadki, ktérych grafy pokryé maja szeroko$é drzewowa 2. Ponadto w pracy [B11]
postawiliSmy hipoteze, ze porzadki o ograniczonej wysokosci, ktérych grafy pokry¢ nie zawieraja
ustalonego grafu jako minoru, maja ograniczony wymiar. W pracy [A5] udowadniam te hipoteze
w jeszcze ogoblniejszej postaci.

Twierdzenie 9 ([A5]). Dia kazdego grafu H porzqdki o ograniczonej wysokosci, ktorych grafy
pokryc nie zawierajqg grafu H jako minoru topologicznego, majqg ograniczony wymiar.

Niech P bedzie porzadkiem o ograniczonej wysokosci, ktérego graf pokryé G nie zawiera
grafu H jako minoru topologicznego. Przykladajac wspomniane juz twierdzenie strukturalne
Grohego-Marxa, otrzymujemy stale t,d € N, funkcje f: N — N oraz dekompozycje drzewowsg,
grafu G, w ktoérej tors kazdego wezta po usunieciu co najwyzej t wierzchotkéw ma m-lokalng
szerokos¢ drzewowsq, ograniczona przez f lub maksymalny stopien ograniczony przez d. Dowdd
twierdzenia 9 dla P postepuje zgodnie z tak otrzymana struktura, mniej wiecej nastepujaco. Teze
dla P sprowadzamy przez dekompozycje drzewowa do analogicznego stwierdzenia o kazdym torsie.
Je nastepnie, usuwajac co najwyzej t wierzchotkéw, sprowadzamy do analogicznych stwierdzen
o grafach o ograniczonej m-lokalnej szerokosci drzewowej lub o ograniczonym maksymalnym
stopniu. Metoda z pracy [95] pozwala zredukowaé stwierdzenie o grafach o ograniczonej m-
-lokalnej szerokosci drzewowej do wyzej wspomnianego wyniku z pracy [B11] dotyczacego
graféw o ograniczonej szerokosci drzewowej. Z kolei stwierdzenie o grafach o ograniczonym
maksymalnym stopniu jest bezposrednia konsekwencja wyniku Fiirediego i Kahna [34]. Istota
dowodu twierdzenia 9 lezy zatem w pierwszej redukcji — przejéciu przez dekompozycje drzewows.

Jak nalezy zdefiniowaé porzadek na B, dla wezta u dekompozycji drzewowej, zeby otrzymad
nanalogiczne stwierdzenie o torsie”? Najprostszy wybor, czyli podporzadek porzadku P induko-
wany na B, nie wystarcza [A5, sekcja 3.1]. Rozwiazanie zaproponowane w pracy [A5] polega na
zdefiniowaniu dwéch rodzajoéw rozszerzen gadzetowych tego podporzadku, ktére powstajg z niego
przez dolaczenie starannie skonstruowanego gadzetu (o ograniczonym rozmiarze) do kazdego zbio-
ru wierzchotkow w B, wspolnego z jakims innym workiem. Poréwnywalnosci miedzy wierzchotka-
mi w B, a tymi w gadzetach imituja poréwnywalnosci w porzadku P miedzy wierzchotkami w B,
a tymi poza B,, za$ wspomniane dwa rodzaje rozszerzen gadzetowych réznig tym, jak sa zdefi-
niowane poréwnywalnosci wewnatrz poszczegélnych gadzetéw. W wyniku tej konstrukeji kazda
para nieporéwnywalna w porzadku P ma reprezentanta — pare nieporéwnywalna w rozszerzeniu
gadzetowym zbioru B, co najmniej jednego rodzaju. Poszukiwana redukcja przez dekompozycje
drzewowa tak naprawde prowadzi do stwierdzen o rozszerzeniach gadzetowych obu rodzajow.

Dowdd tego, ze porzadek P ma ograniczony wymiar, opiera si¢ na nastepujacej charaktery-
zacji: wymiar porzadku P jest to minimalna liczba koloréw wystarczajaca do pokolorowania
(uporzadkowanych) par nieporéwnywalnych w porzadku P w spos6b unikajacy jednokoloro-
wych cykli naprzemiennych (tj. zbioréw par nieporéwnywalnych {(z1,41), ..., (zg, yx)}, takich

ze x1 < Y2, ..., Tp—1 < Yg oraz rx < y1) [100]. W szczegdlnoscei redukeja przez dekompozycje
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drzewowa sprowadza sie do znalezienia kolorowania par nieporéwnywalnych unikajacego jedno-
kolorowych cykli naprzemiennych przy zalozeniu, ze kolorowania takie dane sg dla rozszerzen
gadzetowych. Kolor przypisany parze nieporéwnywalnej w P jest kombinacjg koloréw reprezen-
tantéw tej pary w ograniczenie wielu rozszerzeniach gadzetowych wybranych w taki sposéb, zeby
kazdy cykl naprzemienny w P mial rozszerzenie gadzetowe wspélnie wybrane dla wszystkich par
w tym cyklu. Konstrukcja ta zapewnia, ze jakikolwiek jednokolorowy cykl naprzemienny w P
skutkowalby jednokolorowym cyklem naprzemiennym w tym wspélnym rozszerzeniu gadzetowym
(utworzonym przez reprezentantéw par tworzacych ten pierwszy cykl), a taki nie moze istniec.

Twierdzenie 9 zostalo ponownie udowodnione inna metoda przez Micka i Wiecherta [78].
Zamiast opierac¢ sie na twierdzeniach strukturalnych, za pomocsg wyrafinowanego rozumowania
konstruuja oni bezposérednio minor topologiczny grafu H przy zalozeniu, ze P ma wystarczajaco
wysoki wymiar. Mozna prébowaé uogdélniaé twierdzenie 9 jeszcze dalej w hierarchii rzadkich
klas graféw — do klas o ograniczonej ekspansji oraz do klas nigdzie gestych [80]. Istotnie, Joret,
Micek i Wiechert [53] udowodnili, ze dla kazdej klasy graféw G o ograniczonej ekspansji porzadki
o ograniczonej wysokoéci, ktérych grafy pokryé naleza do klasy G, maja ograniczony wymiar.
Problemem otwartym pozostaje, czy porzadki o ograniczonej wysokosci i o grafach pokry¢
w klasie G maja wymiar O(n®) dla kazdej nigdzie gestej klasy graféw G i kazdego € > 0 2.

W najnowszym manuskrypcie [50] rozszerzamy oryginalny wynik Streiba i Trotter [95] do-
tyczacy porzadkéw o ograniczonej wysokosci i o planarnych grafach pokry¢é do nastepujacej
postaci: porzadki o planarnych grafach pokryé, ktére sa (k + k)-wolne (tj. nie zawieraja dwoch
nieporéwnywalnych taricuchéw dlugoéci k) maja wymiar ograniczony wzgledem k.

5. OMOWIENIE POZOSTALYCH OSIAGNIEC NAUKOWO-BADAWCZYCH

5.1. Kolorowanie grafow reprezentowanych geometrycznie.

[B1] Arkadiusz Pawlik, Jakub Kozik, Tomasz Krawczyk, Michal Lason, Piotr Micek, William T.
Trotter, Bartosz Walczak,
Triangle-free intersection graphs of line segments with large chromatic number,
Journal of Combinatorial Theory, Series B 105, 6-10, 2014.

[B2] Arkadiusz Pawlik, Jakub Kozik, Tomasz Krawczyk, Michal Lason, Piotr Micek, William T.
Trotter, Bartosz Walczak,
Triangle-free geometric intersection graphs with large chromatic number,
Discrete and Computational Geometry 50 (3), 714-726, 2013.

[B3] Tomasz Krawczyk, Arkadiusz Pawlik, Bartosz Walczak,
Coloring triangle-free rectangle overlap graphs with O(loglogn) colors,
Discrete and Computational Geometry 53 (1), 199-220, 2015.

Wersja konferencyjna:

Tomasz Krawczyk, Arkadiusz Pawlik, Bartosz Walczak,

Coloring triangle-free rectangular frame intersection graphs with O(loglogn) colors,
39th International Workshop on Graph-Theoretic Concepts in Computer Science (WG
2013), Lecture Notes in Computer Science 8165, 333—-344, Springer, 2013.

[B4] Michal Lason, Piotr Micek, Arkadiusz Pawlik, Bartosz Walczak,
Coloring intersection graphs of arc-connected sets in the plane,
Discrete and Computational Geometry 52 (2), 399-415, 2014.

22Bylby to typowy sposéb uogélnienia stwierdzenia o klasach o ograniczonej ekspansji na klasy nigdzie geste.
Uogolnienie, ktére dawatoby stale ograniczenie wymiaru, nie jest mozliwe [53].
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Kluczowe elementy prac [B1, B2, B3, B4| zostaly juz oméwione w sekcjach 4.2.1-4.2.3 ja-
ko kontekst w dyskusji osiggniecia habilitacyjnego. Tutaj ograniczymy sie do opisu pewnych
dodatkowych aspektéw tych prac, ktére nie zostaly tam uwzglednione.

W pracach [B1, B2] wprowadzamy konstrukcje kanoniczna, czyli konstrukcje geometrycznych
graféw przecie¢ o dowolnie duzej liczbie chromatycznej wolnych od tréjkatéow. Konstrukcja
graféw przecie¢ odcinkéw, ktéra stanowi rozwiazanie problemu Erdésa (patrz sekcja 4.2.1),
przedstawiona jest w pracy [B1]. Praca [B2] opisuje konstrukcje kanoniczna w jej ogélnej postaci
przedstawionej w sekcji 4.2.1 jako twierdzenie 1. Ponadto w pracy [B2] udowadniamy wynik
silniejszy niz twierdzenie 1, ale dla bardziej ograniczonej klasy ksztaltéw X: jezeli X jest
zbiorem zwartym, tukowo spéjnym i zakotwiczonym na plaszczyznie oraz n € N, to istnieje
rodzina n jednokiadnych kopii zbioru X, ktérej graf przecie¢ jest wolny od trdojkatéw i ma
liczbe chromatyczna @(loglogn). Definicja zbioru zakotwiczonego oddaje nastepujaca wlasnosé
niezbedng do przeprowadzenia konstrukeji kanonicznej: dowolnie wiele roztacznych jednoktadnych
kopii zbioru X mozna upakowaé¢ na plaszczyznie w taki sposob, zeby wszystkie przecinaly
dowolnie malte otoczenie pewnego wspélnego punktu.

W [B2, sekcji 4] opisujemy nieformalnie sposéb wyprowadzenia konstrukeji kanonicznej dla
graféw nachodzeni prostokatow ze strategii kanonicznej dla graféw nachodzen przedzialéw (patrz
sekcja 4.2.2). Wyprowadzenie to jest szczegdlowo przedstawione w pracy [B3]. W szczegdlnosci
w [B3, sekcji 2] definiujemy grafy rozgrywki na przedziatach®®, w [B3, sekcji 3] przedstawiamy
strategie kanoniczng na przedziatach jako szczegdlny przypadek strategii kanonicznej Beana
na drzewach, za$ w [B3, sekcji 5] udowadniamy réwnowazno$¢ miedzy grafami rozgrywki na
przedziatach a grafami nachodzen prostokatéw skierowanych w prawo. Jako gtéwny wynik pracy
[B3] dowodzimy, ze grafy nachodzen prostokatéw wolne od tréjkatéw maja liczbe chromatyczna
O(loglogn), co oznacza, ze konstrukcja kanoniczna jest w zasadzie najlepsza mozliwa w tej
klasie graféw. Osiggamy to w dwdch krokach za pomoca nastepujacych twierdzen:

e grafy nachodzen prostokatow o ograniczonej liczbie klikowej mozna podzieli¢ na ograniczenie
wiele graféw rozgrywki na przedziatach;
e grafy rozgrywki na przedziatach wolne od trojkatow spelniaja ograniczenie y = O(loglogn).

W pracy [B4] dowodzimy x-ograniczonosé klasy graféw przecieé zbioréw zwartych, tukowo
spéjnych i uziemionych?* w pélplaszczyznie, takich ze przeciecie kazdych dwéch sposréd tych
zbioréw jest tukowo spéjne (byé moze puste). Szczegblnym jej przypadkiem jest y-ograniczonosé
klasy graféw przecieé¢ 1-przecinajacych sie krzywych uziemionych (patrz sekcja 4.2.3). Pelny
wynik w pracy [B4] ustepuje twierdzeniu 6, jako ze zbiory zwarte, lukowo spéjne i uziemione
mozna aproksymowacé za pomoca krzywych uziemionych z dowolna doktadnoscia.

Na koniec powr6émy do hipotezy Scotta [91]: dla kazdego grafu H klasa graféw, w ktorej zabro-
nione sa indukowane podpodzialy ustalonego grafu, jest y-ograniczona. Konstrukcja kanoniczna
obala te hipoteze dla graféw H, ktére sa 1-podpodziatami graféw nieplanarnych. Wynik ten
zachecil badaczy do poszukiwania innych przyktadow graféw H, dla ktorych hipoteza Scotta jest
falszywa. W szczegdlnosei Chalopin i inni [16] wykazali, ze takim przykladem jest 1-podpodzial
grafu K4. Udowodnili takze, ze kazdy graf H, ktéry nie jest lasem zyrandoli?® ma podpodziat
H*, taki ze hipoteza Scotta jest falszywa dla H*. Chudnovsky, Scott i Seymour [19] uzyskali
czesciowy wynik odwrotny: jezeli H jest lasem zyrandoli, to klasa grafow przeciec krzywych
niezawierajacych indukowanych podpodziatéw grafu H jest y-ograniczona.

23w niniejszym opisie dla uproszczenia pomijamy warunek czystoéci, ktory wystepuje w definicji tych graféw
w pracy [B3], nazwanych tam overlap game graphs.
247hi6r taki jest uziemiony, jezeli jego przeciecie z brzegiem pdlptaszczyzny jest niepustym odcinkiem.
25Graf jest lasem zyrandoli, jezeli kazda jego dwuspdjna sktadowa jest drzewem z dodanym jednym wierzchotkiem
potaczonym krawedziami z li$¢mi tego drzewa. Podpodziat drzewa zyrandoli jest takze drzewem zyrandoli.
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5.2. Liczba krawedzi w grafach k-quasi-planarnych.

[B5] Andrew Suk, Bartosz Walczak,
New bounds on the maximum number of edges in k-quasi-planar graphs,
Computational Geometry: Theory and Applications 50, 24-33, 2015.

Wersja konferencyjna:

Andrew Suk, Bartosz Walczak,

New bounds on the maximum number of edges in k-quasi-planar graphs,

21st International Symposium on Graph Drawing (GD 2013), Lecture Notes in Computer
Science 8242, 95-106, Springer, 2013.

Powréémy do hipotezy przedstawionej pod koniec sekcji 4.2.1: kazdy graf topologiczny k-
-quasi-planarny o n wierzchotkach ma Og(n) krawedzi. W pracy [B5] uzyskujemy poprawione
ograniczenia gérne w dwdch szczegélnych przypadkach tego problemu:

(1) 20(m)"nlogn w przypadku, gdy pary krawedzi przecinaja sie w co najwyzej ¢ punktach, gdzie

« jest funkcja odwrotng do funkcji Ackermanna, a v zalezy od k i t,
(2) Ok(nlogn) w przypadku, gdy pary krawedzi przecinaja sie¢ w co najwyzej jednym punkcie.
Najlepsze znane wczesniej ograniczenia wynosity odpowiednio n(logn)?(°8%) [32] i 220" nlogn
(gdzie « jest jak wyzej, a v zalezy od k) [33]. Dowéd w obu przypadkach zaczyna sie od znanej
redukcji do graféw topologicznych zawierajacych krawedz, ktéra przecina kazda inng krawedz [33,
lemat 3.2]. Redukcja ta wprowadza czynnik O;(logn) do ograniczenia liczby krawedzi. Nastepnie
dowdd ograniczenia (1) postepuje zgodnie z podejsciem Valtra [103] oraz Foxa, Pacha i Suka [33]
do problemu w przypadku pojedynczych przecie¢, uogdlniajac je dzieki dodatkowym technicznym
lematom. Wykorzystanie wyniku Klazara [65] dotyczacego tak zwanych uogélnionych ciagéw
Davenporta-Schinzla dodaje czynnik 2*("" do ograniczenia liczby krawedzi. Dow6d ograniczenia
(2) opiera sie na wyniku z pracy [B4], ktory jest szczegélnym przypadkiem twierdzenia 6 dla
1-przecinajacych sie krzywych ukorzenionych.

5.3. Rysowanie grafow za pomocg niewielu kierunkow.

[B6] Kolja Knauer, Piotr Micek, Bartosz Walczak,
Outerplanar graph drawings with few slopes,
Computational Geometry: Theory and Applications 47 (5), 614-624, 2014.

Wersja konferencyjna:

Kolja Knauer, Piotr Micek, Bartosz Walczak,

Outerplanar graph drawings with few slopes,

18th Annual International Computing and Combinatorics Conference (COCOON 2012),
Lecture Notes in Computer Science 7434, 323-334, Springer, 2012.

[B7] Kolja Knauer, Bartosz Walczak,
Graph drawings with one bend and few slopes,
12th Latin American Symposium on Theoretical Informatics (LATIN 2016), Lecture Notes
in Computer Science 9644, 549-561, Springer, 2016.

Kierunek odcinka na plaszczyznie jest to klasa réwnowaznosci wszystkich odcinkéw do niego
réwnolegtych. Liczba kierunkowa (ang. slope number) grafu G jest to minimalna liczba s, taka
ze graf G mozna narysowaé na plaszczyznie, reprezentujac krawedzie za pomoca odcinkéw
o co najwyzej s kierunkach. Poniewaz w kazdym wierzchotku co najwyzej dwie krawedzie
moga mie¢ ten sam kierunek, liczba kierunkowa grafu o maksymalnym stopniu A wynosi co
najmniej [%} Liczba kierunkowa graféw o maksymalnym stopniu 3 wynosi co najwyzej 4 [79],
jak réwniez istnieja grafy o maksymalnym stopniu 5 i o dowolnie duzej liczbie kierunkowej

[7, 83]. Otwarte pozostaje pytanie, czy grafy o maksymalnym stopniu 4 maja ograniczona liczbe
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kierunkowa. Dla (zewnetrznie) planarnego grafu G jego (zewnetrznie) planarna liczba kierunkowa
jest to minimalne s, takie ze graf G mozna narysowaé na plaszczyznie za pomoca odcinkoéw
o co najwyzej s kierunkach w sposéb (zewnetrznie) planarny?®. Wiadomo, ze planarna liczba
kierunkowa jest ograniczona wykladniczo wzgledem maksymalnego stopnia [58] dla wszystkich
graféw planarnych oraz wielomianowo wzgledem maksymalnego stopnia dla graféw planarnych
o szeroko$ci drzewowej co najwyzej 3 (w szczegdlnosci dla graféw zewnetrznie planarnych)
[51]. W pracy [B6] dowodzimy, ze zewnetrznie planarna liczba kierunkowa graféw zewnetrznie
planarnych o maksymalnym stopniu A wynosi co najwyzej A—1 (oile A > 4;dla A=2iA =3
ograniczenie wynosi 3) i ze ograniczenie to jest optymalne. Dla grafu zewnetrznie planarnego
definiujemy jego ,,dekompozycje babelkowa”, ktérej uzywamy nastepnie do narysowania tego
grafu w dowodzie ograniczenia gdrnego.

W pracy [B7] rozwazamy 1-lamane (ang. 1-bend) warianty wyzej wymienionych liczb kierunko-
wych, do zdefiniowania ktorych krawedzie grafu G reprezentujemy za pomoca linii tamanych z co
najwyzej jednym zgieciem (tj. sktadajacych sie z co najwyzej dwéch odcinkéw), tak ze wszystkie
narysowane odcinki maja co najwyzej s kierunkéw. Dowodzimy, ze kazdy graf zewnetrznie pla-
narny o maksymalnym stopniu A ma zewnetrznie planarng 1-tamana liczbe kierunkowsg [%],
chyba ze A = 2 i graf zawiera cykle — wtedy liczba ta wynosi 2. Dowdd ten réwniez opiera sie na
ydekompozycji babelkowej” z pracy [B6]. Dla ogdlnych graféw o maksymalnym stopniu A ograni-
czamy 1-tamang liczbe kierunkowa od gory przez [%1 + 1, poprawiajac poprzednie ograniczenie
wynoszace A + 1 [24]. Ponadto nieznacznie poprawiamy podane w pracy [58] ograniczenia gérne
planarnej 1-tamanej liczby kierunkowej graféw planarnych i graféw planarnych dwudzielnych.

5.4. Rozszerzanie czesciowych reprezentacyi.

[B8] Pavel Klavik, Jan Kratochvil, Tomasz Krawczyk, Bartosz Walczak,
Extending partial representations of function graphs and permutation graphs,
20th Annual European Symposium on Algorithms (ESA 2012), Lecture Notes in Computer
Science 7501, 671-682, Springer, 2012.

Reprezentacja grafu G jest to odwzorowanie p: V. — € zbioru wierzchotkéow V grafu G
w pewna klase zbioréw (np. obiektéow geometrycznych) C, takie ze istnieje w grafie G krawedz
uwv wtedy i tylko wtedy, gdy p(u) N p(v) # 0. Problem rozszerzania cze$ciowych reprezentacji
w klasie € wyraza sie nastepujaco: dla danego grafu G i odwzorowania p: R — C, ktére
jest reprezentacja podgrafu grafu G indukowanego na pewnym zbiorze wierzchotkéw R C V|
rozstrzygnadé, czy odwzorowanie p mozna rozszerzy¢ do pelnej reprezentacji pu: V — C grafu G.
Problem ten zostal zaproponowany przez Klavika, Kratochvila i Vyskod¢ila [64] jako uogdlnienie
klasycznego problemu rozpoznawania. Udowodnili oni, ze rozszerzanie cze$ciowych reprezentacji
mozna zrealizowaé¢ w czasie wielomianowym dla graféw przedzialowych (tj. gdy C jest klasa
przedzialéw w R). Algorytm liniowy do tego samego problemu pochodzi od Blisiusa i Ruttera
[10]. Klavik i inni [62] opracowali liniowy algorytm dla graféw przedzialowych wlasciwych oraz
wielomianowy algorytm dla graféw przedzialowych jednostkowych. W pracy [B8] przedstawiamy
wielomianowy algorytm rozszerzania czeSciowych reprezentacji graféw funkcyjnych (tj. gdy C jest
klasa funkcji ciaglych [0, 1] — R) oraz graféw permutacji (tj. gdy € jest klasa funkcji liniowych
[0,1] — R). Algorytm dla graféw funkcyjnych robi istotny uzytek z dekompozycji modularnej,
ktora zapewnia wielomianowy opis wszystkich orientacji przechodnich ustalonego grafu [35].
W pracy [B8] przedstawiamy takze wariant problemu rozszerzania cze$ciowych reprezentacji
grafow funkcyjnych, w ktorym czesciowa reprezentacja dana jest za pomoca funkcji I — R
dla podprzedzialéw I C [0, 1], ktére nalezy rozszerzy¢ do funkcji [0, 1] — R, i dowodzimy, ze

26Rysunek taki jest zewnetrznie planarny, jezeli jest planarny oraz wszystkie wierzchotki leza na zewnetrznej
$cianie.
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ten wariant problemu jest NP-zupelny. Prace [17, 63] zajmuja sie problemami rozszerzania
czesciowych reprezentacji graféw przecieé¢ cieciw okregu i grafow cieciwowych.

5.5. Efektywne czasowo i pamieciowo wyznaczanie wspolnych stycznych.

[B9] Mikkel Abrahamsen, Bartosz Walczak,
Outer common tangents and nesting of convex hulls in linear time and constant workspace,
24th Annual European Symposium on Algorithms (ESA 2016), Leibniz International
Proceedings in Informatics (LIPIcs) 57, 4:1-15, Dagstuhl, 2016.

W pracy [B9] zajmujemy sie problemem wyznaczania wspélnych stycznych do dwéch roztacz-
nych wielokatéw prostych w czasie liniowym i w stalej pamieci roboczej (tj. pamigci o dostepie
do odezytu i zapisu) przy zalozeniu, ze wierzcholki tych wielokatéw dane sa na wejSciu w postaci
uporzadkowanych list. Dwa roztaczne wielokaty proste maja cztery wspoélne styczne, dwie lub
nie maja zadnej, jezeli ich wypukle otoczki sa odpowiednio roztaczne, nachodzace si¢ lub za-
gniezdzone. Wspdlne styczne do dwbch wielokatow wypuklych mozna tatwo wyznaczyé w czasie
logarytmicznym i w stalej pamieci roboczej, ale obliczenie wypuklej otoczki wymaga liniowej
pamieci roboczej w najgorszym przypadku. Abrahamsen [1] zaproponowal bardzo prosty algo-
rytm, ktéry wyznacza wszystkie cztery wspdlne styczne do dwoch wielokatéw prostych, jezeli
ich wypukte otoczki sg rozlaczne, lub stwierdza, ze wypukte otoczki nie sa roztaczne. Dla tego
drugiego przypadku w pracy [B9] podajemy algorytm, ktéry wyznacza obie wspélne styczne do
dwoch wielokatéw prostych, jezeli ich wypukle otoczki sie nachodza, lub stwierdza, ze wypukle
otoczki sa zagniezdzone. Algorytm ten wprowadza tylko drobng poprawke do algorytmu z pracy
[1], ale jego analiza jest zupelnie inna i bardziej skomplikowana.

5.6. Miary wypuktosci zbiorow.

[B10] Martin Balko, Vit Jelinek, Pavel Valtr, Bartosz Walczak,
On the Beer index of convexity and its variants,
Discrete and Computational Geometry 57 (1), 179-214, 2017.

Wersja konferencyjna:

Martin Balko, Vit Jelinek, Pavel Valtr, Bartosz Walczak,

On the Beer index of convexity and its variants,

31st International Symposium on Computational Geometry (SoCG 2015), Leibniz Interna-
tional Proceedings in Informatics (LIPIcs) 34, 406420, Dagstuhl, 2015.

W pracy [B10] zajmujemy sie dwiema miarami wypuklosci zbioru S na plaszczyznie: indeksem
wypukiodci zbioru S oznaczanym przez b(S), czyli prawdopodobieristwem, ze losowy odcinek
o koncach w zbiorze S w calodci zawiera sie w S, oraz stosunkiem miary najwiekszego wypuktego
podzbioru zbioru S do miary calego zbioru S oznaczanym przez c¢(S). Cabello i inni [14]
udowodnili ograniczenie b(S) = O(c(5)) dla wielokatéw prostych S o tej wlasnosci, ze kazdy
punkt wielokata .S widoczny jest wewnatrz S z pewnego ustalonego odcinka, i postawili hipoteze,
ze zachodzi ono dla wszystkich wielokatéw prostych S. Gtéwnym naszym wynikiem w pracy
[B10] jest twierdzenie jeszcze ogdlniejsze — ze wszystkie jednospéjne zbiory S, dla ktérych b(S)
ma sens, spelniaja ograniczenie b(S) = O(c(S)). W jego dowodzie konstruujemy podwdjne
pokrycie zbioru S przez zbiory o tej wlasnoéci, ze kazdy odcinek wewnatrz S zawiera sie w co
najmniej jednym z nich oraz ze dla kazdego z tych zbioréw z osobna potrafimy udowodnié¢
ograniczenie b(S) = O(c(S5)), uogdlniajac metode z pracy [14]. Ponadto rozwazamy indeksy
wypuklodci wyzszego rzedu — prawdopodobienistwa by(S), ze wypukla otoczka d + 1 losowych
punktéw zbioru S w caloéci zawiera sie w S, dla d > 2. Dla zbioréw S C R? dowodzimy, ze
ba(S) = O4(c(S)), w oparciu o twierdzenie Hausslera-Welzla o e-sieciach [47]. Dowodzimy takze,

ze ograniczenie to jest optymalne z doktadnoscia do czynnika logarytmicznego.
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5.7. Wymiar porzqdkéw o rzadkich grafach pokrycé.

[B11] Gwenaél Joret, Piotr Micek, Kevin G. Milans, William T. Trotter, Bartosz Walczak,
Ruidong Wang,
Tree-width and dimension,
Combinatorica 36 (4), 431-450, 2016.

W pracy [B11] dowodzimy, ze wymiar porzadéw o wysokosci h, ktérych grafy pokryé maja
szeroko$¢ drzewowa k, jest ograniczony wzgledem h i k. Kontekst tego wyniku oraz wynikajacy
z niego dalszy postep w badaniach zostaly oméwione w sekcji 4.3. W szczegdlnosci w pracy [B11]
postawiliSmy jako hipoteze stabsza postaé twierdzenia 9 (dla zabronionych minoréw zamiast
minoréw topologicznych) udowodnionego pdzniej w pracy [A5].

5.8. Przecinajgce sie wektory.

[B12] Michal Lason, Piotr Micek, Noah Streib, William T. Trotter, Bartosz Walczak,
An extremal problem on crossing vectors,
Journal of Combinatorial Theory, Series A 128, 41-55, 2014.

Dwa wektory x,y € Z" si¢ k-przecinajq, jezeli istnieja wspdlrzedne 4,5 € {1,...,w}, takie ze
x; —y; = k oraz y; — x; > k. Praca [B12] po$wiecona jest nastepujacemu problemowi: jaka jest
maksymalna liczba wektorow w Z%, wérdd ktérych kazde dwa sie 1-przecinaja, ale zadne dwa
sie nie k-przecinaja? Problem ten wywodzi sie z nastepujacego pytania w kombinatoryce porzad-
kéw: jaka jest maksymalna szerokos$é kraty maksymalnych (w sensie licznosci) antylancuchéw
w skoriczonym porzadku (k + k)-wolnym o szerokosci w? Felsner, Krawczyk i Micek postawili
hipoteze, ze odpowiedz wynosi ! na pierwsze (patrz [B12, hipoteza 1]) i (k — 1)“~! na dru-
gie pytanie (patrz [B12, hipoteza 5]). Nietrudno jest zauwazy¢, ze dowolne ograniczenie gérne
postaci f(k,w) w pierwszym problemie prowadzi do ograniczenia gérnego postaci f(k — 1, w)
w drugim problemie (patrz [B12, propozycja 4]). Hipoteza jest trywialnie spelniona dla w =1
i tatwo spelniona dla w = 2. W pracy [B12] udowadniamy hipoteze dla w = 3 za pomoca dosé
zlozonego argumentu przeliczeniowego. Ponadto dla pierwszego problemu podajemy ogdélne ogra-
niczenie gorne postaci min{k® — k*(k — 1) =2, [9]k* "1} (dla w > 4) oraz przedstawiamy kilka
zasadniczo rézniacych sie konstrukeji, ktére $wiadcza o ograniczeniu dolnym k%=1,

5.9. Gry kombinatoryczne na grafach.

[B13] Piotr Micek, Bartosz Walczak,

A graph-grabbing game,

Combinatorics, Probability and Computing 20 (4), 623-629, 2011.
[B14] Piotr Micek, Bartosz Walczak,

Parity in graph sharing games,

Discrete Mathematics 312 (10), 1788-1795, 2012.
[B15] Adam Gagol, Piotr Micek, Bartosz Walczak,

Graph sharing game and the structure of weighted graphs with a forbidden subdivision,
Journal of Graph Theory, praca w druku, 29 stron, DOIL: 10.1002/jgt.22045.

W pracach [B13, B14] wprowadzamy gry kombinatoryczne na grafach zwane graph sharing
games, niezaleznie zaproponowane réwniez przez Cibulke i innych [21]. Dwoje graczy, Ala i Bob,
dysponujac spojnym grafem G o nieujemnych wagach przypisanych wierzchotkom, zabiera
z grafu G na zmiang¢ po jednym wierzchotku i gromadzi ich wagi. Zaleznie od wariantu gry
(zwanego grqg T lub grg R) gracze musza zachowywaé spdjnosé czesci zabranej z grafu (w grze T')
lub pozostajacej w grafie (w grze R). Gracze oboje staraja si¢ zmaksymalizowaé laczna wage

wierzchotkow zgromadzonych przez nich w momencie zakonczenia gry, gdy wszystkie wierzchotki
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zostaly zabrane. Specjalnym przypadkiem tych gier na grafach G bedacych cyklami jest ,,problem
pizzy” Winklera, dla ktérego Cibulka i inni [20] oraz niezaleznie Knauer, Micek i Ueckerdt [66]
udowodnili, ze Ala moze sobie zawsze zapewnic¢ % tacznej wagi, i wynik ten jest najlepszy mozliwy.

Prace [B13, B14, B15] poruszaja nastepujacy ogélny problem: przy ustalonej klasie graféw
sp6jnych G jaki maksymalny utamek p(9) lacznej wagi moze sobie zapewni¢ Ala w grze T lub
w grze R na dowolnym grafie G € § z dowolnym rozmieszczeniem wag? Powyzszy wynik z prac
[20, 66] oznacza, ze p(C) = % dla klasy € wszystkich cykli. Warto$¢ p(9), a w szczegdlnosci to, czy
p(9) > 0, okazuje si¢ w duzym stopniu zaleze¢ od parzystosci liczby wierzchotkéw (w skrécie —
parzystosci) graféw w klasie § oraz od strukturalnych wlasnosci graféw w klasie .

Praca [B13] dotyczy gry R. W grze tej Ala nie moze sobie zapewnié¢ dodatniego wyniku nawet
na tak prostym grafie, jakim jest 3-wierzchotkowa Sciezka (ogdlniej — kazda $ciezka o nieparzyScie
wielu wierzcholkach) z cala waga posrodku. W pracy [B13] dowodzimy, ze p(Teven) > 1 dla
klasy Teven parzystych drzew oraz p(Seven) = % dla klasy Seven parzystych podpodzialéw gwiazd.
Ponadto stawiamy hipoteze, ze p(Teven) = %, udowodniong poézniej przez Seacrest i Seacresta
[92], oraz wskazujemy prosta rodzine G parzystych spdjnych graféw, dla ktérej p(G) = 0.

Prace [B14, B15] dotycza gry T. W pracy [B14] dowodzimy, ze % < p(Toda) < % dla klasy Toqq
nieparzystych drzew, oraz wskazujemy proste rodziny G parzystych drzew oraz nieparzystych
spojnych graféw, dla ktérych p(§) = 0. W pracy [B15] dowodzimy, ze p(Gly4) > 0 dlan € N, gdzie
Go4q Jest klasg nieparzystych spéjnych graféw niezawierajacych K, jako minoru topologicznego.
Cibulka i inni [21] wykazali, ze wyniku tego nie da sie uogdlni¢ do klas graféw o ograniczonej
ekspansji. Dowéd w pracy [B15] laczy metode z pracy [B14] z nowym wynikiem strukturalnym
[B15, twierdzenie 1.2], ktéry méwi z grubsza, ze kazdy spdjny wazony graf G niezawierajacy K,
jako minoru topologicznego ma ,spéjny separator” lub wyglada ,podobnie do cyklu”?’.

Dla gry T'i gry R Cibulka i inni [21] wskazali wigcej przykladéw rodzin G, dla ktérych p(G) = 0
(w szczegblnosci rodziny graféw o dowolnie wysokiej spéjnoscei). Udowodnili takze, ze problem
okreélenia zwyciezcy w grze R na ogélnych grafach spéjnych jest PSPACE-zupelny.
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