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History-dependent nonlinear inclusions and
variational-hemivariational inequalities with applications to
contact mechanics

autorstwa panl magister Justyny Ogorzaly

Pani magister Justyna Ogorzaly w przedstawionej rozprawie doktorskiej stosuje techniki
nieliniowych nieréwnosci hemiwariacyjnych oraz nieliniowych inkluzji rézniczkowych
do analizy zagadnieni brzegowo-poczatkowych w mechanice o$rodkéw niesprezystych.
Autorka rozprawy zaklada, ze brzeg rozwazanego oérodka sklada sie z trzech czesci.
Pierwsza z nich (T';) jest na stale zamocowana (jednorodny warunek brzegowy typu
Dirichleta), na drugiej czesci brzegu (I'y) zadane sg sily dziatajace na rozwazany mate-
rial (warunek brzegowy typu Neumanna), a trzecia czesé (T'3) opisuje kontakt o$rodka
7z podlozem. Warunki kontaktu rozwazane w rozprawie sa w postaci zadanej rela-
cji pomiedzy naprezeniem i predkoscia przemieszczenia. Autorka oddzielnie rozwaza
warunki opisujace sktadowa normalng wektora naprezenia na I's (warunki deformacji
podioza) i warunki na sktadows styczna wektora naprezenia (warunki tarcia). Podsta-
wowg trudnoscia techniczng wystepujaca w tego typu zagadnieniach jest zapewnienie
odpowiedniej regularnosci wektora predkosci przemieszczenia tak aby $lad tego wektora,
na brzegu I's byt dobrze okreslony.

W rozprawie rozwaza si¢ 4 rézne zagadnienia. Jedno quasistatyczne i trzy dyna-
miczne. Zagadnienia dynamiczne roznia sie miedzy soba warunkami kontaktu. W
kazdym rozwazanym zagadnieniu metoda postepowania jest podobna tzn. polega na
sprowadzeniu problemu poczatkowo-brzegowego do pewnej abstrakcyjnej nieréwnoéci
wariacyjnej lub hemivariacyjnej, ktorej rozwiagzywalnos$é zostata juz zbadana wezesniej.
Wyniki uzyskane przy analizie zagadnieri dynamicznych zawarte w rozprawie zostaly juz
opublikowane w dobrych czasopismach (JMAA, JE, MMS) natomiast cze$é rozprawy
dotyczaca zagadnienia quasistatycznego jest (zgodnie z deklaracja zawarta w rozpra-
wie) przygotowywana do druku. Cala rozprawa sklada sie ze wstepu i 4 rozdzialéw.
We wstepie omoéwiono stan literatury dotyczacej tematyki rozprawy oraz przedstawiono
krétko zawartos$é rozprawy. Moim zdaniem, zbyt lakonicznie podkreslono istotny wkiad



autorki w rozwdj teorii zagadnieri kontaktowych mechaniki osrodka niesprezystego.
Przechodzg teraz do omdwienia zawartosci poszczegdlnych rozdzialéw rozprawy.

Rozdziat pierwszy zawiera podstawowe definicje i fakty wykorzystywane w rozprawie.
Wprowadzono definicje typu operatora zaleznego od historii argumentu. Operatory
tego typu odgrywaja w rozprawie kluczows role.

Rozdziat drugi jest najwazniejszym w rozprawie rozdzialem. Zawiera twierdzenia o
rozwiazywalnosci i o stabilnosci abstrakeyjnych nieréwnoéci wariacyjnych lub hemiwa-
riacyjnych oraz pewnych nieliniowych inkluzji rézniczkowych. Rozdzial ten sktada sie z
trzech podrozdzialéw. Pierwszy z nich przedstawia analize problemu quasistatycznego
postaci: V, X refleksywne 1 osrodkowe przestrzenie Banacha,

znalez¢ funkcje u € L*(V') taka, ze u(t) € K (K C V zwarty i domkniety) oraz

(At u(t), v — u(t)) + p(u(t), v) — p(u(t), u(t))
+J0(t, Mu(t); M(v = u(t)) = (f(t),v — u(t))

dla wszystkich v € K oraz prawie wszystkich ¢ € (0,T). Operator A jest funkcja Cara-
theodory’ego o wartosciach w V*, §cidle monotoniczng i koercytywns oraz spetniajaca
co najwyzej liniowy warunek wzrostu wzgledem drugiej zmiennej. J jest uogélniong
pochodnag kierunkowa w sensie Clarke’a funkcjonatu J : (0,7) x X — R. J jest mie-
rzalny wzgledem pierwszej zmiennej, lokalnie lipszicowski wzgledem drugiej zmiennej
oraz uogolniony gradient spetnia co najwyzej liniowy warunek wzrostu. ¢ : K x K — R
jest funkcja wypukla i pélciagla dolnie wzgledem drugiej zmiennej spetniajaca

v

p(u1,v2) — @(u1,v1) + p(ug, v1) — ©(ug, v2) < apllur — usll|jvr — va|

dla dowolnych wi,us,v1,v2 € K. Warunek ten narzuca co najwyzej liniowy wazrost
¢ przy ustalonej jednej zmiennej. Ponadto M : V — X jest liniowym operatorem
zwartym i f jest zadang funkcja. Gléwny wynik tego podrozdziatlu to jednoznaczna
rowigzywalno$¢ rozwazanego zagadnienia przy pewnych dodatkowych, (moim zdaniem)
technicznych zalozeniach na dane. Gléwna idea dowodu to zamrozenie czasu i sko-
rzystanie z istniejacego juz w literaturze twierdzenia przy ustalonym czasie. Zostalo
sprawdzi¢, ze tak zdefiniowana funkcja czasu jest odpowiednio regularna co wcale nie
bylo trywialna czescia dowodu. Podrozdziat ten zawiera jeszcze jeden wynik, w ktérym
zamiast funkcji ¢ wystepuje funkcja ¢ zalezna od trzech zmiennych, spleciona w pierw-
szej zmiennej z operatorem S typu operatora zaleznego od historii. Ponadto ¢ spehia
podobne zalozenia do ¢. Twierdzenie o jednoznacznej rozwigzywalnoéci nowego pro-
blemu uzyskano technika, ktoéra jest charakterystyczna dla tej rozprawy tzn. zamrozono
wartos¢ operatora S i stosujac poprzedni wynik uzyskano operator n — Su,,. Pozostato
pokazaé, ze operator ten ma doktadnie jeden punkt stalty. To sie udaje dzieki wlasnosci
operatora typu zaleznego od historii.

Drugi podrozdzial rozwaza abstrakcyjne inkluzje rézniczkowe pierwszego rzedu postaci:

w(t) + At u(t)) + (Su)(t) + F(t, (Ru)(t), u(t)) > £(t)



dla prawie wszystkich ¢ € (0,T) oraz u(0) = vy. Operator A spelia podobne zalozenia
jak w poprzednim podrozdziale tylko ciagloé¢ wzgledem drugiej zmiennej zastapiono
hemiciagloscia. Nieniliowa i wielowartoéciowa funkcja F' jest mierzalna wzgledem pierw-
szej zmiennej 1 pélciaglta gérnie wagledem pozostatych zmiennych. Ponadto F wzgledem
istotnych zmiennych spetnia co najwyzej liniowy warunek wzrostu oraz pewna uogélniona
nieréwnos¢ typu monotonicznego. Ponadto S, R to operatory typu operatora zaleznego
od historii argumentu. Jednoznaczng rozwiazywalnoéé takiego typu inkluzji uzyskano
stosujac metode podobna do opisanej wyzej tzn. zamrozono wartoéci operatoréw S, R i
uzyskano inkluzje rézniczkows, do ktérej mozna juz bylo zastosowaé istnicjace w litera-
turze narzedzie. Nastepnie wykazano, ze powstaly w ten sposéb operator ma dokladnie
jeden punkt staty. Podrozdzial drugi zamyka wynik o stabilnoéci rozwazanych inklu-
zji. Zatozono, ze rozwazamy jednoparametrows rodzine rozwazanych powyzej inkluzji,
gdzie zmieniaja sie operatory A,, S,, R,, funkcje f, oraz vg,. Zalozono, ze istnieja
operatory graniczne A, S, R spelniajace zalozenia jak w poprzednio rozwazanej inkluzji
takie, ze ciagi A,, S,, R, zbiegaja do swoich granic “punktowo”. Ponadto zalozono, ze
fo zbiega w L*(V*) do f iwvg, w V do vy. Udowodniono, ze ciag rozwiazan u, zbiega do
wiasciwej granicy w L?(V') oraz C(0,T; L*(f2)). Kazdy czytelnik od razu zauwazy brak
analizy zmieniajacych sie¢ odwzorowan F, co jest istotne z punktu widzenia zastosowan
tego typu inkluzji.

Ostatni podrozdzial rozdziatu drugiego to analiza hemivariacyjnych nieréwnoéci pierw-
szego rzedu z operatorami typu zaleznego od historii argumentu. Rozwazana jest
nieréwno$¢ postaci:

(0 () + At u(®)) + (Su)(t), v — u(t)) + p((Raw) (), Mv) — p((Ryw)(2), Mu(t))
(8, Mu(t); M(v — u(t))) = (f(2), v — u(t))

dla wszystkich v € K oraz prawie wszystkich ¢t € (0,T) oraz u(0) = vg. Zalozenia na
A sg podobne do poprzednich. Podobnie jest z zatozeniami na J i ¢. Nowoscia jest
operator typu operatora zaleznego od historii argumentu oraz operator M generujacy
operator zwarty z L?(V) do L?(X) ztozone z ¢. Technika dowodu jest znowu podobna.
Zamraza sie argumenty operatoréw S, R; i doprowadza do zastosowania twierdzenia
o punkcie stalym. Tym razem jednak kroki dowodowe sg juz bardziej zaawansowane i
wymagaly od autorki rozprawy pomystowosci.

Podsumowujac rozdzial drugi (najwazniejszy w rozprawie) narzuca sie nastepujaca opi-
nia: dlaczego autorka trzyma sie jednej metody, ktéra wymusza (moim zdaniem) bar-
dzo silne zalozenia na nieliniowosci wystepujace w rozwazanych zagadnieniach. Jestem
przekonany, ze przy tak mocnych zatozeniach pracujg tez inne metody, ktére mogltyby
pomoéce w pozbyciu sie niektérych warunkéw wzrostu.

Rozdzial trzeci zawiera elementy modelowania zagadnien kontaktowych w mechanice
oérodka niesprezystego. Oméwiono doktadnie warunki brzegowe na I's w postaci relacji
wektor naprezenia a wektor przemieszczenia znane z literatury. Nastepnie autorka pisze,
ze w rozprawie zajmie sie relacja wektor naprezenia a wektor predkosci przemieszczenia
zastepujac w porzedniej relacji u na u'. Szkoda, ze nie pojawia si¢ zaden komentarz
wyjaéniajacy mechaniczny sens takich witaénie relacji.



Rozdzial czwarty zawiera matematyczna analize kilku zagadnien kontaktowych z mecha-
niki osrodkéw niesprezystych. Cecha wspélna wszystkich tych zastosowan jest relacja
konstytutywna postaci

o =KV L B 4 GNE

(oznaczenia nie sa z rozprawy) gdzie 0%V jest czescia naprezenia zadana relacja Kelvina-
Voigta, o jest sprezysta czescia relacji konstytutywnej (uogélnione prawo Hooke’a)
oraz oVF jest typows czeicia niesprezysta relacji konstytutywnej. Zaskakujaca dla mnie
jest kluczowa rola o®V w calej rozprawie tzn. operator zadajacy ta relacje jest domi-
nujacy w rozprawie, a nie operator zadajacy relacje sprezysta. Czesé V¥ zmienia, sie
w rozprawie. Plerwsze zagadnienia sa zwiazane z nieliniows relacja zadana przez glo-
balnie liszicowska nieliniowos¢ natomiast ostatnie problemy zawieraja liniowa relacje
zadajaca oVF. We wszystkich rozwazanych zagadnieniach postepowanie autorki jest
podobne tzn. sprowadza sie caly problem do jednego z wezesniej zbadanych zagadnien
abstrakcyjnych i stosuje gotowe narzedzie. Nalezy jednak podkreslié, ze sprawdzenie
wszystkich zatozen potrzebnych do wykorzystania abstracyjnego problemu wymagalo od
autorki rozprawy wiele pracy i pomystowosci. Nie bede dokladnie analizowal wszystkich
rozwazanych probleméw gdyz wydtuzyloby to znacznie moja i tak juz obszerna recenzje.
Chciatbym tylko podkreslié ponownie, ze ze wzgedu na dosyé silne zalozenia stawiane
nieliniowoéciom wystepujacym w problemach abstrakcyjnych, zalozenia na nieliniowosci
w zagadnieniach kontaktowych mechaniki o§rodka niesprezystego sa takze bardzo silne
(globalna lipszicowskos¢ lub co najwyzej liniowe warunki wzrostu).

Cata rozprawa doktorska jest napisana na dobrym poziomie. Uklad rozdzialéw jest
czytelny i uzyte techniki dowodowe $wiadcza o dobrym opanowaniu warsztatu anali-
tycznego 1 zrozumieniu wszystkich stosowanych narzedzi.

Podsumowujac uwazam, ze przedstawiona rozprawa doktorska

History-dependent nonlinear inclusions and variational-hemivariational in-
equalieties with applications to contact mechanics autorstwa pani magister Ju-
styny Ogorzaty

spelnia wszystkie ustawowe wymagania stawiane rozprawom doktorskim z matematyki
1 wnioskuje o dopuszczenie pani magister Justyny Ogorzaty do dalszych etapéw prze-
wodu doktorskiego.
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