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Nieliniowe inkluzje i nieré6wno$ci wariacyjno-hemiwariacyjne
z operatorami historii z zastosowaniami w mechanice kontaktowej

Streszczenie rozprawy doktorskiej

Teoria nier6wnosci wariacyjnych zostala zapoczatkowana pracami Signoriniego [3|, Fischery [2] oraz
Tinga [4] i jest pomocnym narzedziem w badaniu nieliniowych zagadnien mechaniki i fizyki. Jednak
ta teoria okazala sie byé niewystarczajaca, poniewaz nie mozna bylo podaé stabych sformulowan dla
zjawisk fizycznych opisanych za pomocs praw, ktore zawierajg niewypukte i niegtadkie funkcjonaty
energii. Ze wzgledu na to P. D. Panagiotopoulos wprowadzil pojecie nieréwnosci hemiwariacyjnej ja-
ko uogblnienie nieré6wnosci wariacyjnej. Podstawows, idea byto zastosowanie uogélnionej subrézniczki,
wprowadzonej przez Clarke’a w [1], dla klasy funkcji spelniajacych lokalny warunek Lipschitza. W ce-
lu zbadania niegtadkich wariacyjnych zagadnien z ograniczeniami jednostronnymi, rozszerzono teorie
nieréwnosci hemiwariacyjnych na specjalng klase nieréwnosci wariacyjno-hemiwariacyjnych, w ktérych
wystepuja zaréwno funkcjonaty wypukle jak i niewypukile. W rozprawie badamy nieliniowe inkluzje z
operatorami historii oraz nier6wnoéci wariacyjno-hemiwariacyjne z operatorami historii.

Rozprawa sklada sie z dwoch czesci. W pierwszej czesci badamy istnienie i jednoznacznosé roz-
wigzania abstrakcyjnej ewolucyjnej inkluzji pierwszego rzedu z operatorami historii oraz dwéch abstrak-
cyjnych nieréwnosci wariacyjno-hemiwariacyjnych z operatorami historii. Pierwsza z tych nieréwnosci
jest quasistatyczna a druga ewolucyjna pierwszego rzedu. Co wiecej, przedstawimy abstrakcyjny wynik,
ktory dotyczy ciaglej zaleznosci rozwiazania ewolucyjnej inkluzji pierwszego rzedu z operatorami histo-
rii od zaburzenia odpowiednich operatoréw i funkcji. W drugiej czesci rozprawy, zastosujemy uzyskane

abstrakcyjne wyniki do analizy czterech zagadnien kontaktowych.

e Quasistatyczne zagadnienie kontaktowe z tarciem dla materialéw sprezysto-lepkoplastycznych.
Zjawisko kontaktowe jest modelowane przez warunek z ograniczeniem jednostronnym, warunek
normalnej ttumionej odpowiedzi z pamiecig podloza, natomiast tarcie jest opisane przez uogél-

nione prawo Coulomba w postaci subrézniczki.

e Dynamiczne zagadnienie kontaktowe z tarciem dla ciata lepkosprezystego z dtuga pamiecia. Prawo
kontaktu jest opisane przez warunek normalnej zgodnosci uwzgledniajacy pamieé podloza, zas

tarcie przez uogélniony warunek Coulomba.

e Dynamiczne zagadnienie kontaktowe z prawami kontaktu i tarcia modelowanymi przez potencjaly

wypuktle i niewypukte.

e Dynamiczne zagadnienie kontaktowe z warunkiem normalnej zgodnosci uwzgledniajacym efekty

sztywnosci 1 pamieci podtoza i warunkiem Coulomba.

Rozprawa rozszerza istniejace wyniki dotyczace zagadnieri z operatorami historii oraz stanowi nowy
wklad do matematycznej teorii mechaniki kontaktowej. Rozprawa zawiera nowe zagadnienia kontak-

towe z operatorami historii. Ponadto, w modelach rozwazamy rézne warunki brzegowe i prawa tarcia,



ktore zawieraja wypukle i niewypukle funkcjonaty. Nowoscig w rozprawie jest takze specjalna struk-
tura inkluzji i nieréwnosci, ktére stosujemy do analizy zagadnieri kontaktowych. W pracy pokazemy,
w jaki spos6b rozwazane zagadnienia kontaktowe prowadza do nowego typu inkluzji i nieréwnosci oraz

jak zastosowaé uzyskane abstrakcyjne wyniki do analizy zagadniei kontaktowych.
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The theory of variational inequalities has its origin in the works of Signorini [3|, Fichera [2] and Ting
[4] and it is a useful tool in the study of nonlinear problems of physics and mechanics. However,
this theory turned out to be insufficient because it was impossible to give variational formulations of
mechanical problems with nonconvex and nonsmooth energy functionals. For this reason, in 1980s, P.
D. Panagiotopoulos introduced a notion of hemivariational inequality as a generalization of variational
inequalities. This notion is based on the generalized subdifferential, initiated by Clarke in [1] for a
class of locally Lipschitz functions. In order to study of e.g. nonsmooth variational problems with
constrains, the theory of hemivariational inequalities was extended to a special class of variational-
hemivariational inequalities where both convex and nonconvex functions occur. In the thesis we study
nonlinear inclusions with history-dependent operators and variational-hemivariational inequalities with
history-dependent operators.

The thesis consists of two parts. In the first part, we investigate an existance and uniqueness of
solution of abstract evolutionary inclusion of first order with history-dependent operators and two abs-
tract variational-hemivariational inequalities with history-dependent operators, wherein one of these
inequalities is quasistatic and the second one is evolutionary. Furthermore, we present an abstract result
which states the continuous dependence of the solution of history-dependent evolutionary inclusion of
first order with respect to the data. Whereas, in the second part of the thesis we present applications of
the abstract results into the analysis of four contact problems. Namely, we study a quasistatic frictional
contact problem in which the material behavior is modelled with an elastic-viscoplatic constitutive law.
The contact is modelled with unilateral constraint, normal damped response and memory term. In this
model, the friction is given by the generalized Coulomb law of dry friction which has a subdifferential
form. Next, we consider a mathematical model which describes the frictional contact between a visco-
elastic body and a foundation. In this case we assume that the process is dynamic and the behaviour of
the material is expressed by a viscoelastic constitutive law with long memory. The contact is modelled
by the condition with normal compliance and memory effect of the foundation. On the other hand,
the friction is described by a general version of Coulomb’s law of dry friction. Finally, we consider
two dynamical contact problems in which the behaviour of the material is modelled by a viscoelastic
constitutive law with long memory. In one of these models the contact condition and friction law are
described by multivalued conditions which contain the convex and nonconvex potentials. In the second
model the contact condition is modelled by normal compliance condition with the stiffness coeflicient
and the memory term. Moreover, the friction law is given by the Coulomb law of dry friction.

The thesis extends the existing results, which concern the problems with history-dependent



operators, and provides a new contribution to the mathematical theory of contact mechanics. The
first trait of novelty of the thesis lies in the fact that it includes the new contact problems with the
operators of history type. Moreover, our models take into account different boundary conditions and
friction laws in which convex and nonconvex potentials occur. The second novelty in the thesis relates
to the structure of the inclusion and the inequalities which are used in the analysis of contact problems.
In the thesis we show how the considered contact models lead to new type of inclusions and variational-
hemivariational inequalities. On the other hand, we show how obtained abstract results can be used

to investigate the contact problems.
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