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1 Problematyka i zawartos¢ pracy

Tematyka rozprawy Rachunek-\ oraz logika kombinatoryczna stanowig szeroko badane w liter-
aturze formaty, w ktérych mozna reprezentowaé dowody w systemach logicznych, a takze — na mocy
izomorfizmu Curry’ego-Howarda — programy w jezykach programowania. Stanowig one formalizmy,
w ktorych analizowane sg zagadnienia zwigzane z obliczalnodcig, bez odrywania ich od jezykowej
reprezentacji. ObecnoS¢ jej stanowi o istotnej réznicy migdzy tymi modelami, a modelami opartymi
na maszynach Turinga czy réznego rodzaju automatach, i pozwala na bardziej precyzyjne ujmowanie
niektérych nivanséw zwigzanych z procesem tworzenia oprogramowania.

Przedstawiona do oceny praca skupia si¢ na analizie wiasnosci ilo§ciowych réznych klas terméw
we wspomnianych formalizmach i podaje asymptotyczne ich charakteryzacje, okre§lajace, jak za-
chowuje si¢ w granicy proporcja terméw o danej wlasnosci do liczby wszystkich terméw (lub terméw
o innej wilasnosci).

W niektérych wspéiczesnych zastosowaniach informatyki czesto rozwiazanie, ktére oblicza do-
ktadny wynik, nie zawsze jest mozliwe do zastosowania ze wzgledu na duzy czas oczekiwania na
rezultat. Dlatego w praktyce nierzadko przyjmuje si¢ rozwiazania, ktére daja dobry wynik z duzym
prawdopodobiefistwem. Tworzenie tego typu algorytméw i ich analiza sa mozliwe dzigki analizie
wilasnosci ilo§ciowych przestrzeni terméw.

Inne potencjalne zastosowanie polega na generowaniu elementéw okreslonego zbioru z okreslo-
nym rozktadem. Tego typu generowanie elementéw jest potrzebne, gdy checemy zdoby¢ statystyczny
argument dotyczacy jakiego$ zjawiska. Korficowy wynik w takich zastosowaniach moze by¢ obliczony
jedynie jesli znany jest rozktad prawdopodobiefistwa wejéciowej zmiennej losowe;.

W przedstawionej rozprawie jako giéwne zastosowanie przedstawionych metod podana jest mo-
zliwo§¢ uzycia ich w systemach automatycznie generujacych przypadki testowe, ktére sa termami
jezykéw programowania. Zastosowanie to jest mozliwe dzigki temu, ze, jak nadmienilem wcze$niej,
model obliczeniowy osadzony jest w reprezentacji jezykowej. Warto tutaj jeszcze nadmienié, ze cho-
ciaz wyniki przedstawione w rozprawie znajduja bezposrednie zastosowanie przy generowaniu pro-
graméw w jezykach funkcyjnych, to w kregu najpopularniejszych jezykéw programowania (Java,
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C++, C#) roénie zainteresowanie wlaczaniem do zestawu dostgpnych tam konstrukcji rozwiazaf
znanych z programowania funkcyjnego, wigc uzyskane tu wyniki maja takze potencjat znalezienia
zastosowania w ich kontekscie.

Tre$¢ rozprawy Praca sktada si¢ z szeSciu rozdzialéw. Pierwszy rozdzial zawiera wprowadzenie
do zagadnien studiowanych w tekscie, przedstawia kontekst tych zagadnien ze szczegélnym uwzgled-
nieniem podobnych badani na gruncie logiki klasycznej, ale przede wszystkim na gruncie rachunkéw
lambda. W rozdziale drugim ustalana jest notacja oraz podawane sa znane z literatury klasyczne
wyniki dotyczace rachunku-A z typami prostymi, analizy funkcji generujacych ciggéw, a takze préb-
kowania boltzmanowskiego. Dalsze rozdzialy skupiaja si¢ na przedstawieniu oryginalnych wynikéw
rozZprawy.

W rozdziale trzecim badane sg wiasnosdci rachunku-)\ zadanego w formacie notacji de Bruijna.
Mamy tutaj do czynienia z szeregiem prostych obserwacji, ktdre jednak sg bardzo ciekawe i wartos-
ciowe. Mozna je podzieli¢ na kilka grup tematycznych. Pierwsza z nich dotyczy sytuacji, gdy
poszczegdlnym symbolom jezyka mozna przypisaé rézne wagi.

o Pierwsza dokonana tutaj jest obserwacja, ze klasa terméw zawierajaca ustalony term jako pod-
term jest asymptotycznie réwnowazna klasie wszystkich terméw. To spostrzezenie stanowi
syntaktyczne kryterium, dzigki ktéremu udaje si¢ pokazaé, iz klasa terméw, ktdre nie sg sil-
nie normalizowalne, jest asymptotycznie réwnowazna klasie wszystkich terméw, podobnie dla
klasy terméw nietypowalnych.

e Drugim ciekawym wynikiem jest obserwacja, iz Srednia warto§é indeksu de Bruijna wéréd
terméw o rozmiarze n zmierza przy n dgzacym do nieskoficzonosci do statej liczby.

e Trzeci wynik — podany jedynie jako informacja w twierdzeniu 3.7 — kontrastuje asymptoty-
czng réwnowazno$¢ zbioru terméw, ktére nie sg silnie normalizowalne oraz zbioru wszystkich
terméw z brakiem takiej réwnowaznosci dla zbioru terméw, ktére nie s3 normalizowalne.

Kilka ciekawych wynikéw podano tez przy zatozeniu, ze poszczegdlne symbole maja wage 1 (tzw.
model z rozmiarem naturalnym).

e Pierwsza z nich to obserwacja, ze termy rachunku-\ sa w zachowujacej rozmiar bijekcji z drze-
wami czarno-biatymi unikajacymi wzoréw z pewnego okre§lonego, znanego z literatury ze-
stawu.

e Druga to fakt, ze termy rachunku-\ w postaci normalnej sa w zachowujacej rozmiar bijekcji
z drzewami Motzkina. Ta bijekcja pozwala na skorzystanie z wczedniej znanego z literatury
generatora losowych drzew okre§lonego rozmiaru.

o Trzecia to okreSlenie gestosci terméw w glowowej postaci normalnej w zbiorze wszystkich
termoéw.

Rozdziat trzeci koficzy sig¢ prezentacja generatoréw losowych terméw okre§lonego rozmiaru, dla ter-
méw:

e zamknigtych i typowalnych,

e zamknigtych,
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e zamknietych, h-plytkich (tzn. takich, ktére zapisane w notacji de Bruijna korzystajg z co na-
jwyzej h indekséw de Bruijna).

Rozdzial czwarty rozprawy zawiera opis algorytmu, ktéry dla zadanego n wyznacza pewng gra-
matyke R,,. Gramatyka taka generuje wyrazenia zbudowane z kombinatoréw S i K, ktére redukuja
si¢ do postaci normalnej w n krokach. W rozdziale przedstawiony jest dowdd catkowitej poprawnosci
wspomnianego algorytmu, a takze podane jest oszacowanie rozmiaru uzyskanej gramatyki. Przepro-
wadzenie potrzebnych rachunkéw wymagato duzej wyobraZni algebraicznej polaczonej z umiejgtnos-
cig wykorzystania wspodtczesnych systeméw automatyzujacych obliczenia analityczne.

Rozdziat piaty rozprawy przedstawia wyniki ilodciowe dotyczace logiki kombinatorycznej. Za-
czyna sie od obserwacji podobnych do poczatkowych obserwacji rozdziatu trzeciego:

e Dla dowolnego niepustego zbioru A4 wyrazed o kombinatorach bazowych ze zbioru L zam-
knigtego na naddrzewa zbidr A jest asymptotycznie réwnowazny zbiorowi wszystkich wyrazen
kombinatorowych ztozonych z kombinatoréw bazowych L.

o Asymptotyczna réwnowaznoéé zbioru terméw, ktére nie sa silnie normalizowalne oraz zbioru
wszystkich terméw, kontrastuje z brakiem takiej réwnowaznosci dla zbioru terméw, ktére nie
sa normalizowalne.

Dalsza czgé¢ rozdziatu po§wigcona jest oszacowaniom dotyczacym asymptotycznej gestoSci normal-
izowalnych wyrazed logiki kombinatorycznej. Autor pokazuje w pracy, ze obliczalna jest ggsto§é
wyrazef, ktére normalizuja w m krokach, Nastepnie, wylicza takie gestosci dla 7 pierwszych wartosci
m, dzigki czemu uzyskuje dolne oszacowanie na gesto$¢ wszystkich normalizowalnych wyrazed (na
poziomie ok. 34%). Szacowanie to jest uzupelnione przez wyniki eksperymentalne przeprowad-
zone na krakowskim superkomputerze Prometheus, ktére sugeruja, ze wlasciwa gestos¢ jest istotnie
wyzsza, bo na poziomie 85%.

Wreszcie w rozdziale sz6stym podane sa wnioski koficowe oraz przedstawiona zostata lista intere-
sujacych probleméw otwartych, jakie mozna bada¢ w dziedzinie zwigzanej z przedstawiong rozprawa.

2 Ocena

Wiedza teoretyczna Wykonanie badai przedstawionych w rozprawie wymagato polaczenia zna-
jomoécei czterech dziedzin: rachunku-), matematyki dyskretnej, rachunku prawdopodobieristwa oraz
analizy matematycznej. W tematyce, ktdrg ja si¢ zajmuje, polaczenie tych dziedzin w jednym opra-
cowaniu zdarza si¢ bardzo rzadko. W kazdej z tych czterech dziedzin uzyte techniki nie naleza do
najbardziej wyrafinowanych — w zasadzie zdolny student studiéw licencjackich informatyki o pro-
filu uniwersyteckim ma opanowane uzyte w rozprawie metody pochodzace z dziedzin matematyki
dyskretnej, rachunku prawdopodobiefistwa oraz analizy matematycznej. Zagadnienia z rachunku-A
tez nie wychodza poza podstawowy kurs tego tematu.

Taka ocena jednak nie umniejsza wartoci przedlozonej do oceny pracy. Badania iloSciowe nad
rachunkiem-\ i pokrewnymi formalizmami majg charakter pionierski i w zwiazku z tym prostymi
§rodkami daje sie uzyskaé daleko idace wyniki. Nalezy tez podkresli¢, ze kandydat w pracy wykazat
sig doglebng znajomoscia wynikéw wezesniej uzyskanych w tej dziedzinie.

A<



dr hab. Aleksy Schubert 4

Umiejetnoéé samodzielnego prowadzenia pracy naukowej Chociaz narzedzia, ktére sg uzywane
w tych badaniach, nie sa bardzo zaawansowane, to sposéb ich wykorzystania §wiadczy, ze autor
opanowal je na poziomie wysokiej sprawnosci. Nie watpig, ze w zasiggu reki autora sg réwniez
techniki bardziej zaawansowane 1 je§li zajdzie taka potrzeba, autor po nie siggnie. Zwlaszcza, ze
niektére z rozumowan zaprezentowanych w pracy sa bardzo skomplikowane, wyrafinowane i trudne.
Te obserwacje pozwalajg na stwierdzenie, iz warsztat metodologiczny autora jest na bardzo dobrym
poziomie, w zupelnosci pozwalajacym na samodzielne prowadzenie pracy naukowe;.

Druga waznga zdolnoscia samodzielnego naukowca jest umiejetnos$é zadawania wazkich i interesu-
Jjacych pytad. Autor w koficowym rozdziale rozprawy przedstawit szereg interesujacych probleméw
otwartych, ktdrych rozwigzania mozna byloby si¢ podjaé. Dodatkowo autor umiescit te problemy
w szerszym kontek$cie badani naukowych w dziedzinie rachunkéw-A i pokrewnych formalizméw.

Wspomniane dwie cechy wskazuja, ze kandydat osiagnat wystarczajacy poziom dojrzatosci i jest
gotowy do samodzielnego prowadzenia pracy naukowe;.

Uwagi merytoryczne Kandydat w swojej pracy nie ustrzegl si¢ pewnych mankamentéw. Problemy
te nie decyduja o zasadniczej wartodci pracy, ale ich pokonanie wydaje si¢ byto w zasiegu reki, wiec
szkoda, iz stosowne rozszerzenie nie zostato wykonane.

Autor przy konstruowaniu swoich sampleréw oraz w rozdziale trzecim skupiat si¢ na czysto im-
plikacyjnym fragmencie rachunku-A. Natomiast programy w jezykach funkcyjnych nie ograniczaja
si¢ tylko do konstrukcji zwiazanych z abstrakcja i aplikacja, ale obejmuja zwykle konstrukcje dla
produktu, czy sumy rozlacznej, albo bardziej ogélinie — dla algebraicznych typéw danych. Wybrany
do analizy fragment zapewne jest najtrudniejszy, ale moze dlatego warto byloby pokazaé petniejszy
obraz.

Drugie wazne uzupelnienie, ktérego brak troche doskwiera, przy czytaniu, to fakt, iz wyniki
eksperymentalne z sekcji 5.3.2 zostaly podane dla funkcji R;. Tymczasem dla tak niskiego indeksu
jest w zasiggu aparatu analitycznego bezpoSrednie wyznaczenie wzoru na R i wyznaczenie wzoru na
§. Spodziewalbym si¢ natomiast rozszerzonej analizy eksperymentalnej dla R, przy n wigkszych niz
1, pokazujacych czy dynamika zmiany btedu jest podobna jak dla Rj.

Dowdd twierdzenia 5.9 (oraz 3.7) zawiera konkretne oszacowania odpowiednio wigksze od zera
i mniejsze od jedno$ci na stosunek liczby term6éw normalizowalnych do wszystkich terméw. Warto
bytoby podaé te liczby w sformutowaniu twierdzenia. Co wigecej, wydaje sig, ze w zasiggu aparatu
analitycznego dostgpnego kandydatowi bytoby oszacowanie wynikajace z obserwacji, ze nie majg
wiasnoéci normalizacji wszystkie termy postaci w;w;, gdzie w; = Az. 2. .. 2.

i—razy

Uwagi redakcyjne Oprécz wspomnianych powyzej mankamentéw zwiazanych z zakresem prze-
prowadzonych badan znalaztem pewna liczbe potknieé natury redakcyjnej. Oto ich zestawienie.

» Bardzo pomaga w czytaniu, gdy definiowane pojecia s wyrdézniane kursywa. W pracy nie
zawsze stosuje sig te konwencje.

e Sposéb realizacji podstawienia w termach zapisywanych w notacji de Bruijna na stronie 21.
jest dosy¢ niejasny. W szczegdlnosci wstawianie termu M pod symbolem A moze wymagac
przemianowania niektérych zmiennych wolnych w M, a to w podanym przepisie nie zachodzi.

o Wyrazenie tranistive reflexive closure w przedostatnim wierszu strony 22. powinno by¢ raczej
zapisane za pomoca dywizu: tranistive-reflexive closure.

As
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o Stwierdzenie tuz przed definicja 2.52: able to implement K, powinno raczej mieé postaé unable
to implement K.

e W definicji 3.9 méwi si¢ o drzewach binarnych, ale tak naprawde chodzi o drzewa o arno$ci
< 2, co wynika z dalszej lektury sekcji oraz przyjrzenia sig¢ wynikom zamieszczonym w pracy
[BBJ13].

o Rysunki drzew podane w przykladzie 3.12 sa zaprezentowane z uzyciem pewnej konwencji,
ktéra nie zostala w pracy wyjasniona, a jest mocno nieoczywista dla osoby nie zajmujacej si¢
na co dziefi tematyka doktoratu. Bezpodrednie zastosowanie definicji funkeji LioBw dla termu
Q daje wedlug mnie wynik taki jak nastepujacym rysunku

X
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a ten rézni si¢ od tego, co jest zaprezentowane w przykiadzie poczawszy od nizszego wierz-
chotka etykietowanego na moim rysunku przez Az.xz.

Réwniez uzycie konwencji, w ktérej drzewa sa reprezentowane tak, iz ich korzef znajduje si¢
po lewej stronie, a kolejne pokolenia potomkéw sa rozwijane w prawo, powinno byé jawnie
wprowadzone.

e W sekcji 3.3.1 termin software verification wydaje si¢ by¢ uzyty na wyrost. Z testowaniem
bardziej kojarzy si¢ termin quality assurance, a software verification jest zwykle stosowane
w kontekscie metod gwarantujacych poprawne wykonanie programu w sposéb absolutny.

e We wzorze (3.38) warto bytoby jednak umiescié znak + przed symbolem pierwiastka, a nastep-
nie bardziej precyzyjnie wyjasnié, ze twierdzenie 2.18 jest uzywane do wyeliminowania roz-
wiazania z .

o Na stronie 40. w przedostatnim wierszu przed stowem able powinno by¢ stowo is.

¢ Definicja produkcji normalnej na stronie 42. wprowadza dosy¢ nieprzyjemny konflikt nazw
z postacig normalna terméw.

o Lukier syntaktyczny wprowadzony na samej gérze strony 43. jest niezgodny z intencjg. Za-
pewne chodzilo tam, zgodnie z konwencja ze strony 14., o

ks
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App (App (... (App X a_1)...) a_{m-1}) a_m

Przy analizie tekstu korzystatem wlasnie z tej definicji.

e Warto byloby, aby uzyte w pseudokodzie operacje byly jednak wyjasnione w tekécie. Wygod-
niej by si¢ czytalo, gdyby pojawily sig jednozdaniowe obja$nienia dotyczace dzialania funkcji
bibliotecznych nub, concatMap, cartesian oraz gdyby bylo wyjasnione jawnie, ze @
jest lukrem syntaktycznym dla konstruktora danych App.

s Relacja > wydaje si¢ by¢ zdefiniowana niezgodnie z intencjami, gdyz definicja ta nie zaktada
mozliwoécei syntaktycznego domknigcia na podwyrazenia. Tymczasem w tekscie wyraZnie ko-
rzysta si¢ z faktu, ze zachodzi C & C Ry, co bez wspomnianego domknigcia nie da si¢ wypro-
wadzié.

e Pewien klopot w czytaniu sprawia, iz wynik funkcji mesh, meshSet, rewritingSet
jest opisywany dopiero po podaniu kodu tych funkcji. W ten sposéb trudno czytajac zrozumied,
do czego prowadzi podawana definicja.

e Na stronie 49. w punkcie (iii) powinno byé K R,,_1C' zamiast K R,,_;C.

o W dowodzie stwierdzenia 4.10 autor uzywa daleko idacych skrétdw myslowych. Dowéd ten
jest prowadzony przez indukcje, gdzie rozstrzygalno$§é jednych przypadkéw redukuje sig do
rozstrzygalnosci innych, przy czym indukcyjny charakter dowodu powoduje, iz implicite defin-
iowana jest pewna procedura rekurencyjna. Jednak autor rezygnuje z podania jawnie calej pro-
cedury, w szczeg6lnosci z jawnego podawania, w ktérym miejscu uzyte jest wywotanie rekuren-
cyjne, a w ktérym zewngtrzna procedura. Prowadzi to do tego, ze pojawia sie w dowodzie
stwierdzenie R > 31 is decidable, ktbre jest raczej niefortunne, bo odnosi si¢ do rekurencyjnego
wywolania definiowanej w dowodzie procedury, a nie do rozstrzygalnosci blizej nieokre§lonej
procedury zewnetrznej §wiadczacej o rozstrzygalnodci jakiego$§ problemu. Tymczasem sama
postaé tego wyrazenia sugeruje odwrotnie. Zrédlem tych klopotéw jest dosy¢ niefortunne sfor-
mutowanie samego stwierdzenia z uzyciem pojecia rozstrzygalnodci.

o Wzory (4.23) i (4.25) sa nieprawidlowe. Na przyklad wzér (4.23) powinien wyglada¢ tak:
KXCai...qmn. To ten zapis przedstawia najdtuzsza K-EXPANSION dla Xaj ... oy, a nie
uzyty w pracy. Analogiczny problem wystgpuje z (4.25).

Nalezy podkreslié, iz praca jest napisana dosy¢ starannie, jezykiem angielskim, ktéry nie budzi
zadnych moich watpliwosci. Powyzsze niedociagnigcia redakcyjne nie decyduja o poprawnoSci uzys-
kanych wynikow.

3 Whnioski

Jak wynika z przeprowadzonego omdwienia, praca zawiera istotne i ciekawe wyniki, ktére zostaty
otrzymane dzieki zastosowaniu ciekawych pomystéw oraz przy uzyciu duzej wyobraZni rachunkowe;j
polaczonej z umiejetnoscia wykorzystania wspétczesnych systeméw automatyzujacych obliczenia al-
gebraiczne. Niewatpliwie rezultaty te sa oryginalne i §wiadczg o wysokiej sprawnosci i kulturze
matematycznej oraz o doglebnej wiedzy kandydata. Poprawno$§¢ rozumowan zostata przeze mnie
sprawdzona i tres¢ techniczna zrozumiana na tyle, iz nie mam watpliwosci, ze otrzymane wyniki
sq poprawne. Bez watpienia przedstawiony materiat §wiadczy o duzej dojrzaloSci naukowej osoby,

S
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ktéra go przygotowata. Dlatego moge stwierdzié, ze praca spelnia warunki stawiane rozprawom
doktorskim przez Ustawe o stopniach naukowych i tytule naukowym oraz o stopniach i tytule w za-
kresie sztuki 1 wnioskuje o dopuszczenie mgra Macieja Bendkowskiego do dalszych etapéw przewodu
doktorskiego.

arsgawa, 1 wrzesnia 2017
Alekdy Schubert



