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ILOSCIOWE ASPEKTY ORAZ GENEROWANIE LOSOWYCH TERMOW RACHUNKU
LAMBDA ORAZ TERMOW RACHUNKU KOMBINATOROW

W rozprawie prezentujemy ilo$ciows analize rachunku lambda w notacji de Bruijna
jak i rachunku kombinatoréw przy zatozeniu réznych baz kombinatoréw pierwotnych. Do-
wodzimy, iz oba modele obliczenn wykazujg tak zwang wlasnosé ustalonego podtermu — dla
dowolnego termu 7', asymptotycznie prawie wszystkie termy zawierajg T jako podterm.
W konsekwencji, oba modele wykazuja podobne wtasnosci iloéciowe w kontekscie nor-
malizacji czy typowalnosci — dowodzimy iz asymptotycznie prawie zaden term jest silnie
normalizowalny czy typowalny. Co wiecej, asymptotycznie prawie zaden normalizowalny
term jest jednoczesnie silnie normalizowalny.

W kontekscie rachunku lambda, badamy $rednia wage indeksu de Bruijna w ramach
ogélnego modelu rozmiaru zaproponowanego przez Gittenbergera oraz Golebiewskiego.
Wykazujemy, iz warto$¢ oczekiwana éredniej wagi indeksu de Bruijna, wraz z rozmiarem
terméw dazacym do nieskoriczonosci, dazy do stalej zaleznej tylko od przyjetej defini-
cjl rozmiaru. Nastepnie, skupiamy sie na tak zwanym naturalnym rozmiarze, w ramach
ktérego podajemy kilka wynikéw ilosciowych. Przykladowo, utozsamiamy cigg zliczajacy
odpowiadajacy tak zwanym termom neutralnym z ciggiem zliczajagcym odpowiadajgcym
tak zwanym drzewom Motzkina, podajac wzajemnie jednoznaczne bijekcje zachowujace
rozmiar rozwazanych struktur. Bazujac na algorytmie generujgcym losowe drzewa Motz-
kina autorstwa Bachera, Bodiniego oraz Jacquot, otrzymujemy algorytm generujacy jed-
nostajnie losowe termy neutralne o danym na wejsciu rozmiarze.

W kontekscie rachunku kombinatoréw, podajemy konstruktywna charakteryzacje kom-
binatoryczng normalizowalnych S K-kombinatoréw bazujaca na hierarchii jednoznacznych
gramatyk drzewowych. Stosujemy uzyskang charakteryzacje podajac algorytmiczng tech-
nike konstruowania zbior6w normalizowalnych kombinator6w o dodatniej asymptotycznej
gestosci w zbiorze wszystkich kombinatoréw. W konsekwencji, dowodzimy, iz asympto-
tyczna gestos¢ normalizowalnych kombinatoréw nie moze by¢ mniejsza niz 34%. Omawia-
my ograniczenia naszej metody oraz podajemy wyniki eksperymentéw komputerowych
sugerujgcych, iz asymptotyczna gesto$é normalizowalnych kombinatoréw wynosi w przy-
blizeniu 85%.

W koiicu, omawiamy metody efektywnego generowania losowych terméw lambda jak
i kombinatoréw, ze szczegélnym uwzglednieniem terméw domknietych oraz typowalnych.
Podajemy efektywne samplery Boltzmannowskie dla kilku klas interesujacych terméw,
w szczegblnosei terméw o tak zwanej ograniczonej plytkosci indekséw. Laczac modele
Boltzmannowskie oraz techniki programowania logicznego dostepne we wspélczesnych
implementacjach jezyka Prolog, podajemy schemat generowania domknietych oraz typo-
walnych terméw lambda, omawiajgc przy tym przeszkody uniemozliwiajgce generowanie
duzych domknietych i jednoczesnie typowalnych terméw lambda.
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QUANTITATIVE ASPECTS AND GENERATION OF RANDOM LAMBDA AND
COMBINATORY LOGIC TERMS

We present a quantitative analysis of A-calculus in the de Bruijn notation and com-
binatory logic under various combinator bases. Both classes of computational models
are shown to share the fixed subterm property — for an arbitrary fixed term 7', asymp-
totically almost all terms contain T as a subterm. In consequence, both models exhibit
similar quantitative properties with respect to normalisation and typeability. Specifically,
asymptotically almost no term is either strongly normalising or typeable. Furthermore,
asymptotically almost no normalising term is simultaneously strongly normalising.

In the context of A-calculus, we investigate the average de Bruijn index weight within
the general Gittenberger-Golebiewski size notion framework. We show that its mean
value tends to a constant as the term size tends to infinity. Moreover, we focus on the
so-called natura] size notion for which we state several quantitative results. For instance,
we identify the corresponding counting sequence of neutral A-terms with Motzkin trees
giving mutually inverse size-preserving translations. As a result, we obtain an exact-
size sampler for the former based on the exact-size sampler for Motzkin trees of Bacher,
Bodini and Jacquot.

Concerning combinator-specific results, we provide a complete syntactic characterisa-
tion of normalising S K-combinators by means of a constructive hierarchy of unambiguous
regular tree grammars. As an application, we present an algorithmic technique of finding
asymptotically significant fractions of normalising S K-combinators. Utilising our system-
atic approach, we show that the asymptotic density of normalising combinators cannot
be less than 34%. We discuss the limits of our method and, based on super-computer
experimental results, discuss the asymptotic density and average complexity of normal-
ising combinators, arguing that the asymptotic density of normalising combinators is
approximately equal to 85%.

Finally, we discuss the effective generation of random A-terms and combinators, focus-
ing on the set of closed and typeable A-terms. We provide effective Boltzmann samplers
for several classes of interesting A-terms including the restricted class of so-called closed
h-shallow A-terms, i.e. closed A-terms in which de Bruijn indices are bounded by k. Com-
bining Boltzmann models and logic programming techniques available in modern Prolog
systems, we give a sampling scheme for closed typeable A-terms and discuss the intriguing
challenges blocking effective sampling of large closed typeable A-terms.
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