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Recenzja
rozprawy doktorskiej pani mgr. Liliany Klimczak pt. “Nieliniowe zagadnienia
brzegowe typu Neumanna z operatorami typu p-Laplacea”

Recenzowana rozprawa doktorska, napisana pod kierunkiem pana dr. hab. Leszka
Gasinskiego, dotyczy twierdzen o istnieniu rozwiazan dla zagadnien quasiliniowych typu
eliptycznego, okreslonych na przestrzeniach typu Sobolewa, z zerowym warunkiem brzego-
wym typu Neumana. Zaprezentowane wyniki dotycza istnienia nietrywialnych rozwigzan
dla rozwazanego zagadnienia, oraz ich regularnosci, przy mozliwie ogdlnych warunkach
definiujacych réwnanie.

Rozprawa liczy 75 stron tekstu, napisanego drobnym drukiem i sklada si¢ merytorycznie
z czterech rozdzialéw, oraz z “Zakonczenia” i bibliografii. Czg$¢ wynikéw rozprawy zostata
juz opublikowana w postaci trzech arytkuléw o numeracji podanej zgodnie z bibliografia:

[24] L. Gasinski, L. Klimczak, N. S. Papageorgiou, Nonlinear noncoercive Neumann pro-
blems, Comm. Pure and Appl. Anal., 15 (2016), s. 1107-1123.

[38] L. Klimczak, Two constant sign solutions for a nonhomogeneous Neumann boundary
value problem, Ann. Univ. Paedagog. Crac. Stud. Math., 14 (2015), s. 47-62.

[39] L. Klimczak, Existence and multiplicity of solutions for a nonhomogeneous Neumann
boundary problem, Opuscula Math., 35 (2015), s. 889-905.

Rozprawa zawiera takze nowe wyniki, jeszcze nie opublikowane.
Rozdzial wstepny to opis tresci rozprawy. Jest on ciekawy i rzeczowy.

Rozdziat drugi zawiera pojecia wstepne z zakresu analizy funkcjonalnej, potrzebne
do zrozumienia dalszej czeSci rozprawy. Sa tam miedzy innymi zamieszczone in-
" formacje o przestrzeniach typu Sobolewa, funkcjonatach monotonicznych, warunkach
typu zwartosciowego funkcjonaléw, wprowadzenie do stosowanych potem metod topo-
logicznych (jak miedzy innymi metody bezposrednie rachunku wariacyjnego, twierdze-
nia minimaksowe, elementy teorii Morsa), oraz wykorzystane pdzniej narzedzia z teorii
réwnarni czastkowych (odpowiednia wersja zasady maksimum i twierdzenie o regularnosci
rozwigzan). Tu mam drobna uwage krytyczna dotyczaca rozdziatu 2.2.3. W definicji k-
tej grupy krytycznej wystepuja k-te homologie singularne, ktére nie zostaly w rozprawie
wprowadzone. Czytelnik spotkat si¢ we “Wprowadzeniu” ze znacznie prostszymi pojeciami,
natomiast w przypadku tych konkretnych musi siegnaé¢ do podanych zrédel bibliograficz-
nych. '

Kolejny rozdziat, Rozdziat 3, zawiera sformulowanie problemu. Sa tu podane miedzy
innymi zestawy zalozen dotyczace rozwazanego operatora. Zalozenia ilustrowane sa
przykladami, zawierajacymi precyzyjne obliczenia. Tu moze chetniej zobaczytabym za-
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miast rachunkéw pogladowe odnosniki do literatury, gdzie spotykamy sie w sposéb uza-
sadniony modelami fizyki, lub ekonomii, z takiego typu funkcjonatami. W rozdziale 3
zamieszczony jest takze szereg rezultatow pomocniczych. Chyba najbardziej zaawanso-
wane od strony technicznej jest Stwierdzenie 2.2.3 o istnieniu rozwigzania, w pewnej klasie
zagadnien, ktére rownoczesnie minimalizuje stowarzyszony z zagadnieniem funkcjonat wa-
riacyjny.

Najtrudniejszy i zarazem najwazniejszy jest Rozdzial 4, ktéry zawiera gidwne wyniki
rozprawy. Rozdzial ten jest podzielony na cztery podrozdzialy, gdzie kolejno dowodzone
jest istnienie wielu rozwazan z jednostronnie ograniczonym warunkiem wzrostu, jedno-
stronnie ograniczong funkcja pierwotng, dla funkcji (p — 1)- podliniowych oraz (p — 1)-
nadliniowych w nieskorniczonosci. Bardzo ciekawe jest twierdzenie o istnieniu rozwigzan
stalego znaku (Twierdzenie 4.1) zamieszczone w podrozdziale 4.1.1. Najpierw modyfikuje
sie funkcjonal do prostszego, nastepnie stosujac metody bezposrednie rachunku waria-
cyjnego pokazuje sie ze ten zmodyfikowany funkcjonat osiaga minimum. Poprzez dobranie
odpowiedniej funkcji prébnej pokazuje sie, ze to minimum jest stalego znaku i odpowiednio
ograniczone, ze minimalizuje ono réwniez wyjsciowy funkcjonat, oraz ze jest ono nietry-
wialne i odpowiednio regularne. Z kolei w dowodzie Twierdzenia 4.2, o istnieniu rozwigzan
ekstremalych korzysta sie z lematu Kuratowskiego-Zorna.

Wyniki podrozdziatu 4.1.1 opieraja sig, lecz i rozszerzaja wyniki pracy [38], wyniki pod-
rozdziatu 4.1.2 zostaty opublikowane w pracy [38], natomiast wyniki pozostatych podroz-
dzialéw opieraja sie na pracy [24].

Dowody sa technicznie bogate, wymagaja duzej sprawnosci analitycznej, oraz opano—
wania metod topologii algebraicznej, szczegélnie tych wykorzystujacych k-te grupy kry-
tyczne. Moéwiac w bardzo duzej ogdélnosci, dowody polegaja najpierw na pokazaniu, ze
zestawy zalozen okreslajce operator pozwalaja zastosowa¢ metody topologiczne wprowa-
dzone w poprzednim rozdziale. Stosuje sie nastepnie metody topologii algebraicznej aby
stwierdzié¢, ze pewne k-te grupy krytyczne funkcjonalu sa nietrywialne. Funkcjonal ma
zatem nietrywialne punkty krytyczne.

Wazna jest takze znajomosé¢ twierdzen o regularnosci dla tego typu zagadnien, oraz
nowoczesnych zasad maksimum. Jest to takze zakres solidnej matematyki. Dobre opano-
wanie go, w polaczeniu z metodami topologicznymi, robi bardzo dobre wrazenie.

Ciekawy jest dodatek “Zakonczenie”, ktory nie tylko podsumowuje wyniki rozprawy,
lecz takze odnosi sie do mozliwych kierunkéw jej kontynuacji.

Na bibliografie sktada sie 59 pozycji, z czego 11 pozycji bibliograficznych to utwory
powstale przy udziale promotora pracy, pana dr. hab Leszka Gasinskiego oraz jego
wspélpracownika, Nikolasa S. Papageorgiou, znanego greckiego matematyka.

Uzupekienia, oraz motywacje do podjecia tematyki rozprawy, opieraja si¢ giéwnie na
wcezesniejszych pracach promotora oraz Nikolasa S. Papageorgiou.

Znalaztam drobne liter6wki ktére nie wplynely na merytoryczny efekt pracy, na
przyktad w réwnaniu (1.2) prawa strona powinna by¢ pomnozona przez \i- najlepsza’
stala w nieréwnosci Poincer’ego.

Uwazam ze rozprawa jest ciekawa, wartosciowa, trudna oraz wymagala duzej wiedzy. Z
drobnych uwag krytycznych, prace [38] i [38] mogly by¢ opublikowane w czasopismach
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wyzszych rangg, prawdopodobnie po lepszym ich zredagowaniu.

Konkluzja.

Biorac pod uwage dokonane osiagniecie, z pelnym przekonaniem stwierdzam, ze przed-
stawiona rozprawa doktorska pani mgr. Lilianny Klimczak spelnia wszystkie zwyczajowe
i ustawowe wymagania stawiane rozprawom doktorskim i wnosze o dopuszczenie jej do
dalszych etapéw przewodu doktorskiego.

Z wyrazami szacunku,

Agnieszka Katamajska



