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4.3. Oméwienie celu naukowego ww. prac i osiggnietych wynikéw
wraz z omowieniem ich ewentualnego wykorzystania.

4.3.1. Ogolny zarys prezentowanych wynikow.

Teoria osobliwosci bada obiekty, ktorych struktura lokalna doznaje zatama-
nia, czy to w wyniku nagtej utraty jakiejs cechy, wtasnosci ogélnej (np. oso-
bliwosci zbioru analitycznego to punkty, w ktérych zbiér ten traci strukture
rézniczkowa), czy tez w efekcie jakiego$ procesu deformacyjnego (np. drobne
zaburzenie w sparametryzowanej rodzinie funkcji gtadkich moze prowadzi¢ do
duzej zmiany jako$ciowej, chociazby jesli chodzi o ich punkty krytyczne). Jej
poczatki siegaja czasow Newtona, ktéry w tym zakresie badat gtéwnie za-
gadnienia zaliczane dzi$ do geometrii algebraicznej. Jednakze swoj najwiek-
szy 1 najbardziej spektakularny rozwdéj teoria osobliwosci przezywa dopiero od
okoto szesc¢dziesieciu-siedemdziesieciu lat wraz z nowymi kierunkami wyty-
czonymi jej przez takich matematykéw jak Hassler Whitney, René Thom,
Wtodzimierz Arnold, czy Stanistaw Lojasiewicz. Jej znaczenie w analizie, ge-
ometrii rézniczkowej, czy uktadach dynamicznych i od niedawna w teorii op-
tymalizacji jest nie do przecenienia.

Naturalng koleja rzeczy, tak pojemna teoria rozwija si¢ w kilku kierunkach
wymuszajacych nierzadko skrajnie odmienne podejscie i metody badawcze
nawet w przypadku zagadnien majacych wspolne zrodto. I tak, inaczej wygla-
daja badania zaliczane do teorii osobliwo$ci w geometrii algebraicznej, gdzie
kroluje algebra, inaczej w szeroko rozumianej analizie, gdzie stosuje sie metody
typowo rézniczkowe. Weiaz raczej do rzadkosci naleza metody czysto geometry-
czno-topologiczne, i to nawet na gruncie teorii struktur o-minimalnych. Metody
te sg jednak bardziej naturalne niz mogtoby sie wydawac na pierwszy rzut oka
i nierzadko daja catkiem mocne wyniki. Ich niewatpliwg zaleta jest przejrzys-
tosc.
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Wybrane przez mnie prace [A1]-[A6] dotycza zagadnien nalezacych do ge-
ometrii analitycznej tak rzeczywistej (a wigc Scislej: teorii zbioréow subana-
litycznych i struktur o-minimalnych; przymiotnik ,analityczna” w odniesie-
niu do tej geometrii jest pewnym naduzyciem, usankcjonowanym jednakze
przez tradycje), jak i zespolonej. Tak jak teoria osobliwosci jest bardzo ro-
zlegla, tak i prezentowane przez mnie prace odzwierciedlajg dos¢ szeroki za-
kres moich zainteresowan, od geometrii analitycznej zespolonej ([Al], [A6]),
poprzez metryczng teorie osobliwosci majaca zastosowania w robotyce i teorii
rozpoznawania obrazu ([A3], [A4]), po geometrie rzeczywista: zbiory subanal-
ityczne i struktury o-minimalne ([A2], [A5]). Ich wspdlnym mianownikiem
jest otrzymywanie wynikow dotyczacych wtasnosci topologicznych, anality-
cznych, czy metrycznych osobliwosci metodami typowo geometrycznymi, opar-
tymi w duzej mierze na zastosowaniu zbieznosci Kuratowskiego zbioréw dom-
knietych.

To ostatnie pojecie, tak czesto wykorzystywane w teorii optymalnego stero-
wania (1), nie byto dotad zanadto popularne w teorii osobliwoéci. W geometrii
analitycznej zespolonej znane jest gtéwnie klasyczne twierdzenie Bishopa poda-
jace warunki wystarczajace na analityczno$é granicy zbieznego w sensie Ku-
ratowskiego ciggu zbioréw analitycznych, czy jego odpowiednik w geometrii
algebraicznej uzyskany przez Tworzewskiego i Winiarskiego [30]. Zbieznosé
ta pojawia sie u Stolzenberga [27] i lezy réwniez u podwalin tzw. zbieznosci
pradowej zbioréw analitycznych, tozsamej ze zbieznoscia wprowadzona przez
Piotra Tworzewskiego w [32], na co rzadko zwraca si¢ uwage (zob. [24]; dopiero
od niedawna zyskata na popularnosci za sprawg probleméw aproksymacji al-
gebraicznej w ujeciu Bilskiego [3]). W przypadku rzeczywistym zbieznosé Ku-
ratowskiego, w wersji ograniczonej do dobrze znanej zbieznosci w sensie me-
tryki Hausdorffa, po raz pierwszy bodajze pojawita sie u Brockera [6] w la-
tach osiemdziesigtych, niedawno zas zostata wprowadzona do teorii struktur o-
minimalnych za sprawg Liona i Speisseggera [18], dalej rozwijana przez Pawluc-
kiego i jego uczniéw [10]. Warto nadmienié, ze zbiezno$é Kuratowskiego jest
wygodnym jezykiem formulowania pojecia poétciagltosci dla multifunkeji, co
ttumaczy jej popularnosé chociazby w optymalizacji (prace Bolte’a, Daniilidisa
i in. z pogranicza teorii optymalnego sterowania i struktur o-minimalnych).

Zanim przejde do szczegdlowego omdwienia zawartosci poszczegdlnych arty-
kutéw w czesci 4.3.1, przedstawie krotkie ich streszcezenie.

Praca [Al] zalicza si¢ w gruncie rzeczy do zespolonej geometrii anality-
cznej chociaz bazuje cze$ciowo na wynikach z teorii struktur o-minimalnych.
Jej motywacja byto poszukiwanie nowych kryteriow algebraicznosci global-
nych zbioréw analitycznych w C", co udato si¢ uzyska¢ wtasnie przy uzyciu
zbieznosci Kuratowskiego oraz poprzez wprowadzenie nowego pojecia stopnia

W latach 70 ubieglego wieku Ennio De Giorgi wprowadzil tzw. I-zbieznoéé funkcjon-
aléw, ktéra jest rownowazna zbieznosci Kuratowskiego ich nadwykreséw. Pojecie to znalazto
szerokie zastosowania w rachunku wariacyjnym i sterowaniu optymalnym, np. do badania
wrazliwodci (sensitivity) rozwiazan optymalnych.
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zbioru Nasha i stopnia zbioru analitycznego. Drugim, ubocznym, lecz znacza-
cym wynikiem tej pracy zainspirowanym przez wspomniane wyzej twierdze-
nie Tworzewskiego-Winiarskiego jest odpowiednik twierdzenia Chevalley’a-
Remmerta o rzucie w przypadku zespolonych zbioréw Nasha.

Praca [A2] poswigcona jest w calodci badaniu zbieznosci Kuratowskiego na
gruncie teorii struktur o-minimalnych na ciele liczb rzeczywistych, a konkretnie
ciagtosci i potcigglodci w sensie tej zbieznosci sparametryzowanych definiowal-
nie rodzin zbioréw definiowalnych i domknietych ze szczegbdlnym naciskiem
na zachowanie graniczne poszczegdlnych sktadowych spojnych. Obok podsta-
wowych wynikéw dotyczacych definiowalnosci granic, generycznej ciggtosci
(co uzupelnia wspomniane wyzej wyniki Brockera), czy wreszcie ,dobrej”
zbieznosci sktadowych spdjnych (kontrola ich liczby w granicy), przedstawiamy
tez wynik dotyczacy aproksymacji zbiorow definiowalnych za pomoca zbioréw
semi-algebraicznych.

Artykut [A3] dotyczy tzw. szkieletu czy ko$éca (medial axis) danego podzbio-
ru otwartego R™ — obiektu znanego od szesédziesieciu lat, a przezywajacego
obecnie drugg mlodo$¢ wraz ze wzrostem jego znaczenia jako centralnego po-
jecia w teorii rozpoznawania obrazéw. W pracy [A3] badam strukture szkieletu
w przypadku zbioréw subanalitycznych i definiowalnych rodzin zbioréw defi-
niowalnych w strukturach o-minimalnych na R. W szczegélnosci interesujace
sg zwiazki szkieletu z osobliwosciami wyjsciowego zbioru, tudziez pewne jego
wlasnosci graniczne wyrazone za pomocg zbieznosci Kuratowskiego.

Naturalna kontynuacja pracy [A3] i niedawnych rezultatéw Birbraira i Sier-
smy [4] jest duzy artykul [A4], w ktérym szczegdtowo zajmujemy sie badaniem
sposobu w jaki szkielet ,wyjada” osobliwosci danego zbioru i podajemy warunki
na to, aby tak bylo (naturalnie najmocniejsze wyniki uzyskane sa na plaszczyz-
nie) oraz wyliczamy stozek styczny w tym przypadku (znéw przy uzyciu zbiezno-
$ci Kuratowskiego).

Praca [A5] ponownie znajduje swoje glowne zrodto w geometrii zespolonej,
a dokltadniej nawet w klasycznej analizie zespolonej, choé¢ jest poniekad po-
wigzana z pewnymi problemami dotyczacymi deformacji koscca przy prze-
chodzeniu do granicy Kuratowskiego. Punktem wyjscia sa warunki konieczne
i wystarczajace dla otwartosci odwzorowania analitycznego oraz zbadanie ot-
wartosci odwzorowan analitycznych wtasciwych. W przypadku zespolonym
klasyczne twierdzenia w tym zakresie znane sa od ponad pél wieku, przy-
padek rzeczywisty jednak znalazt si¢ w kregu zainteresowan matematykdow
raczej niedawno wraz z pracami Rongi i Gamboy [15] oraz Hirscha [16] dla
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odwzorowan wielomianowych i analitycznych rzeczywistych, z dodatkowa mo-
tywacja w postaci kontrprzyktadu Pinczuka [22] dla rzeczywistej hipotezy jako-
bianowej Kellera jako jedynego znanego dotad przyktadu odwzorowania wielo-
mianowego otwartego i nie wlasciwego ptaszezyzny. W pracy [A5] otrzyma-
liSmy warunki konieczne i wystarczajace dla otwartosci odwzorowan subanal-
itycznych lub definiowalnych i klasy €. Jedng z gtéwnych technik jest charak-
teryzacja otwartosci odwzorowania za pomoca zbieznoéci Kuratowskiego pozio-
mic, co pozwala stosowaé wyniki z artykutu [A2].

Zaczatem od geometrii zespolonej i na niej koncze praca [A6], w ktérej
stosujac teorie przecie¢ izolowanych niewlasciwych Achillesa-Tworzewskiego-
Winiarskiego [1] uog6lniam wzoér Spodziei [26] pozwalajacy liczy¢ krotnosé rzu-
towania wlasciwego na zbiorze analitycznym i stosuje go do przeprowadzenia
prostego dowodu twierdzenia uzyskanego niedawno przez Petera Ebenfelta
i Linde Rothschild [14], a dotyczacego zachowania w obrazie gtadkosci kietka
analitycznego poprzez kietek analitycznego odwzorowania skonczonego w C™.

Szczegotowe omoéwienie prezentowanych prac.

4.3.2. [A1] O zbiezno$ci Kuratowskiego zbioréw analitycznych.

Zbieznos¢ zbioréw domknietych (zwana tez zbieznoscig lokalnie jednostajna)
wprowadzona zostata na poczatku XXw. przez francuskiego matematyka Paula
Painlevégo, lecz to Kazimierz Kuratowski usystematyzowat to pojecie w swojej
dwutomowej Topologie z potowy XXw. i to z jego nazwiskiem najczesciej sie
je dzi$ taczy, cho¢ wkitad w rozwdj teorii miato wielu matematykow (Zoretti,
Vietoris, Zarankiewicz, czy bardziej wspolczesnie Frolik).

Jest to bardzo naturalne uogolnienie na zbiory domkniete pojecia zbieznosci
zwartych, niepustych zbioréw w metryce Hausdorffa, gérujace nad tym ostat-
nim prostoty uzycia i szerokim polem zastosowan. Zbiezno$¢ Kuratowskiego
lezy u podstaw tak istotnego w teorii sterowania optymalnego narzedzia jak I'-
zbieznos¢ De Giorgiego, pozwala tez zdefiniowaé¢ w rozsadny sposob potcigglo-
Sci gorng i dolng multifunkcyj domknietych. Jest to réwniez naturalna zbieznosé
w geometrii analitycznej (zob. [29]): w przypadku zespolonym pojawia sie
w twierdzeniu Bishopa (podajacym warunek wystarczajacy dla analitycznosci
granicy), czy tez w waznym dla omawianej pracy wniosku z niego — zbiezny
w sensie Kuratowskiego cigg algebraicznych zbioréw zespolonych statego wymi-
aru o wspoélnie ograniczonych stopniach rzutowych ma granice algebraiczng
(twierdzenie Tworzewskiego—Winiarskiego [30]). Po uwzglednieniu zas krot-
nosci (wg idei P. Tworzewskiego z [32]) zbioréw analitycznych, zbieznosé ta
pokrywa sie ze zbieznoscia w sensie pradow (St. Rams [24], A. Yger). O dziwo,
w przypadku rzeczywistym (tj. w geometrii subanalitycznej, strukturach o-
minimalnych, czy nawet w geometrii semi-algebraicznej) jest jak dotad bardzo
niewiele wynikéw dotyczacych zbieznosci Kuratowskiego (Brocker [6], Lion—
Speissegger [18], Kocel-Cynk—Pawtucki—Valette [10]).
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W zbiorze Fx podzbioréw domknietych danej przestrzeni metrycznej X
lokalnie zwartej z II aksjomatem przeliczalnosci mozna wprowadzi¢ topologie
za pomocg bazy ztozonej ze zbioréw

UK,S)={FeFx | FNK=92,FNU # @,gdy U € S},

gdzie K C X jest zbiorem zwartym, a S skonczong rodzinag podzbioréw ot-
wartych. Otrzymana topologia jest metryzowalna i zwarta a zbiezno$¢ w niej
nazywamy zbieznosciqg Kuratowskiego i zapisujemy F), K Fw Fx.

W praktyce zbieznosé¢ F,, do F' w Fx jest r6wnowazna temu, ze kazdy punkt
x € F jest granica ciggu punktéw z, € F, oraz dla dowolnego zbioru zwartego
K C X\ F mamy F, N K = @ dla prawie wszystkich indekséw v.

Pierwszy z powyzszych dwu warunkéw oznacza, ze F' C liminf F,, gdzie
ostatni zbiér sktada sie z granic ciagéw zbieznych (x,) wybieranych ze zbioréw
F, tzn. z, € F,, i zwie sie granicg dolng Kuratowskiego ciagu (F,). Drugi
warunek z kolei oznacza, ze limsup F,, C F, gdzie pierwszy ze zbioréw to
granice podciagéw zbieznych (x,, ) wybieranych ze zbioréw F,, czyli z,, € F,,,
i nazywa sie go granicg gorng Kuratowskiego ciagu (F,).

W przypadku, ktory nas interesuje, a wigc gdy ograniczymy sie do ze-
spolonych podzbioréw analitycznych otwartego zbioru X C C™ (?), granica
zbieznego ciagu takich zbior6w nie jest na ogdt analityczna (por. [Al] Re-
mark 1.1). Warunek dostateczny na to, aby jednak tak bylo podaje wspom-
niane wyzej twierdzenie Bishopa (zob. [A1l] Theorem 3.2): jezeli zbiegamy
ciggiem zbioréw analitycznych statego wymiaru k£ o wspolnie ograniczonych
2k-wymiarowych miarach Hausdorffa, to granica jest albo zbiorem pustym,
albo zbiorem analitycznym stalego wymiaru k. Odpowiednik algebraiczny tego
twierdzenia pochodzi od Tworzewskiego i Winiarskiego ([30], zob. [A1] Theo-
rem 3.1): granica zbieznego ciggu algebraicznych podzbioréw C" stalego wy-
miaru k£ i o wspolnie ograniczonych stopniach rzutowych jest badz pusta, badz
takimz zbiorem algebraicznym.

Te wyniki zainspirowaly nas do dwoch rzeczy: znalezienia odpowiednika
wspomnianych twierdzen dla ciggu zbioréw Nasha oraz do poszukania ,zbiezno-
Sciowego” czy tez ,aproksymacyjnego” kryterium algebraicznosci globalnego
zbioru analitycznego. Ten ostatni problem nasuwa si¢ w naturalny sposob
w zwiazku ze stosowanymi technikami dowodowymi.

Zamiast przypominaé klasyczna definicje zbiorow Nasha, wykorzystamy tu
ich charakteryzacje podana przez Tworzewskiego [31] w przypadku zespolonym.
Ot6z nierozktadalny analityczny podzbiér N zbioru otwartego €2 C C™ jest
zbiorem Nasha, gdy istnieje taki nierozktadalny zbior algebraiczny V' C C", ze
N jest sktadowg nierozktadalng zbioru V' N§2. Taki nadzbior V' jest wyznaczony
jednoznacznie na mocy zasady identycznosci dla zbiorow.

2Przypomnijmy, ze poprzez analityczny rozumiemy taki podzbidr domkniety w X, ktéry
lokalnie opisany jest skonczonym ukladem réwnan analitycznych (w danym wypadku
holomorficznych).
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Pierwszym krokiem w celu uzyskania odpowiednika twierdzenia Tworzew-
skiego-Winiarskiego dla zbioréw Nasha byto zdefiniowanie stopnia takiego zbio-
ru, bedacego odpowiednikiem stopnia rzutowego zbioru algebraicznego. W przy-
padku zbioru nierozktadalnego N naturalnym jest przyjac

deg(N; ) :=degV,

gdzie V' jest tym jedynym nadzbiorem algebraicznym dla N, a degV jego
stopniem rzutowym. Dla zbioru rozktadalnego rozumiemy stopien jako sume
stopni sktadowych, dopuszczajac przy tym oo (co jest rownowazne temu, ze
rozwazany zbiér ma nieskonczenie wiele sktadowych nierozktadalnych). Do-
datkowo przyjmujemy, ze deg(2,2) = 0.

Przypomnijmy, ze dla zbioru algebraicznego V' C C” statego wymiaru k
istnieje otwarty i gesty (w sensie wprowadzonej wyzej topologii) pozdbior Uy
ogbhu wszystkich (n — k)-wymiarowych podprzestrzeni afinicznych G7,_, (C")
przestrzeni C" o tej wlasnosci, ze stopien rzutowy deg V' jest réwny #(LNYV)
dla dowolnej podprzestrzeni afinicznej L € Uy, .

Ta obserwacja pozwala wprowadzi¢ dodatkows definicje globalnego stopnia
(w odréznieniu od stopnia lokalnego, czyli liczby Lelonga w danym punkcie) dla
dowolnego zbioru analitycznego A C ). Mianowicie, jesli A ma staly wymiar
k, przyjmujemy

dg(A; Q) :==sup{#(LNA) | Le G, ,(C"): dim(LNA) =0} € Z, U{co},

pamietajac, ze juz (n — k)-ty grassmannian G,,_,(C") zawiera podzbiér ot-
warty i gesty podprzestrzeni tnacych A w sposéb dyskretny (w istocie jest
to spetnione dla podprzestrzeni branych z dopelnienia pewnego zbioru miary
zero w G, _(C") jak pokazujemy w [Al] Theorem 2.5). Oczywiscie, gdy A
jest rozktadalny, to rozwazamy sumy mnogosciowe sktadowych nierozktadal-
nych tego samego wymiaru, dla nich wyliczamy stopien globalny i sumujemy
otrzymany ciag liczb, aby otrzymaé dg(A; Q) w tym przypadku.
Dla zbioru algebraicznego V' C C" mamy

deg V' = deg(V;C") = dg(V;C").

Co wiecej, dzigki kryterium algebraiczno$ci Grumana i wspomnianemu wyniko-
wi [A1] Theorem 2.5 pozwalajacemu nam je stosowaé, otrzymujemy natych-
miastowo réwnowaznosc:

zbiér analityczny A C C" jest algebraiczny < dg(A; C") < +oc.
Dla zbioru Nasha N C Q mamy dg(N; Q) < deg(NV; Q) i nieréwnosé moze by¢
ostra nawet dla zbioru nierozkladalnego (por. [Al] Remark 2.8).

Pierwszym uzyskanym przez nas twierdzeniem jest

Twierdzenie 1 ([Al] Theorem 3.4). Niech A bedzie dowolnym podzbiorem
zbioru otwartego Q0 C C". Jezeli istnieje cigg zbiorow Nasha N, C  zbiezny
w sensie Kuratowskiego do ANQ i deg(N,; Q) < d dla wszystkich v, to AN
jest zbiorem Nasha.

Ponadto, gdy spetniony jest dodatkowo jeden z dwu warunkow:
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e Q) =C";

lub

o A jest analityczny i AN # O,
to A jest algebraiczny.

Powyzsze twierdzenie ma natychmiastowy i bardzo wazny wniosek bedacy
odpowiednikiem twierdzenia Chevalley’a-Remmerta o rzucie (jednego z klu-
czowych rezultatow geometrii algebraicznej) dla zbioréw Nasha:

Whiosek 2 ([Al] Corollary 3.5). Jesli Q C C" jest otwarty a N jest pod-
zbiorem Nasha zbioru 0 x C™ majgcym tylko skoriczenie wiele skladowych

nierozkladalnych, to domkniecie w Q rzutu w(N), dla rzutowania naturalnego
m: Qx C" — Q, jest Nasha w §2.

Zalozenie skonczonosci liczby sktadowych jest istotne jak tatwo si¢ przekonac
na przyktadzie zbioru N = {(1/v,v) |v =1,2,...}.

Roéwniez stopien globalny zbioru analitycznego pozwala wprowadzi¢ pewne
zbieznosciowe kryterium algebraicznosci:

Twierdzenie 3 ([Al] Theorem 3.7). Niech A C C" bedzie zbiorem anality-
cznym statego wymiaru k. Zatéozmy, zZe dla danego wstepujgcego ciggu zbiorow
otwartych Uy C Uy C ... sumujgcych sie do C* = UL U; mamy ciggi (Aij);
analitycznych podzbiorow A;; C U; (1 =1,2,...) stalych wymiaréw k i czyniq-
cych zados¢ nastepujgcym dwom warunkom:

o A S ANU; (j— 400),i=1,2,...;

o dg(AZ],Ul) < d, Z,] = 1,2, e

Wowczas A jest zbiorem algebraicznym.

Istotnym dopelnieniem tego twierdzenia jest przyktad [Al] Example 4.4
w produkcie kota jednostkowego D i C ciagu zbioréw Nasha N, C D x C
o wspolnie ograniczonych stopniach globalnych dg(V,;ID x C), ale zbieznego
do $ladu wykresu y = €%, a wiec zbioru nie algebraicznego w C2, na D x C.
Oznacza to, ze twierdzenie 1 nie zachodzi dla stopnia globalnego.

4.3.3. [A2] Zbieinosé Kuratowskiego a skliadowe spdjne.

Ten artykut poswiecony jest badaniu zachowania sktadowych spojnych defi-
niowalnej rodziny zbioréw definiowalnych, gdzie definiowalanos¢ rozumiana
jest w danej strukturze o-minimalnej na ciele liczb rzeczywistych. Moze przy-
pomnijmy, co to doktadnie jest struktura o-minimalna.

Definicja 4. Strukturg na ciele (R, +,-) nazywamy rodzine S = {S,}nen,
gdzie S,, oznacza rodzing podzbioréw R”, przy czym spelnione sa nastepujace
warunki:

(1) S, zawiera wszystkie podzbiory algebraiczne R";
(2) S, jest algebra Boole’a tzn. rodzina zamknieta na skonczone sumy
i przecigcia oraz branie dopetienia.

(3) Jesi A€ S, BE S, to AX B € Spin;
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(4) Jesli m: R® x R — R" jest rzutowaniem naturalnym i A € S,41, to
m(A) € S,.
Zbiory z S, zwiemy defintowalnymi podzbiorami R™.
Struktura S jest o-minimalna, gdy dodatkowo spetniony jest warunek
(5) S sklada sie doktadnie ze skonczonych sum punktéw i przedziatéw
dowolnego typu.

W naturalny sposoéb definiujemy funkcje definiowalne:

Definicja 5. Dla danej struktury S nazywamy definiowalng (w S) funkcje
f: A— R" gdzie A C R™, o wykresie nalezacym do S,,4p-

Kazda struktura o-minimalna jest rozszerzeniem klasy zbiorow semi-algebra-
icznych. Podkredlmy w tym miejscu, ze zbiory subanalityczne () z kolei nie two-
rza struktury o-minimalnej (z powodu probleméw z warunkiem (4)), chyba ze
ograniczymy sie do tzw. zbioréw globalnie subanalitycznych tj. takich, ktore
pozostaja subanalityczne w R™ po przeksztatceniu ich poprzez homeomorfizm
semi-algebraiczny © — x/(1 4 ||z||) (chodzi o kontrole tego, co sie dzieje
z danym zbiorem w nieskoniczonosci). Wymusza to adaptowanie niektérych
dowodéw do sytuacji subanalitycznej. Zaznaczmy w tym miejscu, ze pier-
wszym survey’em przedstawiajagcym historie rozwoju geometrii subanality-
cznej (od eliminacji kwantyfikator6w Tarskiego w geometrii semi-algebraicznej,
poprzez teorie zbioréw semi-analitycznych wprowadzonych przez f.ojasiewicza
i rozwiniecie jej w teorie zbioréow subanalitycznych przy wspotudziale Hardta,
Gabrietowa i Hironaki) i powolne jej oddawanie pola znacznie mtodszym struk-
turom o-minimalnym wprowadzonym przez van den Driesa, oraz podkresla-
jacym r6znice pomiedzy teoriami, jest nasz artykul [C3]. Istota struktur o-
minimalnych, podobnie jak i geometrii subanalitycznej, zasadza sie na tym, ze
topologia zbioréw rozwazanej klasy jest ,ujarzmiona” (wg stéw Grothendiecka).

Pytanie o ciggto$¢ przekrojow zbioru subanalitycznego pochodzi jeszcze
od lLojasiewicza i wilasciwie az dotad pozostawalo na obrzezach geometrii
subanalitycznej, czy pdzniej o-minimalnej (por. [11], [12] — te dwie prace sa
odpowiedzia na pytanie Lojasiewicza, [6], [C1], [18], [10]).

Jak wspomnieliémy juz w czesci 4.3.2, zbieznos¢ Kuratowskiego jest natu-
ralng zbieznoscig zbioréw domknietych, uogdlniajaca zbieznos¢ w sensie me-
tryki Hausdorffa zbior6w zwartych i niepustych (dla zbioréw zwartych jest
tozsama z ta ostatnia). Sytuacja, jaka badamy w pracy [A2], jest ogélniejsza
niz ta z [Al]. Rozwazamy mianowicie dla niepustego zbioru £ C R} x R™
i rzutowania 7 (t, z) = t, przy oznaczeniu F := m(FE), przekroj w t € F

E, :={x e R™ | (t,z) € E}.

3Przypomijmy czym sg zbiory subanalityczne. Ot6z dany podzbiér A C R", czy ogdl-
niej podzbidr rozmaitosci analitycznej M, jest semi-analityczny, gdy w otoczeniu dowolnego
punktu przestrzeni opisany jest skonczonym ukltadem rownan i nieréwnosci analitycznych.
Podzbiér E C M jest subanalityczny, gdy w otoczeniu dowolnego punktu M jest rzutem
pewnego zbioru semi-analitycznego wzglednie zwartego A C M x N, gdzie N jest pewna
rozmaitoscig analityczna. Semi- lub subanalitycznosé funkceji rozumiemy jako semi- lub sub-
analitycznos$é jej wykresu, zadajac na ogoét przy tym subanalitycznosci jej dziedziny.
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Dla uproszczenia bedziemy badac¢ sytuacje w punkcie tg = 0 € F. Zbior F
okresla net (ciag uogélniony) {E;} przekrojéow E; C R™.

Definicja 6. Piszemy

(1) z € limsup E;, gdy dla dowolnych: U C R™ otoczenia xz, V C RF
otoczenia 0, istnieje taki t € V' \ {0}, ze Ex NU # @.

(2) z € liminf F;, gdy dla dowolnego otoczenia U 3 z istnieje takie otocze-
nie V30,2e E,NU #@,gdyt e VN EF\{0}.

Oczywidcie liminf F; C limsup E};, zaczem E; zbiega do Ey w sensie Kura-
towskiego doktadnie wtedy, gdy

limsup E; C Ey C liminf E;,
co zapisujemy jak uprzednio F; X, Ey.

Gdy E jest domkniety, to lim E; = Ey wtedy i tylko wtedy, gdy Ey C
liminf E; (zob. [C1] (2.1)). Warto jednak zauwazy¢, ze w kategorii zbioréw
definiowalnych lub subanalitycznych czesciej naturalniejszg jest zbieznosé w sen-
sie granicy gornej Kuratowskiego.

Méwiac o rodzinie definiowalnej {F;},cr mamy na mysli, ze zbiér E =
Urer{t}x E; jest definiowalny. Inaczej rzecz ujmujac, mamy wowczas do czynie-
nia z multifunkcja definiowalng F: F = R". Z opisu w definicji wynika naty-
chmiast definiowalno$é¢ obu granic, gornej i dolnej, w przypadku rodziny defin-
iowalnej ([A2] Theorem 2.5).

Sktadowe spojne odgrywaja bardzo wazng role w geometrii rzeczywistej,
chociazby z racji tego, ze do pewnego stopnia zastepuja w niej znane z ge-
ometrii analitycznej zespolonej pojecie sktadowych nierozktadalnych. Duza
bowiem trudnoscig geometrii rzeczywistej jest brak sztywnej regularnosci, ktora
cechuje geometrie zespolong (*). Waznym faktem jest tu twierdzenie gwaran-
tujace, ze sktadowe spdjne naleza do tej samej kategorii, co dany zbiér (defi-
niowalny, semi-analityczny — to stynne twierdzenie Yojasiewicza, czy wreszcie
subanalityczny). Liczba sktadowych (a wigc zerowa liczba Bettiego by) rowniez
nalezy do waznych obiektow charakteryzujacych zbior (pierwsze wyniki z ge-
ometrii analitycznej dotyczace by pochodzg od Whitney’a, rozwijane pdzniej
przez Thoma, Milnora, czy Warrena). Stad nasze szczegblne zainteresowanie
wlasnie zachowaniem liczby sktadowych przy zbieznosci w sensie Kuratowskiego.
Praca [A2] jest réwniez w w czesci rozwinieciem pewnych semi-algebraicznych
wynikéw Brockera z [6] (ciagto$é przekrojow prawie wszedzie — w sensie defi-
niowalnym, pélciagto$é wymiaru. .. ).

4w przypadku zespolonym osobliwosci zbioru analitycznego znéw tworza zbiér anality-
czny, domkniecie za$ skladowej spéjnej czesci regularnej zbioru analitycznego jest ponownie
zbiorem analitycznym — obie te wlasnosci nie maja miejsca w przypadku rzeczywistym,
o czym latwo sie przekonaé na przykladzie parasola Whitney’a z? = y2?z. Z kolei
nierozkladalnosé zespolonego zbioru analitycznego jest rownowazna spdjnosci jego czesci re-
gularnej, co znowuz nie jest prawda dla zbioréw rzeczywistych, jak moza zobaczy¢, rozwaza-
jac zwykta hiperbole.
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Wiekszo$¢ naszych wynikow definiowalnych ma przetozenie na zbiory sub-
analityczne, ewentualnie przy dodatkowym zatozeniu wzglednej zwartosci w kie-
runku rzutowania (wg nazewnictwa Fojasiewicza).

Wykorzystujac lemat 2.10 z [A2] o definowalnosci funkeji wymiaru §(¢, z) =
dim, F;, udowadniamy nastepujace twierdzenie o ciggtosci prawie wszedzie
(w sensie definiowalnym) przekrojow (istotna role w dowodzie odgrywa praca

[C1)):
Twierdzenie 7 ([A2] Theorem 2.11). Zbiory
Ls(E) := {ty € F': Ey, = limsup E,},

t—to

Li(E) :={ty € F: E;, = lignlitnf Ei}
—1l0
sq definiowalne, a wiec rowniez ich przeciecie

L(E) ={tye F: E, = thj& E}.

Ponadto, L(E) = Li(E), a gdy dodatkowo dim F' > 0, to dim F\ L(E) < dim F’
oraz dim F'\ Ls(E) < dim F.

W dalszej czesci zajmujemy sie juz stricte sktadowymi spdjnymi przekrojow
zbioru definiowalnego i domknietego E (lub subanalitycznego i ograniczonego
w kierunku z). Jedli oznaczymy cc(E;) rodzine sktadowych spdjnych przekroju
E;, to wiadomo, ze #cc(E;) < N dla wszystkich ¢t € F i pewnego N € N (°).
Zaktadamy ponadto, ze

E() = lim Et.
Podstawowe dwa pytania sa nastepujace:

Problem. Czy w rozwazanej sytuacji zachodzqg podane nizej warunki?

(1) #cc(Ey) < #ce(EBy) dlat € F w otoczeniu zera;

(2) Dla dowolnej sktadowej S € cc(Ey) istnieje otoczenie zera w F, w kto-
rym dla kazdego t dobierzemy rodzing {S7, ..., Sk} C cc(Ey), dla ktorej
S =limJ; S5.

Szereg przyktadéw w pracy [A2] ilustruje trudnosci, jakich nalezy sie spodzie-
wac, jak rowniez pokazuje, dlaczego zatozenie definiowalnosci jest potrzebne
(w (2) chodzi o jednoczesna kontrole nad wszystkimi sktadowymi).

Waznym wynikiem posrednim, potrzebnym do dowoddéw, ale majacym tez
znaczenie ogolne, jest nastepujace twierdzenie

Twierdzenie 8 ([A2] Theorem 3.1). Jesli E C Rf x R? jest definiowalny lub
subanalityczny x-wzglednie zwarty, to funkcja

v: R¥ 3t #ee(By) € Zy
jest defintowalna lub, odpowiednio, subanalityczna.

W przypadku rodziny jednoparametrycznej otrzymujemy

W przypadku subanalitycznym wynik ten pochodzi od Gabrielowa.



12 AUTOREFERAT

Twierdzenie 9 ([A2] Theorem 3.7). Jesli E C RxR" jest zwartym definiowal-
nym/subanalitycznym zbiorem i Ey = im E; (gdy t — 0 lub tylko t — 0F),
to #cc(Ey) > Fee(Ey) dla dostatecznie malych t. Ponadto kazda skiadowa
S € cc(Ey) jest granicg sumy pewnych sktadowych przekrojow Ey: istnieje
definiowalny zbiér E° C E, dla ktérego przy dowolnym t € F z otoczenia
zera, @ # cc(EY) C ce(Ey) i EY — S.

Warto zaznaczyc, ze nie mozna zastapi¢ tu granicy granica gorna, jak pokazuje
przyklad 2.14 z [A2].

Zaltozenie definiowalnosci mozna jednak obejsé, jezeli zatozymy, ze #cc(Ep) <
+00 (co jest konieczne w $wietle przyktadu 3.8 z [A2]). Tym samym okazuje sie
(podobnie jak to mialo miejsce z oryginalnym pytaniem FLojasiewicza o cigglosé
przekrojéw), ze pozadana wlasnosé jest, przy pewnych zatozeniach, wtasnoscia
czysto topologiczna.

Twierdzenie 10 ([A2] Theorem 3.9). Jesli E C R* x R™ jest zwarty i Ey =
lim F; oraz #cc(Ey) < 400, to
(1) #cc(Ey) > #ce(Ey) dlat € F w otoczeniu zera;
(2) Dla kazdej sktadowej S € cc(Ey) istnieje zwarty zbior E° C E, dla
ktérego @ # cc(EY) C cc(Ey), gdy t € F lezy w otoczeniu zera, oraz
S = lim EY. Ponadto, jesli E jest definiowalny lub subanalityczny, to
réwniez i zbiér E° oraz zachodzi nieréwnosé dim E > dim S.

Kolejny wazny wynik dotyczy pétciagtosci wymiaru (por. [6] Corollary 2.8).

Twierdzenie 11 ([A2] Theorem 3.13). Jesli E C RF x R" jest definiowalny
(odpowiednio: subanalityczny) i zwarty oraz Eg = lim Ey, to dim E;, > dim Ey
dla wszystkich t € F = mp(E) dostatecznie bliskich zeru.

Przyktad 3.14 z [A2] pokazuje, ze nie mozna zastapi¢ w powyzszym twierdze-
niu granicy granica gorna, ani tez nie mozna liczy¢ na twierdzenie odwrotne.

W dalszej czesci pracy stosujemy otrzymany wynik do aproksymacji semi-
algebraicznej zbiorow subanalitycznych w duchu prac Bilskiego z geometrii ze-
spolonej, wraz z jednoczesng aproksymacja sktadowych spdéjnych sktadowymi.
Mianowicie otrzymujemy stosujac rozktady komoérkowe wraz z twierdzeniem
aproksymacyjnym Weierstrassa oraz twierdzenie 10 nastepujacy wynik:

Twierdzenie 12 ([A2] Theorem 4.1). Jesli E C R™ jest zwartym zbiorem
subanalitycznym, to istnieje cigg { A, } zbiorow semi-algebraicznych spetniajgcy
warunk:

(1) E=1lmA,;

(2) Dla kaidego a € E i jego otoczenia U, dla dostatecznie duzych v,

dmUNE=dimUNA,.

Ponadto dla dowolnego ciggu zbioréw semi-algebraicznych {A,} czynigcego
zados¢é powyzszym warunkom mamy wlasnosé nastepujocq: dla kazdej skta-
dowej S € cc(F) istnieje cigg {5, }, w ktorym kazdy zbior S, jest sumq pewnych
sktadowych zbioru A, i warunki (1) oraz (2) sq spelnione dla S wraz z ciggiem

{S.}.
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Zalozenie zwartosci jest potrzebne wtasnie do drugiej czesci twierdzenia
(por. przyktad z [A2] Remark 4.2). Stosujac twierdzenie o rektylinearyzacji Hi-
ronaki wraz z obserwacja Pawtuckiego i Plesniaka [21] Corollary 6.2 (por. [A2]
Theorem 4.6), mozna uzyskaé¢ odpowiednik tylko pierwszej czeséci twierdzenia,
czyli lokalna aproksymacje semi-algebraiczng ([A2] Theorem 4.7).

Ostatni, piaty rozdziat pracy [A2] poswigcony jest ciagom zbioréw domknie-
tych oraz ogdlnym wtasnosciom topologicznym zbieznos$ci Kuratowskiego i byt
zainspirowany pytaniem zadanym przez J.-Ph. Rolina z Dijon dotyczacego jed-
nostajnego ograniczenia liczby sktadowych spojnych przy przejsciu granicznym.
W szczegolnosci otrzymujemy uzupekienie twierdzenia Zorettiego dla conti-
nuuéw z poczatku XXw. (punkt (2) ponizej, przyktad 5.2 z [A2] pokazuje
istotnosé¢ zatozenia zwartosci):

Twierdzenie 13 ([A2] Poposition 5.1). Jesli E C RF x R? jest zbiorem
domknietym i takim, Ze przekroje Ey sq spdjne dla wszystkich t € F \ {0},
to

(1) gdyn =11 Ey = liminf E;, to Ey jest spojny;

(2) gdy Eq = lim E; i Ey jest zwarty, to Eqy jest spojny.

Twierdzenia wypowiadamy w przestrzeni euklidesowej, niemniej jednak, zgo-
dnie z uwaga 5.3 z pracy, wszystkie pozostaja prawdziwe w dowolnej lokalnie
zwartej przestrzeni metrycznej z II aksjomatem przeliczalno$ci. Odpowiedzia
na pytanie Rolina jest ponizszy wynik.

Twierdzenie 14 ([A2] Proposition 5.5). Jesli F, K F 2 jednostajnym
ograniczeniem #cc(F,) < N, a F jest zwarty, to #cc(F) < N.

Jednakze za gtowny wynik rozdziatu 5 nalezy uzna¢ nastepujace nietrywialne
twierdzenie:
Twierdzenie 15. Zaloimy, ze F' = lim F,,, gdzie F, sq zbiorami spéjnymi
i przyymigmy, Ze F nie jest spdjny. Wtedy rodzina cc(F') nie zawiera zbioru
zwartego.

4.3.4. [A3] O punktach realizujgcych odleglo$é od zbioru definiowalnego.

Punktem wyjscia pracy [A3] jest nastepujacy, klasyczny, lemat udowodniony
przez Nasha w jego stynnej pracy [20]:

Lemat 16 ([20]). Niech M bedzie podrozmaitoscig analityczng w zbiorze ot-
wartym @ C R™. Istnieje wowczas otoczenie U C ) zbioru M czynigce zadosé
warunkom:

(i) dla dowolnego x € U istnieje dokladnie jeden punkt m = m(z) € M
realizujgcy odleglosé euklidesowq: dist(z, M) = ||z — m(x)||;
(ii) funkcja m: U > x+— m(x) € M jest analityczna.
Zwigzaé z nim mozna dwa naturalne pytania.
Problem.
(1) Czy podobny wynik zachodzi, gdy M ma osobliwosci?



14 AUTOREFERAT

(2) Jaka jest struktura zbioru ,wyjatkowego” punktow niejednoznacznosci
realizacji odlegtosci?

Pierwsze pytanie prowadzi nas w naturalny sposob na grunt geometrii sub-
analitycznej, wzglednie struktur o-minimalnych. Drugie pytanie natomiast oka-
zuje sie by¢ $cisle zwigzane z dynamicznie rozwijajaca siec w ostatnich latach
teorig rozpoznawania obrazéw, w ktorej centralnym pojeciem jest wiasnie éw
zbior wyjatkowy”, zwany w tym wypadku szkieletem i wprowadzony juz
w latach ‘60 XXw. przez Bluma [5]. Jak dotad nikt wlasciwie nie zwrdcit
dostatecznej uwagi na zwigzek tego zbioru z teorig osobliwodci. Wiekszosé
badan prowadzona byla przy zatozeniu gtadkosci zbioru M (co najmniej klasy
%*.). Naturalna kontynuacja pracy [A3] majaca na celu zbadanie w jaki spos6b
szkielet jest w stanie ,wychwyci¢” osobliwosci zbioru jest praca [A4].

Wyréznimy kilka typow punktéw regularnych dla zbioru M C R™.

Reg, M = {x € M | M jest podrozmaitoscia klasy ¢ w otoczeniu z},

dla k € NU{oo,w}, gdzie €“ oznacza analitycznosé (w tym przypadku piszemy
RegM := Reg, M oraz SngM := M \ RegM dla osobliwosci.)

Duzg role w dowodach odgrywa wazne i z eleganckim dowodem geometryczno-
analitycznym twierdzenie Poly’ego i Raby’ego:

Twierdzenie 17 ([23]). Niech M C R™ bedzie domkniety i niepusty i poldzmy
§(x) = dist(x, M )% Wtedy dla k > 2 lub k € {w, oo},

Reg, M = {x € R" | § jest klasy €* w otoczeniu x} N M.

Ogoélnym odpowiednikiem lematu Nasha jest podane ponizej twierdzenie
z parametrem dla zbioru definiowalnego w ustalonej strukturze o-minimalne;j.
Przyjmujemy dla M C R; x R, jak poprzednio oznaczenie M; na przekrdj w ¢
tj. My = {x € R" | (t,z) € M}. Niech m(t,z) = t.

Zaktadamy, ze M C RF x R” jest niepusty, o lokalnie domknietych przekro-
jach po t i kltadziemy N := 7, (M).

Twierdzenie 18 ([A3] Theorem 2.1). Zatézmy, Ze M jest definiowalny. Wow-
czas istnieje definiowalny zbior W C R¥ x R™ o otwartych przekrojach po t
i taki, ze My C Wy jest domkniety w Wy oraz m(t,z) # @ dla x € Wy, gdzie

m(t,x) = {y € My: ||z —y|| = dist(x, My)}, (t,x) € W.

Ponadto,

(1) multifunkcja m(t,x) jest definiowalna (°);
(2) istnieje definiowalny zbior E C W o nigdziegestych przekrojach i taki,
ze na W

#m(t,x) =1 <= z €W\ Ey;

w szezegolnoSci m: W\ E — R" jest definiowalna;

5Tun. jej wykres {(t,x,y) € W x M | y € m(t,z)} jest definiowalny.
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(3) dla liczby calkowitej p > 2 istnieje zbior definiowalny FP C W za-
wierajgcy E i taki, ze kaidy zbior F} jest domkniety i nigdziegesty;
ponadto, My \ F} = Reg,M; oraz

m(t,-) is €71 w otoczeniu v € Wy \ E; & x ¢ FY.

Przy ustalonym parametrze t mamy tu do czynienia z multifunkcjg punktow
najblizszych = +— m(t,x) do zbioru M;. Przekréj E; zbioru E jest zbiorem
niejednoznacznosci (niejednolistnosci) tej multifunkeji — wspomnianym wyzej
zbiorem ,wyjatkowym”, czy tez szkieletem, ko$ccem wg definicji 21. Punkt
(3) poszerza ten zbiér do zbioru ,wyjadajacego” osobliwosci klasy €? zbioru
M, a wyznaczonego przez gtadkosé klasy €P~! funkcji m(t,-) (jednolistne;
w zbiorze otwartym bedacym dopetieniem F;). Co ciekawe, wszystko zalezy
tu w definiowalny sposéb od wielowymiarowego parametru t.

Ta dobra zaleznos¢ od parametru jest tym istotniejsza wtasnoscia, ze przes-
taje by¢ prawdziwa, gdy sprobujemy przenie$¢ to twierdzenie na przypadek
subanalityczny. Wing za ten stan rzeczy w duzej mierze ponosi fakt, ze funkcja
(t,z) — d(z, M) nie jest na ogdt bez dodatkowych zalozeni subanalityczna,
gdy M jest subanalityczny (cho¢ sama odlegto$¢ z — d(z, M), jak wiadomo,
subanalityczna jest, gdy z € R™; to jedna z najdonosniejszych obserwacyj
w geometrii subanalitycznej). Latwo zobaczy¢ to na przykltadzie, ktory zaczer-
pniemy z survey’'u [C3] (jest to modyfikacja przyktadu z [A3] Remark 3.3).

Niech
“+o00

M ={(z,1/z) |z >0} U Ql{(l/n, —n)} CRxR.

Jest to zbiér subanalityczny, lecz E = J{(1/n,0)} juz nie.
Mimo wszystko subanalityczny analogon twierdzenia zachodzi, gdy pozbe-
dziemy sie parametrow.

Twierdzenie 19 ([A3] Theorem 3.2). Niech M C R" bedzie niepustym,
lokalnie domknietym podzbiorem subanalitycznym. Istnieje wowczas subana-
lityczne otoczenie W D M, w ktorym M jest domkniety i ponadto
(1) multifunkcja m(z) == {y € M: ||z — y|| = dist(z, M)} # @, gdzie
x € W, jest subanalityczna;
(2) zbior E = {x € W: #m(x) > 1} jest subanalityczny i nigdziegesty
(w szczegolnoscim: W\ E — R™ jest funkcjq globalnie subanalitycznag);
(3) istnieje nigdziegesty, subanalityczny zbior F C W domkniety w W
i taki, 2e E C F, FNM = SngM oraz x € W \ E jest punktem
analitycznodci funkcji m wtedy i tylko wtedy, gdy v € W\ F.

Jak wida¢ w punkcie (3) otrzymujemy analityczno$é funkcji m, co jest
konsekwencja znanego lematu Tamma z [28] (ktérego geometryczny dowdd
bez odwotywania sie do desyngularyzacji Hironaki podat Kurdyka w latach
‘80 XXw.). Nalezy podkresli¢, ze dowoéd powyzszego twierdzenia nie polega
na prostym przycinaniu M za pomoca wstepujacego ciagu kostek i stosowa-
niu poprzedniego twierdzenia do zbioréw globalnie subanalitycznych M, =
M N [—v,v]* C R™ Po prostu na ogé! nie ma réwnosci £ = U E,, gdzie E,
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jest zbiorem wyjatkowym otrzymanym dla M,,. Istotnie, jesli M jest suma
potokregow {22+ (y —v)? — (3/4)%,y < v}, to (0,v) € E, \ E, 41 i W szczegdl-
nosci (0,v) ¢ E.

W drugiej czesci pracy badam wtasno$ci multifunkeji m(x) w przypadku
zbioru subanalitycznego M C R" (przy czym twierdzenia zachodza bez zmian
w dowodach réowniez w strukturach o-minimalnych). Jest to multifunkcja pot-
ciagla z gory, tj. limsup,_, m(x) C m(xg) w sensie granicy gérnej Kura-
towskiego, ale juz na ogoét nie ciagta (por. [A3] przyktad 4.5), ani nie typu
Lipschitza wg nazewnictwa Aubina (por. przyktad 4.7 z [A3]). Jednakze mul-
tifunkcja ta ma jedng istotnag wtasnosé, ktérg mozna interpretowaé jako sui
generis geometryczny odpowiednik twierdzenia o rzedzie.

Dla ustalonego punktu xy € E rozwazmy wymiar analityczny (7) k(zq) :=
dim m(zg) oraz zbidér tych punktéw x € E, w ktérych wymiar zbioru punktéw
najblizszych m(x) jest réwny k(zg), czyli zbiér subanalityczny:

E(zo) = {x € E | dimm(z) = dimm/(zo)}.
Otrzymane wyniki wypowiemy zbiorczo:

Twierdzenie 20 ([A3] Theorem 4.10, Theorem 4.13, Example 4.15). W rozwa-
zanej sytuacyi
(1) Jesli k(xg) = n —1 (co jest maksymalnym mozliwym wymiarem), to
dim E(xzg) = 0, tzn. E(z) jest izolowany;
(2) Ogodlnie k(o) +dim E(zg) < n—1 i nierownosé moze by¢ ostra juz dla
k(xg) =1, n=3.

Warto nadmieni¢, ze kilka lat po publikacji dowiedziatem si¢ z ksigzki Can-
narsy i Sinestrari [7], ze punkt (1) powyzszego twierdzenia byt znany z pracy
Albano i Cannarsy [2] w nieco innej formie w przypadku dowolnego zbioru M
i wymiaru rozumianego jako wymiar Hausdorffa (co pokrywa sie z wymiarem
analitycznym w przypadku zbioru subanalitycznego). Punkt (2) natomiast,
udowodniony metodami Scisle wykorzystujacymi topologie ujarzmiona, czeka
dotad na uogdlnienie.

4.3.5. [A4] Szkielet a osobliwosci.

Praca [A4] jest naturalng kontynuacja artykulu [A3], majaca swoje zrodto
w punkcie (3) Twierdzenia 18.

Zaznaczmy raz jeszcze wyraznie, ze badania, na gruncie teorii osobliwosci,
zbioru zwanego szkieletem tj. medial axis czy jego wariantéw, jak to zbioru
centralnego danego obszaru, czy zbioréw konfliktowych, sg umotywowane zas-
tosowaniami w teorii rozpoznawania obrazéw (gdzie szkielet jest podstawowym
pojeciem) i robotyce. Pomimo istnienia catkiem pokaznej literatury tematu,
pozostawaly dotad i pozostaja w tym zakresie duze obszary niezbadane. I to

"Zob. np. [A5] Definition 3.3; chodzi o wymiar najwickszej w sensie inkluzji podroz-
maitosci analitycznej zawartej w danym zbiorze; w przypadku definiowalnym zastepujemy
to przez wymiar ustalonej klasy P, przy czym wynik nie zalezy od p, (réwniez w przypadku
subanalitycznym, na mocy lematu Tamma).
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pomimo faktu, ze zbiory te stanowia przedmiot badan wielu wybitnych matem-
atykow (zob. np. [33]) poczynajac od lat ‘60 XXw. i artykulu Bluma [5].
W szczegdlnoscei dotychezasowe wyniki albo zaktadaty jakis mocny rodzaj gtad-
kosci (por. [8]), lub byly natury az nadto ogdlnej. Nasze podejscie miesci sie
niejako w potowie drogi, zbiory definiowalne bowiem (lub subanalityczne) po-
zostajac bardzo szeroks klasa, wykluczaja zachowania ,patologiczne”.
Opracowanie [A4] podzieli¢ mozna na trzy czesci i jest zdecydowanie zbyt
obszerne (43 strony), aby oméwié je tutaj w szczegotach. Dlatego ograniczymy
si¢ do przedstawienia najwazniejszych wynikow poszczegolnych czesci.
Pierwsza z nich obejmuje ogélne wyniki dotyczace szkieletu i ma na celu
m.in uporzadkowanie (chciatoby sie dodaé¢ ,nareszcie” — w obliczu niewary-
godnego wrecz bataganu panujacego w literaturze w tym zakresie) poje¢ z nim
zwigzanych. Podstawowe definicje sg dwie, z czego najwazniejsza jest nastepu-

jaca.

Definicja 21. Dla zbioru domknietego @ # X C R" rozwazamy multifunkcje
punktow nagblizszych m: R” 3 x — m(z) = {y € X | |ly — z|| = d(z, X)},
gdzie d(x, X)) jest odleglosdcia euklidesowa, i jej zbiér punktéw niejednolistnosci

My ={x e R"|#m(z) > 1} CR"\ X
nazywamy medial axis czyli szkieletem lub inaczej kosécem.

Z drugiej strony mamy zbiér Cx $rodkéw kul maksymalnych (w sensie
porzadku danego inkluzja) zawartych w zbiorze R™ \ X. Zaleznosé pomiedzy
tymi zbiorami jest nastepujaca:

MxCCXCMix

(domkniecie szkieletu znane jest pod nazwa cut locus). Choé jest to fakt
wyraznie funkcjonujacy jako folklor, nie mogac znalez¢ jego dowodu w li-
teraturze, zawarliémy go w pracy ([A4] Theorem 2.25). Jest to zreszta jeden
z wielu przyktadéw whasnosci, ktore bedac intuicyjnie oczywistymi, wymagaja
wcale nieelementarnego rozumowania.

Podobnie, umieszczamy pelny i elementarny dowod charakteryzacji My jako
zbioru punktéw nierézniczkowalnosci kwadratu funkeji odlegtosci ([A4] Theo-
rem 2.23). O fakcie tym wspomina (bez dowodu, odwotujac sie¢ do fundamen-
talnej pracy Clarke’a [9]) Y. Yomdin w swoim artykule [33], waznej pracy, lecz
zawierajacej kluczowy blad (jak to wynika z przykladu zawartego w [4], por.
[P6]), przez co woleliSmy sprawdzi¢ doktadnie omawiane twierdzenie.

W pierwszej czesci zamiesciliSmy réwniez kilka wtasnosci multifunkeji m,
np. pewne nieréwnosci typu Lojasiewicza ([A4] Proposition 2.16, por. [P7]).

Druga cze$¢ pracy poswiecona jest problemowi scharakteryzowania sytuacji,
w ktorej My dochodzi do zbioru X, tzn. opisowi punktow przeciecia My N X.
Wiadomo, ze jest to podzbiér dopelnienia Sng, X punktéow 42 gtadkich zbioru
X, a to na podstawie dawnego wyniku Nasha (Lemat 16) uwspoétczesnionego
w pracy [A3]. Jak pokazuja przyktady, w ktore obfituje [A4], najciekawsze
zjawiska majg miejsce w punktach ¢'-gtadkich zbioru X, oznaczanych jak
pamietamy Reg;X. W celu zbadania ktore z nich sa wychwytywane przez
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domkniecie kos$éca, wprowadzilidémy pojecie nadkwadratowosciiopisali je w [A4]
Proposition 3.13 poprzez odpowiednio rozumiane pojecie rzedu znikania funkcji,
wzorowane na podobnym pojeciu wprowadzonym przeze mnie dla funkcyj c-
holomorficznych w [B1] (por. [C1]). Mozemy to mianowicie stresci¢ nastepu-
jaco: kietek funkcji definiowalnej, niestalej i ciagtej f: (R™",0) — (R,0) jest
nadkwadratowy wtedy i tylko wtedy, gdy ordyf € (0,2), gdzie

ordof = sup{n > 0| |f(x)| < const.||z||", ||z|| < 1}.

Oproécz problemu osiggania osobliwosci, z punktu widzenia metrycznego in-
teresowato nas wyznaczenie stozka stycznego Peany

Co(Mx)={veR"|3IMx 32, — a,3t, >0: t,(x, —a) — v}

w punkcie a € Mx N X. W pelni udato si¢ rozwiaza¢ przypadek ptaszczyzny
w twierdzeniach 3.19, 3.21, 3.24 oraz 3.27 w [A4], ktére — pomijajac szczeglly
— zbiorczo mozna wypowiedzie¢ nastepujaco:

Twierdzenie 22 ([A4] 3.19, 3.21, 3.24, 3.27). Niech X C R? bedzie krzywq
definiowalng, 0 € X. Wowczas

(1) 0 € My wtedy 1 tylko wtedy, gdy albo 0 € Sng, X i kielek w zerze X \{0}
ma przynajmniej dwie sktadowe spojne, lub 0 € Regy X N Sng, X 7 X
jest w zerze wykresem funkcji nadkwadratowey.

(2) Jezeli 0 € My, to stozek styczny Co(Mx) sklada si¢ z pélprostych
dwusiecznych kgtow utworzonych z potprostych skiadajgcych sie na sto-
zek styczny Co(X) dobieranych parami wg galezi ,przyczyniajacych sie
do Mx w zerze”.

Dla hiperpowierzchni w R™ z n > 2 nie mamy az tak pelnej rownowaz-
nosci. Azeby pokaza¢, ze My osiaga punty osobliwe Sng; X stosujemy tech-
niki zbieznosci Kuratowskiego i wynik dotyczacy zachowania koscca w rodzi-
nach definiowalnych (artykut [P7] w recenzji), cho¢ mozna tu podaé tez dowdd
bezposredni (jednakze bardzo techniczny). Dodatkowo otrzymujemy informa-
cje na temat stozka stycznego:

Twierdzenie 23 ([A4] Theorem 4.6). Jezeli X C R" jest zbiorem definiowal-
nym, 0 € X oraz V = %X) ma wnetrze puste i nie jest zawarty w zZadnej
hiperpowierzchni, to 0 € Mx i Co(Mx) D My .

Istotna jest tutaj obserwacja, ze w rozwazanej sytuacji 0 € My i My jest
stozkiem.

W punktach Reg, X sytuacja sie komplikuje i musimy uciekac sie do rozwaze-
nia kilku przypadkéw szczegdlnych (w szczegdlnosei otrzymujemy naturalng
obserwacjg, ze do hiperpowierzchni klasy ! koéciec sig¢ nie zbliza, por. [A4]
Theorem 4.19). Stosowane tu metody prowadza do rozwazenia uogdélnionego,
geometrycznego promienia krzywizny, ktoremu jest po$wiecona ostatnia, trze-
cia czes¢ opracowania.

W trzeciej czesci kluczowa jest definicja 4.24 promienia osiggalnosci. Oz-
naczmy przez V, przeciecie stozka normalnego do X w a ze sferg jednostkowsg
(jesli @ € m(x), to x — a lezy w stozku normalnym do X w a).
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Definicja 24. Definiujemy staby promien osiggalnosci poprzez
/ o
'(a) = inf r(a),

gdzie
ry(a) =sup{t > 0| a € m(a+tv)}

jest kierunkowym promieniem osiggalnosci (inaczej v-promieniem osiggalnosci).
Nastepnie ktadziemy

~ _ 1 . f /

7@ = .
i nazywamy to granicznym promieniem osiggalnosci. Wreszcie promien o0sig-
galnosci jako taki definiujemy poprzez

r(a) = {r’(a), a € Reg, X,
min{r’(a),7(a)}, a € Sng,X.

Jesli a € intX, to stozek normalny N,(X) = {0}, zaczem V, = &, co daje
r’(a) = 400 (jako infimum po zbiorze pustym).

Oczywiscie, jezeli X jest hiperpowierzchnia, to w a € Reg; X mamy V, =
{v(a), —v(a)}, gdzie v jest lokalnym polem wersoréw normalnych.

Koniecznos$é rozpatrzenia kresu dolnego po wszystkich kierunkach normal-
nych promieni kierunkowych w a wynika z potrzeby uwzglednienia krzywizny
zbioru i ma na celu uzyskanie w miare¢ mozliwosci skonczonej liczby, np. dla
X ={y =2?} C R* mamy '(0) = r(,1)(0) = 1/2 < r_1,0)(0) = +oo.

Wprowadzenie promienia granicznego z kolei jest umotywowane chociazby
przyktademzbioru X = {y = |z|}, dla ktoérego r'(0) = 400, gdy tymczasem
lim inf x\ {0}50—0 7'(2) = 0. Z drugiej atoli strony, jesli wzig¢ X = ((—oo, —1]U
[1,400)) x {0}, to 7(—1,0) = +00, a promien kierunkowy daje nam natomiast
inf, ey, 70(—1,0) = 1. To wyjasnia wziecie minimum w definicji.

Po przebadaniu wlasnosci otrzymanej funkcji z — r(z) dochodzimy do
twierdzenia o jej definiowalnosci ([A4] Theorem 4.32). Wykazujemy ponadto,
ze zbior jej zer pokrywa sie ze zbiorem My N X ([A4] Theorem 4.35).

4.3.6. [A5] O otwartych odwzorowaniach analitycznych i subanalitycznych.

Badanie zachowania koséca tj. medial axis po deformacji zbioru w duchu
artykultu [8] naprowadzito mnie na pewne pytania dot. warunkéw gwarantuja-
cych otwarto$¢ odwzorowania subanalitycznego. W 2013 w ramach wymiany
profesoréw Erasmus podpisanej za moim staraniem pomiedzy Uniwersytetem
Jagiellonskim a Uniwersytetem Angers w Angers we Francji, goscit w Krakowie
prof. Jean-Jacques Loeb, jak sie okazalo, zajmujacy sie podobna problematyka.
W wyniku naszej zawigzanej wowczas wspdtpracy powstal artykut [A5].

Zastosowanie zbieznosci Kuratowskiego do charakteryzacji otwartosci od-
wzorowan:

Lemat 25 ([A5] Lemma 3.8). Niech f: Q — R™ bedzie odwzorowaniem cig-
gtym zdefiniowanym na lokalnie domknietym zbiorze 0 C R™. Na to, aby f bylo
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otwarte na obraz (tj. w f(Q) rozwazamy topologie indukowang z R™ ) potrzeba
i wystarcza, aby widkna f~(y) byly ciggle w sensie zbieznosci Kuratowskiego.

pozwolito na uzyskaniem w raczej prosty sposéb (*) dowodu nastepujacego
twierdzenia charakteryzujacego otwartos¢ odwzorowania subanalitycznego kla-

sy €.

Twierdzenie 26 ([A5] Theorem 3.14). Niech f: Q — R" bedzie otwartym
odwzorowaniem subanalitycznym, lub defintowalnym w jakiejs strukturze o-
minimalnej, i klasy €1 w obszarze 0 C R™. Wéwczas f jest otwarte wtedy
1 tylko wtedy, gdy

(1) Vy, dim f~}(y) < 0;

(2) Jakobian Jacf nie jest znakozmienny (ani stale réwny zeru,).

Przy zalozeniu otwartosci odwzorowania f do punktu (1) wystarcza juz
sama cigglod¢, a subanalityczno$é jest zalozeniem istotnym (zob. przyktad
4.11 z [A5]).

Powyzszy wynik stanowi przeniesienie na przypadek rzeczywisty podob-
nej, klasycznej, charakteryzacji otwartosci funkeyj holomorficznych. Czesciowe
wyniki (dla wielomianéw i dla funkcyj analitycznych rzeczywistych) byty up-
rzednio uzyskane przez J. M. Gamboe i F. Rongg [15] oraz przez M. W. Hirscha
[16].

W dalszej czesci pracy rozwazamy zwiagzki pomiedzy otwartosciag a wlasci-
woscig odwzorowan analitycznych. W szczegélnosci kierujemy sie nastepuja-
cym pytaniem:

Problem. Jesli f jest rzeczywistym, wilasciwym (°) (sub)analitycznym odw-
zorowaniem klasy €' pomiedzy R-analitycznymi powierzchniami rzeczywistymi
orientowalnymi i f zachowugje orientacje, to czy musit mieé¢ skonczone wtokna?

Przyklad 4.11 z [A5] natychmiast kaze skredli¢ przedrostek ,sub” w tym
pytaniu.

Twierdzenie 27 ([A5] Theorem 4.5). Jesli f: U — V jest odwzorowaniem
analitycznym wtasciwym pomiedzy obszarami U,V C R? oraz Jacf nie jest
znakozmienny i Jacf #Z 0, to w przypadku, gdy U jest jednospojny, f ma
wtokna dyskretne 1 jest wiec odwzorowaniem otwartym.

Artykut zawiera szereg nietrywialnych przyktadow (w szczegblnosci podroz-
dziat 4.2 podaje ogélna metode znajdowania pewnego ich typu). Dodatkowa
motywacja byt tu fakt, ze wtasciwie poza przyktadem Pinczuka nie sg znane
przyklady (proste!) otwartych odwzorowan wielomianowych R? w siebie, ktore
nie bytyby odwzorowaniami wtasciwymi.

Praca konczy sie dodatkiem, w ktérym podajemy m.in. kilka dowodow
twierdzenia typu Jordana-Brouwera orzekajacego, ze zwarta rzeczywista hiper-
powierzchnia analityczna nie rozspaja obszaru w R™ ([A3] Theorem J).

8Stosuje sie w nim m.in. twierdzenie o rzedzie oraz stopien Brouwera.
IPrzeciwobraz kompaktu jest kompaktem.
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4.3.7. [A6] Krotnosé a problem pull-backu.

Ostatnia prezentowana praca wraca nas do geometrii analitycznej zespolone;.
Artykut [A6] poswiecony jest uogdlnieniu wzoru Spodziei z [26], a mianowicie:

Twierdzenie 28 ([A6] Theorem 2.3). Niech p: C™ x C" 3 (z,y) — y € C"
i niech A C C™ x C" bedzie nierozkladalnym zbiorem lokalnie analitycznym
wymiaru k. Zaktadamy, ze p~*(0) N A = {0}. Wéwczas

i(p~1(0) - A;0) = 1mg(pla) - degy p(A).

Twierdzenie powyzsze laczy krotnosé i(p=*(0) - A;0) przeciecia izolowanego
p~1(0)N A = {0}, liczona metoda geometryczng wprowadzong przez Achillesa,
Tworzewskiego i Winiarskiego w [1], ze stopniem lokalnym (liczba Lelonga)
rzutu p(A) (jest to zbiér analityczny w zerze na mocy twierdzenia Remmerta
o rzucie wlasciwym) i tzw. krotno$cig reqularng

mo(p|la) = limsup #(p '(y) NANU),
Regp(A4)3y—0

gdzie U jest dostatecznie matym otoczeniem zera. Jest to drobna, acz istotna,
modyfikacja powszechnie uzywanej (i nierzadko mylonej z powyzsza) krotnosci
geometrycznejmo(p|a), dla ktorej granice gérng liczymy po p(A) 3 y — 0, anie
tylko po czesci regularnej zbioru. Zachodzi nieréwnos$é mo((pla) = mo(pla) a
przyktad 2.1 z [A6] pokazuje, Ze ta nierownos$é¢ moze by¢ ostra. Oryginalny wzor
Spodziei dotyczyt przypadku, ktory uzyskujemy biorgc w podanym twierdze-
niu za A wykres funkcji holomorficznej f okre$lonej w otoczeniu zera w C™
i przyjmujacej wartosci w C". Przy tej interpretacji p(A) to jej obraz, a krot-
no$¢ przeciecia wyraza krotno$é zera f~(0) = {0}. Krotnosci geometryczna
i regularna to w tym wypadku mg(f) = mo(p|gatr) 1 Mo(f) = Mo(p|grats)-

Uzyskany wynik pozwala nam przeprowadzi¢ elementarny dowod waznego
twierdzenia Ebenfelta-Rothschild z pracy [14] dotyczacej obrazéw rzeczywis-
tych podrozmaitoséci analitycznych przez odwzorowania holomorficzne skon-
czone (19):

Twierdzenie 29 ([14], [A6] Theorem 1.2). Niech F': (C™,0) — (C™,0) bedzie
kietkiem odwzorowania holomorficznego skoriczonego, a V-C C™ zespolonym
kietkiem analitycznym w zerze. Zaktadamy, ze V. = F~YF(V)) tj. V jest
swoim petnym pull-backiem, oraz ze V' jest kietkiem gladkim. Jezeli jakobian

JacF|y # 0, to F(V) jest gladki.

Warto nadmienié, ze autorzy [14] stawiaja pytanie, czy mozna opuscié¢ za-
lozenie o jakobianie (zalozenie, ze mamy do czynienia z pelnym pull-backiem
jest natomiast istotne, por. [A6] Example 1.3). OdpowiedZ jest twierdzaca
w przypadku dim V' = 1, albowiem gltadkos¢ krzywej analitycznej réwnowazna

0¢zyli majace skoficzone wlékna. Lokalnie oznacza to wlasciwoéé takiego odwzorowa-
nia, a co za tym idzie, lokalnie — po wyizolowaniu jednego punktu z widékna — mamy
do czynienia z tzw. nakryciem rozgalezionym, tj. poza nigdziegestym zbiorem analitycznym
w obrazie scharakteryzowanym przez spadek liczby punktéw we widknie, nakryciem topo-
logicznym i holomorficznym.
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jest jej normalnosci (M), elementarny dowéd tego faktu podat po Ebenfelcie
i Rothschild Lebl w [17]. Stosowane przez mnie metody w [A6] rzucaja nowe
Swiatto na problem i daja nadzieje na nowe otwarcie (praca [17] konczy sie
ciekawa obserwacja na temat braku mozliwosci rozwigzania problemu meto-
dami algebraicznymi).

Na koniec dodajmy, ze dowdd twierdzenia wymaga w szczegdlnosci powiaza-
nia krotnosci generycznej F wzdtuz V', zdefiniowanej jako

my F = min{m,F |z € V}
z krotno$ciami geometryczna F' i regularna w zacie$nieniu do V:
mo(F) = my (F) - 1ig(Fv),

oczywiscie przy zatozeniu, ze kietek analityczny V jest pelnym pull-backiem
([A6] Proposition 3.3). Kluczowa dla dowodu obserwacja jest to, ze nieznikanie
JacF wzdtuz V réwnowazne jest temu, ze my (F) =1 ([A6] Lemma 3.4).

5. OMOWIENIE POZOSTALYCH OSIAGNIEC NAUKOWO-BADAWCZYCH.
Poza artykulami [A1]-[A6] jestem

e autorem czterech artykuléw i wspétautorem jednego artykutu [B1]-[B5],
wszystkich pieciu opublikowanych w czasopismach z listy JCR,

[B1] Maciej P. Denkowski, The Lojasiewicz exponent of c-holomorphic mappings, Ann.
Polon. Math. vol. 87 (2005), 63-81;

[B2] Maciej P. Denkowski, A note on the Nullstellensatz for c-holomorphic functions, Ann.
Polon. Math. vol. 90 (2007), 219-228;

[B3] Maciej P. Denkowski, Regular separation with parameter of complex analytic sets, Kodai
Math. J. vol. 30 (2007), 429-437;

[B4] Maciej P. Denkowski, Residue calculus for c-holomorphic functions, Ark. Mat. vol. 47
(2009), 73-89;

[B5] Ewa Cygan, Maciej P. Denkowski, Singular points of weakly holomorphic functions,
Bull. Sci. Math. vol. 140 issue 6 (2016), 657-674.

e autorem lub wspétautorem pieciu artykutéw [C1]-[C5] opublikowanych
w czasopismach, ktore w roku publikacji nie znajdowaly sie na liscie JCR,

[C1] Zofia Denkowska, Maciej P. Denkowski, Kuratowski convergence of the sections of a
definable set, Ricerche Mat. LIII.2 (2004), pp. 291-300;

[C2] Maciej P. Denkowski, On the order of holomorphic and c-holomorphic functions, Univ.
Tagellon. Acta Math. 45 (2007), 47-61;

[C3] Zofia Denkowska, Maciej P. Denkowski, A long and winding road to definable sets,
J. Sing. vol. 13 (2015), 57-86;

[C4] Maciej P. Denkowski, A remark on the intersections of subanalytic leaves, Opuscula
Math. vol. 36 no.4 (2016), 471-479;

[C5] Maciej P. Denkowski, Sur la connexité de ’axe médian, Univ. Iagell. Acta Math. vol.
53 (2016), 7-12.

HNormalnogé zbioru analitycznego mozna zdefiniowaé analitycznie: kazda funkcja holo-
morficzna na czesci regularnej zbioru i lokalnie ograniczona przy osobliwos$ciach — czyli stabo
holomorficzna — jest zaciesnieniem funkcji holomorficznej z otoczenia zbioru w przestrzeni
okalajacej.
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e wspotautorem jednego rozdzialu monografii,

[D1] Zofia Denkowska, Maciej Denkowski, Fonctions et Ensembles Analytiques, pierwszy
rozdzial monografii Z. Denkowska, J. Stasica, Ensembles Sous-analytiques a la Polo-
naise, Hermann Paris, 2007.

e autorem siedmiu preprintéw dostepnych na stronie arxiv.org recenzowa-
nych obecnie w czasopismach z listy JCR (dwa z nich otrzymaly niedawno
pozytywne recenzje z wymogiem jednak przeprowadzenia kilku korekt):

[P1] Maciej P. Denkowski, The complex gradient inequality with parameter,
arXiv:1403.7444 (2014), w recenzji;

[P2] Maciej P. Denkowski, On the compler Lojasiewicz inequality with parameter,
arXiv:1406.1700 (2014), w recenzji;

[P3] Maciej P. Denkowski, On the growth exponent of c-holomorphic functions with algebraic
graphs, arXiv:1406.5293 (2014), w recenzji;

[P4] Maciej P. Denkowski, A c-holomorphic effective Nullstellensatz with parameter,
arXiv:1406.5310 (2014), w recenzji;

[P5] Maciej P. Denkowski, The Kuratowski convergence of medial azes, arXiv:1602.05422
(2016), w recenzji;

[P6] Maciej P. Denkowski, On Yomdin’s version of a Lipschitz Implicit Function Theorem,
arXiv:1610.07905 (2016);

[P7] Maciej P. Denkowski, Paulina Pelszynska, On definable multifunctions and Lojasiewicz
inequalities, arXiv:1610.09401 (2016), w recenzji.

e autorem i wspotautorem dalszych czterech preprintow w trakcie korekty,
nieosiggalnych chwilowo w sieci:

[N1] Maciej P. Denkowski, The Bernstein- Walsh-Siciak theorem for analytic hypersurfaces
(2015);

[N2] Anna Denkowska, Maciej P. Denkowski, UPC' condition with parameter for subanalytic
sets (2015);

[N3] Anna Denkowska, Maciej P. Denkowski, Marta Kornafel, Linear programming on non-
compact polytopes and the Kuratowski convergence with applications to economics
(2016);

[N4] Maciej P. Denkowski, Mihai Tibar, Normally embedded spaces (2016);

[N5] Maciej P. Denkowski, Wiestaw Pawtucki, Rafal Pierzchala, A Wirtinger-type inequality
in o-minimal structures and related questions (2015).

Ponizej omowie pokrotce zawartos¢ opublikowanych prac.

5.1. Teoria funkcyj c-holomorficznych i efektywne nieréwnosci to-
jasiewicza w geometrii zespolonej.

5.1.1. Funkcje c-holomorficzne: prace [B1], [B2], [B4], [C2].

Funkcje c-holomorificzne wprowadzone przez Remmerta w jego fundamen-
talnej pracy o rzutach zbioréw analitycznych zespolonych [25] stanowia jedna
z mozliwosci przeniesienia pojecia funkcji holomorficznej na zbiory anality-
czne (czy ogblniej — przestrzenie analityczne), a wiec zbiory z osobliwosciami.
Mieszcza sie doktadnie pomiedzy pojeciem funkeji silnie holomorficznej (tj.
takiej, ktora lokalnie ma przedtuzenie analityczne na otoczenie w przestrzeni
okalajacej dany zbiér analityczny) a pochodzacym od Cartana pojeciem funkcji
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stabo holomorficznej (czyli takiej, ktora jest okreslona i holomorficzna w punk-
tach regularnych oraz lokalnie ograniczona przy osobliwosciach).

Definicja 30 (Remmert [25]). Funkcja f: A — C okreslong na zbiorze anali-
tycznym A C €, gdzie Q2 C C™ jest otwarty, nazywamy c-holomorficzng, gdy
jest ciggta na A i holomorficzna w punktach regularnych RegA.

Przy ustalonym zbiorze (kietku) analitycznym (lub przestrzeni analitycznej)
A mamy inkluzje pomiedzy pierscieniami funkcyj kolejno — stabo holomor-
ficznych, c-holomorficznych i silnie holomorficznych: O, (A) C O.(A4) C O(A).

Pomimo zainteresowania, jakie te funkcji wzbudzity u Whitney’a, Hervégo
czy Lojasiewicza (autoréow klasycznych i doskonaltych podrecznikéw z geometrii
analitycznej zespolonej), funkcje te pozostawaly przez dtugie lata zapoznane.
Staty sie przedmiotem mojej rozprawy doktorskiej, z ktorej opublikowatem
pézniej artykuty [Bl], [B2], [B4] jak réwniez [B3] i po czesci [B5]. Tematyka
ta zajmuje sie réwniez w najnowszych prepritnach [P2], [P3], [P4].

Funkcje c-holomorficzne maja wtasnoéci podobne do tych, ktore znamy
z przypadku holomorficznego (np. spetniaja zasade identycznosci, zob. [B2]).
Jednak brak struktury rozzniczkowej w klasie funkcji c-holomorficznych wymu-
sza stosowanie metod czysto geometrycznych w celu uzyskania analogonow
odpowiednich wynikéw. Ot chociazby sam fakt analitycznogci zbioru zer f~1(0)
funkcji c-holomorficznej nie jest w pierwszej chwili oczywisty. Kluczowsg role
w dowodach odgrywa charakteryzacja funkcyj c-holomorficznych wsrod funkeyj
ciagltych na A: sa to dokltadnie te funkcje, ktorych wykresy sa analityczne (stad
np. analitycznosé f~1(0) jako zbioru utozsamialnego z przecigciem wykresu f
z A).

Moje badania skoncentrowaty sie na liczbowych niezmiennikach biholomorfi-
zmow dla tych funkcji. Chodzi tu przede wszystkim o jakze wazng i cieszaca
sie niemalejacym od lat powodzeniem nieréwnoscia f.ojasiewicza w wersji efek-
tywnej: problem jest lokalny, ustalmy tedy kietek analityczny (A,0) ¢ C™
i kietek c-holomorficzny f: (A4,0) — (C*,0) — spetia on nieréuwnosé fo-
jasiewicza w zerze tzn. istniejg takie state a, ¢ > 0, ze dla x € A w odpowiednio
malym otoczeniu zera mamy (por. [B1])

1f (@) = ¢~ d(z, f71(0))~.
Oczywiscie w malym otoczeniu zera odlegto$¢ euklidesowa wystepujaca po
prawej jest mniejsza od 1, co oznacza, ze mozna dowolnie zwigksza¢ wyktad-
nik. Minimalny wyktadnik, tj. kres dolny wyktadnikéw a > 0, przy ktérych
powyzsza nier6wno$é jest spetlniona przez f z pewna stalg ¢ w otoczeniu zera
oznaczamy L(f;0) i nazywamy wykladnikiem Lojasiewicza f w zerze. Badania
tego wyktadnika w przypadku holomorficznym trwajg bez mata czterdziesci—
pieédziesiat lat (wsréd autoréw prac na ten temat wymienimy mniej wiecej
chronologicznie Teissiera, Ptoskiego, Chadzynskiego, Krasinskiego, Ha, Two-
rzewskiego, Cygan, Spodzieje, Jelonek, Bivia-Ausina, i nie jest to bynajmniej
kompletna lista). W przypadku zespolonym, w odrdznieniu od rzeczywistego,
uzyskuje sie rozne efektywne oszacowania L£(f;0) wiazac ten wykladnik z rze-
dem znikania funkcji ordyf i jej krotnoscia lokalna (w przypadku izolowanym



AUTOREFERAT 25

to podana przy opisie [A6] liczba mg(f) blisko zwiazana z rzedem znika-
nia a wigc i z odpowiednikami twierdzenia Bezouta dla przypadku holomor-
ficznego; w kazdym wypadku definiuje sie ja za pomocg teorii przecieé¢, naj-
lepiej w ujeciu Drapera-Tworzewskiego [13], [32]).

Pierwsza trudnos¢ napotkana w przypadku c-holomorficznym to pozorny
brak odpowiednika rzedu znikania ordyf, czyli stopnia pierwszej niezerowej
formy z rozwiniecia f w szereg form jednorodnych w zerze. I tu wkracza ge-
ometria: ordgf mozna zdefiniowaé jako kres gérny tych wyktadnikéw n > 0,
dla ktérych |f(z)|] < const.||z||” w otoczeniu zera na A (zob. [B1] i [C2]).
W [B1] pokazujemy za pomoca wielomianéw charakterystycznych (uzyskanych
z ustawienia wykresu do rzutowania wlasciwego wzdtuz podprzestrzeni z dzie-
dziny), ze supremum jest osiggane i jest liczba wymierna. Podobnymi tech-
nikami uzyskujemy oszacowanie wyktadnika £(f;0) przy uzyciu mo(f), rzedéw
znikania sktadowych f i stopnia lokalnego deg, A uogdlniajace wynik Ptoskiego
na przypadek c-holomorficzny, tzn. pracujac przy zatozeniu, ze A ma staly
wymiar k a f ma zero izolowane w zerze. W [C2] z kolei badamy nieréwnos¢ Lo-
jasiewicza dla funkcji skalarnej pokazujac, ze L(f;0) = ordyf réwniez w przy-
padku c-holomorficznym i ze ordy f jest stopniem w zerze analitycznego cyklu
zer Z; = graf f - (C™ x {0}) w sensie Drapera [13] (*?).

Drugim waznym wyktadnikiem, dla ktoérego poszukuje sie efektywnych osza-
cowan jest wyktadnik Nulllstellensatz Hilberta (ponownie mozemy wymieni¢
prace takich autorow jak Brownawell, Ptoski, Tworzewski, Cygan, Jelonek
czy Berenstein i Yger). W artykule [B2] przenosimy Nullstellensatz w wersji
Ptoskiego-Tworzewskiego oraz w wersji Cygan dla przeciecia niewtasciwego
na przypadek c-holomorficzny: jesli A C {2 ma staly wymiar k& a okreslona
na A funkcja c-holomorficzna ¢ znika na zbiorze zer zestawienia funkcyj c-
holomorficznych (f1,..., fa) , to przy zalozeniu, ze przeciecie N7, f;(0) jest
wladciwe (tj. minimalnego mozliwego wymiaru: tutaj k& — n) lub izolowane,
mamy g€ Zr = Y  h;fi w otoczeniu punktu a € f~1(0), przy pewnych
wspotezynnikach c-holomorficznych h; w tym otoczeniu, gdzie deg, Z to sto-
pien lokalny cyklu zer graf f - (2 x {0}") (w sensie Drapera [13] lub Achillesa-
Tworzewskiego-Winiarskiego [1] odpowiednio; w tym ostatnim przypadku ma-
my do czynienia z mg(f)). Otrzymujemy réwniez pewna wersje Nullstellensatz
dla funkcyj stabo holomorficznych, przy odpowiednio zdefiniowanym zbiorze
zer (istotna tu jest charakteryzacja stabej holomorficznosci poprzez konstruo-
walnosé (**) wykresu, zob. [B2]).

Powracam do tych zagadnien w wersji z parametrem w preprintach [P2],
[P4] jak réwniez [P3], ktory jest poswiecony szczegblnemu przypadkowi fynkcy]
c-holomorficznych o wykresach algebraicznych jako uogélnieniu wielomianow
(zachodzi odpowiednik twierdzenia Bezouta w tej klasie, gdy zdefiniujemy
odpowiednik stopnia jako wyktadnik wzrostu w nieskonczonosci).

120yk] analityczny to suma formalna zbioréw analitycznych tworzacych rodzine lokalnie
skoniczong, z przypisanymi im krotnosciami calkowitymi.

1?’Najproéciej powiedzied, ze zbidr jest konstruowalny analitycznie, gdy jest lokalnie skon-
czona suma roéznic zbioréw analitycznych zespolonych.
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Site metod geometrycznych ukazuje praca [B4] bedaca przeniesieniem teorii
residuéw (w jezyku pradéw analitycznych w ujeciu Coleffa-Herrery) na przy-
padek c-holomorficzny (gdzie, przypomnijmy nie ma a priori zadnych wtas-
nosci rozniczkowych do dyspozycji, a na nich opiera si¢ klasyczna teoria wielo-
wymiarowych residuéw holomorficznych typu Bochnera-Martinellego). W szcze-
gblnosci otrzymujemy np. odpowiednik wzoru Poincarégo-Lelonga w przy-
padku c-holomorficznym (wszystko opiera sie na odpowiednim przejsciu przez
wykres). Dalszy krok, czyli przeniesienie teorii residuéw na przypadek funkcyj
stabo holomorficznych zostal wykonany w pracy doktorskiej Richarda Larkénga,
ucznia Matsa Anderssona.

5.1.2. Efektywna nieréwnosé Lojasiewicza z parametrem: [B3].

Omawiana powyzej nieréwnos¢ Yojasiewicza otrzymujemy dzieki separacji
reqularnej Y.ojasiewicza wykresu od ,,podstawy”. Otéz dwa zbiory analityczne
(czy ogblniej subanalityczne), spelniaja warunek separacji regularnej tzn. nie
moga by¢ nieskonczenie styczne, czyli w otoczeniu a € X NY, gdzie XY
sa — zgodnie z omawiang sytuacja — zespolone analityczne (takie zbiory sa
w szczegblnosci subanalityczne), mamy dla pewnych statych C, 5 > 0,

d(z,X)+d(z,Y)>C-d(z,XNY)?

i podobnie jak wczesniej interesuje nas optymalny wyktadnik 5 > 0. Dzieki
twierdzeniu Lojasiewicza-Wachty w przypadku subanalitycznym, wiadomo, ze
taka nieréwno$¢ spelmiona jest réwniez z parametrem, tzn. po przekrojach
zbioréw X,Y C R¥ x R”, przy czym wykladnik jest niezalezny od parametru
(stata C' natomiast na ogél jednak oden zalezy). W pracy [B3] pokazujemy
odpowiednik zespolony twierdzenia f.ojasiewicza-Wachty [19] metodami czysto
zespolonymi (i geometrycznymi) i otrzymujemy wersje efektywna w przypadku
przecie¢ izolowanych w przekrojach. W szczegdlnosci podajemy tez warunek
na uniezaleznienie statej C' od parametru i otrzymujemy efektywng nierownosé
Lojasiewicza dla rodziny c-holomorficznej z zerami izolowanymi. Ta praca
stanowi poczatek naszych badan ,z parametrem” rozwijanych potem czy to
w przypadku zespolonym, czy rzeczywistym w pracach [A3], [P1]-[P4] i [N2]
(). Jest to problematyka $ciéle zwigzana z multifunkcjami analitycznymi,
a co za tym idzie, w naturalny sposob rowniez ze zbieznosciag Kuratowskiego
i asymptotyka. W preprincie [P1] badamy nieréwnos$é gradientowq Lojasiewicza
w rodzinie holomorficznej ze stata liczba Milnora. Preprint [N1] dotyczy pred-
kosci aproksymacji algebraicznej zbioréw analitycznych w duchu Bilskiego [3].

MwWiasnosé UPC czyli jednostajnych ostrzy wielomianowych jako geometryczny warunek
na brzeg zbioru grubego gwarantujacy, ze na tym zbiorze spelniona jest nieréwnos¢ Markowa,
jedna z centralnych nieréwnosci w teorii aproksymacji, wprowadzona zostala w [21]. W [N2]
dowodzimy odpowiednika twierdzenia z [21] z parametrem.
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5.1.3. Osobliwosci funkcyj stabo holomorficznych: [B5].

Jak wspomnielismy wyzej, funkcje stabo holomorficzne Cartana sa pod-
klasa funkcyj c-holomorficznych Remmerta. Praca [B5] jest poswiecona bada-
niu dwojakiego typu ich punktéw osobliwych: z jednej strony zbioru punk-
tow, w ktorych dana funkcja stabo holomorficzna nie jest silnie holomor-
ficzna, z drugiej tych punktéw, w ktorych nie jest ciagla (pierwszy z nich jest
analityczny, drugi tylko konstruowalny; podobna problematyke podejmowat
D. Massey). Ten ostatni zbior jest $cisle zwiazany z punktami nierozktadal-
nosci A~ rozwazanego zbioru analitycznego A. Pokazujemy analityczng kon-
struowalno$¢ zbioru A~ a nastepnie badamy skojarzony z nim cykl analityczny.

Doktadniej chodzi o to, ze konstruowalnosc funkcji

pu(x) = #{sktadowe nierozktadalne kietka (A, x)}

gwarantuje na mocy twierdzenia Tworzewskiego z [32] istnienie jednoznacznie
wyznaczonego cyklu analitycznego Z o nogniku () |Z] = A i takiego, ze u to
doktadnie stopien lokalny cyklu Z. Otrzymany cykl w pewnym sensie koduje
typy osobliwosci zbioru A. Co ciekawe, dostarcza tez naturalnych przyktadow
cykli nieefektywnych czyli takich, ktorych nie wszystkie wspotczynniki sa nieu-
jemne. Twierdzenie Cartana o koherencji pozwala nam réwniez uzyskac twier-
dzenie charakteryzujace silng holomorficzno$¢ kietkow stabo holomorficznych
poprzez przestrzen styczna Zariskiego do domknigcia wykresu: nie moze za-
wieraé sie w niej os pionowa.

5.2. Geometria rzeczywista.

5.2.1. Od geometrii subanalitycznej do struktur o-minimalnych: [C3|, [D1],
[C4].

Jak wspominatem juz wczesniej, artykul przegladowy [C3] jest wlasciwie
pierwszym opracowaniem przedstawiajacym cala historie topologii ujarzmionej:
od zbioréw semi-algebraicznych (z podstawowym wynikiem Tarskiego-Seiden-
berga), semi-analitycznych (wprowadzonych przez fojasiewicza), subanality-
cznych (zapoczatkowanych i rozwijanych w pierwszym rzucie przez Lojasiewi-
cza, Hardta, Hironake i Gabrietowa) po struktury o-minimalne (wprowadzone
przez van den Driesa z Millerem) i zbiory semi- i subpfaffowskie (wg pomystu
Moussu’ego rozwijane dalej przez Liona, Roche’a i Hajte), podkreslajac réznice
ich zastosowania np. w ukladach dynamicznych (Moussu, Rolin,...) czy op-
tymalizacji (Tamm, Bolte, Daniilidis,...). Wczesniej bratem udzial w opra-
cowywaniu ksigzki [D1], w ktérej jestem wspoélautorem pierwszego rozdzia-
tu dotyczacego funkcyj i zbioréw analitycznych (rzeczywistych i zespolonych
z podkresleniem réznic). Geometria subanalityczna przezywa ostatnio rene-
sans za sprawa ponownego zainteresowania ze strony specjalistéw od sterowa-
nia optymalnego. Jednak zbiory subanalityczne czesto mylnie traktowane sg

15Chodzi o sume mnogosciowa zbioréw skladajacych sie na cykl Z.
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jako szczegdlny przypadek struktury o-minimalnej, a to bez dodatkowego za-
lozenia dotyczacego kontroli w nieskoriczonosci (czy ogdlniej przy brzegu) jest
btedem.

W notce [C4] zajmuje sie warunkiem gwarantujacym gtadkosé przeciecia
dwu platéw subanalitycznych (tj. podrozmaitosci analitycznych i subanality-
cznych), ogblniejszym niz warunek transwersalnosci przecigcia, a wykorzystu-
jacym stozek styczny. Jako produkt uboczny otrzymuje pewng zasade iden-
tycznodci dla podrozmaitosci analitycznych rzeczywistych. Sam problem ma
swoje zroédla po czesci w pracach [A4] i [A6].

Do geometrii rzeczywistej i zespolonej jednoczes$nie nalezy réwniez preprint
[N4], w ktérym wspdlnie z M. Tibarem podajemy warunki konieczne i dostate-
czne na to, by zespolona hiperpowierzchnia byta ,zanurzona normalnie” ('9).
Wykorzystujemy przy tym techniki zwigzane z nakryciami rozgaltezionymi.
Podobnie preprint [N5], bedacy wstepem do geometrycznej teorii miary w stru-
kturach o-minimalnych, dotyczy geometrii zaréwno rzeczywistej, jak i zespolo-
nej. Dowodzimy nieréwnosci typu Wirtingera szacujacej miare Hausdorffa zbio-
ru definiowalnego i wykorzystujemy to oszacowanie do podania nowego kry-
terium algebraicznosci zespolonego zbioru analitycznego.

5.2.2. Zbieznosé Kuratowskiego przekrojow definiowalnych: [C1].

Praca [C1] opublikowana jeszcze przed doktoratem zapoczatkowala moje
zainteresowanie zbieznoscig Kuratowskiego w geometrii subanalitycznej i o-
minimalnej. W pewnym sensie byta uzupetnieniem prac [11] i [12] stanowiacych
odpowiedz na pytanie Lojasiewicza o cigglos¢ przekrojoéw zbioru subanali-
tycznego w sensie zbieznogci wg miary (*7). Gléwnym wynikiem pracy jest
warunek konieczny i dostateczny na potciaglosé z gory przekrojéw zbioru sub-
analitycznego lub definiowalnego £ C Rf xR?, mianowicie Ey, = limsup,_,, E
wtedy i tylko wtedy, gdy dimy,,) F > dim, £, dla dowolnego = € L.
Poréwnujemy réwniez zbieznosé Kuratowskiego ze zbieznoscia wg miary i sza-
cujemy predkos¢ zbieznosci przekrojow komorki subanalitycznej, co ma swoje
zastosowania przy aproksymacji (np. takiej jak w [A2]). Naturalna kontynuacja
pracy [C1] byl artykut [A2].

Sama zbieznos¢ Kuratowskiego pojawia sie jeszcze w preprincie [N3] doty-
czacym programowania liniowego i zbieznosci Kuratowskiego: otrzymujemy
odpowiednik twierdzenia De Giorgiego-Franzoniego o zbieznosci minimizeréw
i przedstawiamy proste zastosowania w ekonomii.

1GCzyIi normally embedded — pojecie wprowadzone przez Birbraira i Mostowskiego,
chodzi o jednostajna réwnowaznosé dla danego zbioru metryki wewnetrznej, ,,geodezyjne;j”,
i metryki zewnetrznej, euklidesowej.

17Przekroje L} daza do By, wg miary, gdy miara Lebesgue’a réznicy symetrycznej Ey -+ Ey,
zmierza do zera, gdy t — tg.
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5.2.3. Szkielety: [C5].

Notka [C5] zawiera elementarnie przeprowadzony na gruncie topologii ogél-
nej dowod twierdzenia Fremlina o spdjnosci koséca obszaru: jesli S := MypND,
gdzie D C R" jest obszarem, to S jest zbiorem spojnym. Stosujemy proste
metody homotopijne, przypominajace z punktu widzenia technicznego rozu-
mowania stosowane dla zbieznosci Kuratowskiego. Praca [C5] wraz z artykuta-
mi [A3], [A4] i preprintami [P6] i [P7] stanowi komplet badan topologicznych
nad szkieletami w powiazaniu z geometryczna teorig osobliwosci.
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