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Pan Grzegorz Kapustka jest matematykiem, specjalizujacym sie w geometrii algebra-
icznej, ktéry pracowal na Uniwersytecie Jagielloniskim, w Polskiej Akademii Nauk oraz na
Uniwersytecie w Zurychu. Za jego specjalno$ci naukowe nalezy uznaé teorie rozmaitodc
hiperkéhlerowskich oraz rozmaitosci Calabi-Yau.

Tytul osiggniecia naukowego dr Grzegorza Kapustki w jego rozprawie habilitacyjnej
to "Projektywne modele rozmaitosci hiperkihlerowskich?”.

Rozmaitodci hiperkahlerowskie wraz z torusami i rozmaitosciami Calabi-Yau sa ele-
mentarnymi klockami, z ktérych zbudowana jest kazda rozmaitosé kahlerowska. z trywialna
pierwszg klasg Cherna. Sy one gtéwnym tematem osiggniecia. Rozmaitodei hiperkihlerow-
skie wystepuja w parzystych wymiarach zespolonych. W wymiarze 2 sg to powierzchnie
K3, ktdre byly intensywnie badane z punktu widzenia geometrii i arytmetyli.

Ogdlnie, zespolong rozmaitosé¢ kihlerowska nazywamy hiperkéhlerowska gdy jest zwarta
1 jednospéjna oraz przestrzen przekrojéw jej snopa 2-form jest generowana przez nigdzie
nie znikajaca taks forme.

Po powierzchniach K3 naturalnym nastepnym etapem badan sa 4-wymiarowe i 6-
wymiarowe rozmaitosci hiperkéhlerowskie. To gléwnie tych rozmaitosci dotyczy osiagniecie
Grzegorza Kapustki. We wszystkich wymiarach parzystych > 4 znane sa 2 rodziny: sche-
maty Hilberta n punktéw na powierzchni K3 nazwane typu K 3" oraz schemat Hilberta
n+1 punktdw sumujacych sie do zera na powierzchni abelowej nazwane typu K, (T). Daje
to 2 rodziny rozmaitodcei hiperkahlerowskich wymiaru 4 (rozmaitodei typu & 3 oraz typu
K>(T)). Opréez tego znane byly 3 rodziny w wymiarze 6. Brak jest jednak ogélnych
wynikéw dotyczacych ich klasyfikacji. Habilitant bada klasyfikacje tych rozmaitosci przy
pomocy ich projektywnych modeli.

Ogdlna rozmaitod¢ hiperkdhlerowska nie jest rzutowa, ale gesty podzbidr w przestrzeni
moduli odpowiada rozmaitosciom rzutowym. Metoda Habilitanta polega na analizie ob-
razéw rozmaitosci hiperkiahlerowskich przez odwzorowania holomorficzne w przestrzeniach
rzutowych. Takie obrazy nazywane sg projektywnymi modelami rozmaitogci hiperkéhle-
rowskich.

[Tabilitant uzyskal postep w programie O’Gradyego klasyfikacji 4-wymiarowych rozma-
itosci hiperkahlerowskich oraz zbadat pierwsza pelma rodzing projektywnych rozmaitogci
hiperkéhlerowskich wymiaru 6.

Dla 4-wymiarowych rozmaitosci hiperkihlerowskich, Guan pokazal, ze druga liczba
Betticgo bz = 23 albo 3 < by < 8. W przypadku rozmaitodei typu K3 mamy hy = 23,
natomiast w przypadku typu Kao(T), jest by = 7.



Jednym z gléwnych tematéw tej habilitacji jest badanie nastepujacego problemu:
Czy rozmaitosci hiperkéhlerowskie wymiaru 4 dla ktorych b, = 23 sa deformacyjnie
réwnowazne ze schematem Hilberta K317

Punktem wyjscia do badani Habilitanta b?r%a nastepujaca Hipoteza O’Gradyego: Roz-
maitosci hiperkéhlerowskie numerycznie K3 4 sg deformacyjnie réwnowazne ze schema-
termn Hilberta 2 punktéw na powierzchni K3.

Przejdzmy teraz do omdéwienia 6 prac, sktadajacych sie na osiagniecie. Bedziemy tu
korzystali z terminologii oraz Bibliografii zawartych w Autoreferacie,

[K1] On irreducible symplectic 4-folds numerically equivalent to K3/

Gléwny rezultal [K1] orzeka, 7e jedli system liniowy |H| dla H jak w [74, (4.0.25)]
definiuje biwymierne odwzorowanie

Qg : X ———>Y CP°

na obraz, to |[H| ma zero-wymiarowy zbior bazowy dlugosci < 3. Ponadto stopieti d
obrazu Y C P? spehnia warunek 9 < d < 12. Zatem aby dowic$¢ hipotezy wystarczy
dowies¢, ze ¢z nie moze by¢ biwymierne o obrazie réwnym hiperpowierzchni w P53
stopnia 9 < d < 12, To zagadnienie badane jest w dalszej czedei pracy.

Innymi stowy, Habilitant pokazal, ze projektywne modele ewentualnych kontrprzy-
kladéw na hipoteze moga byé hiperpowierzchniami stopni 9 < d < 11 albo specjalnymi
hiperpowierzchniami stopnia 12.

[K2] On IHS fourfolds with by = 23.

Glowny rezultat [K2] orzeka: przypudémy, ze 4-wymiarowa rozmaitosé hiperkihlerow-
ska z by = 23 posiada szeroki dywizor H z H* = 12 taki, z¢c H wyznacza odwzoro-
wanie biwyinierne ¢y, Istnicje wowezas jedyna sekstyka zawicrajaca zbidr osobliwodei
¢ (X) © P°. Ponadto ta sckstyka jest EPW sckstyka. (EPW = Eisenbud, Popescn,
Walter)

EPW sekstyka S4 C P? = P(W) jest zdefiniowana jako wyznacznik morfizmu

A® 0% = 0%:(3) C P(W) x A*W,

gdzie A C APW jest 10-wymiarows podprzestrzenia lagranzowsks.
Kontynuujac myél z poprzedniego akapitu, Habilitant pokazal, ze hipotetyczne pro-
Jjektywne modele stopnia 12 sa $cile zwiazane z EPW sekstykami.

(K3] Appendix to [K2]; wspétautor: Michal Kapustka.

W tym uzytecznym dodatku przedstawia sie geometryczna konstrukcje EPW sekstyk
oraz konstrukeje rozmaitosci Calabi-Yau bedacych minimalnym rozwiazaniem osobliwosci
EPW sekstyk.

[K4] A very special EPW sextic and two THS fourfolds; wspélautorzy: Maria Donten-
Bury, Bert van Geemen, Michal Kapustka, Jarostaw A. Wigniewski.

W pracy tej autorzy rozwiazuja problem Ugo Morina. W roku 1930, Morin sklasyfiko-
wal nieskoniczone nierozkladalne petne rodziny wzajemnie przecinajacych sie plaszczyzn w
P5. Rodzine plaszezyzn nazywamy peing rodzing wzajemnie przecinajacych sie ptaszczyzn,
jezeli kazde 2 plaszczyzny z rodziny sie przecinaja, ale nie ma ptaszezyzny poza ta rodzina,
ktdra przecina wszystkie plaszczyzny z rodziny. Morin pytal o mozliwoéé klasyfikacji
skoficzonych pelnych rodzin plaszezyzn w P°.

O’Grady pokazal, e dla 10 < k < 16 istnicje przestrzen moduli pelnych konfiguracji &
wrzajemnie przecinajacych sie plaszezyzn w P% o wymiarze 20 — k. Dowiddl tez, ze pelna



skoficzona rodzina plaszezyzn ma miedzy 10 a 20 elementéw i zapytal jaka jest najwicksza
mozliwa liczba takich plaszczyzn.

Odpowied? na to pytanie jest 20 i jest dana w [K4]. Rodzina jest znaleziona przy
pomocy projektywnego modelu rozmaitodci hiperkdhlerowskiej skonstruowanej we wezes-
niejszej pracy Donten-Bury i Wisniewskiego lub przy pomocy schematu Hilberta dwéch
punktéw na powierzchni K3 Vinberga. Ten projektywny model jest bardzo specjalna
EPW sekstyka w P® osobliwg wzdtuz 60 plaszezyzn. Odpowiedni podzbiér 20 plaszezyzn
stanowi rozwiazanie problemu O’Gradyego.

[K5] EPW cubes; wspétautorzy: Atanas Iliev, Michat Kapustka, Kristian Ranestad.

Autorzy konstruujg nowa 20-wymiarows rodzine 6-wymiarowych rozmaitodei hyper-
kéhlerowskich. Elementy tej rodziny sa deformacyjnie réwnowazne ze schematami Hil-
berta 3 punktéw na powierzchni K3. Sa one podwéjnymi nakryciami specjalnych pod-
rozmaitosci grassmannianu G(3,6) kowymiaru 3. Te specjalne podrozmaitosei sa la-
granzowskimi miejscami degeneracji i ich konstrukeja jest analogiczna do EPW sekstyk.
Sa one nazywane EPW szeécianami. Jako wniosek z pracy otrzymuje sie, ze przestrzeri
moduli spolaryzowanych IHS 6-rozmaitoéci typu K3, o stopniu Beauville’a-Bogomolova 4
i podzielnosei 2 jest uniwymierna (te rozmaitosci bedace podwéjnymi nakryciami EPW
szesciandw nazywane sg podwéjnymi EPW szescianami).

[K6] Hyperkahler fourfolds and Kummer surfaces; wspdlautorzy: Atanas Iliev, Michat
Kapustka, Kristian Ranestad.

Ta praca dotyczy 4-wymiarowych rozmaitosci hiperkihlerowskich. Badane sa w niej
degeneracje podwéjnych EPW sze$cianéw. Autorzy pokazuja, ze schemat Hilberta stoz-
kowych na rozmaitosci Fano wymiaru 4, ktéra jest podwéjnym nakryciem P2 x P? rozZga-
lezionym wzdhuz dywizora bistopnia. (2, 2) posiada P'-rozwidknienie gdzie baza jest rozma-
itodcig hiperkahlerowsks wymiaru 4. Autorzy zbadali te 4-rozmaitodci, studiujac zwiazane
z nimi zdegenerowane EPW szedciany, elementy grup Brauera K3 powierzchni stopnia 2
oraz rozmaitosci Verry. Te 4-rozmaitosci hiperkiihlerowskie posiadajg naturalne involucje
i uzupelniaja klasyfikacje antysymplektycznych involueji na 4-rozmaitoéciach hiperkidhle-
rowskich typu K30,

Prace [K1-K6] z nawiazks speiniaja wymogi osiagni¢eia rozprawy habilitacyjnej. Za-
wicrajg one rozwiazanie catkowite lub czedciowe szeregu waznych probleméw teorii roz-
maitosci hiperkihlerowskich. Prace [K4] i [K5] zawieraja kompletne rozwiazania pro-
blemu Morina-O’Gradyego oraz wskazanie pelnej rodziny 6-wymiarowych rozmaitosci hi-
perkdhlerowskich, ktéra powinna odegraé wasma role w problemach klasyfikacji. Prace
[K1], [K2] stanowia wazny postep w kierunku hipotezy O’Gradyego o rozmaitodciach 4-
wymiarowych. Trzeba powiedzied, ze jest to bardzo trudna tematyka i nawet maly postep
wymaga sporego wysitku.

W ostatnich latach Habilitani, wspélorganizuje szereg stojacych na wysokim poziomie
konferencji w IM PAN poswieconym rozmaitosciom hiperkihlerowskim i gromadzacych
swiatowa czoldéwke matematykéw w tej tematyce.

W dorobku naukowym Pana Grzegorza Kapustki poza osiagnieciem na uwage zastuguja
wyniki o rozmaitosciach Calabi-Yau. W ostatnich latach te wyniki sa reprezentowane
przez prace:

[K12] Projections of del Pezzo surfaces and Calabi-Yau threefolds

[K11] Calabi-Yau threefolds in P?; wspélautor Michal Kapustka

[K7] Arithmetically Gorenstein Calabi-Yau threefolds in P7: wspotautorzy: Stephen
Coughlan, Lukasz Golebiowski, Michal Kapustka.

Prace Habilitanta o rozmaitosciach Calabi-Yau zawieraja szereg wasnych rezultatéw.



Konkluzja: bez watpienia jest to wyrdzniajaca sie rozprawa, spelniajaca wszelkie wy-
mogi stawiane habilitacjom. Bardziej formalnie:

Uwazam, ze rozprawa habilitacyjna Pana Grzegorza Kapustki spelnia usta-
wowe i zwyczajowe wymogi stawiane tego typu rozprawie i wnosze o dopusz-
czenie kandydata do dalszych etapéw przewodu habilitacyjnego.

Whnioskuje tez o uznanie tej rozprawy za wyrdézniajaca.
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