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Wstep. Rozmaitosci hiper-kdhlerowskie razem z rozmaito$ciami Calabi—Yau i torusami
zespolonymi sg cegietkami, z ktérych moze byé skonstruowana kazda rozmaito$é kahle-
rowska z trywialng pierwsza klasg Cherna. W teorii klasyfikacji rozmaitosci algebraicz-
nych danego wymiaru rozmaitosci o trywialnej pierwszej klasie Cherna zajmujg miejsce
miedzy dobrze zrozumianym, regularnym zbiorem rozmaitosci Fano i nieskoniczonym, cha-
otycznym zbiorem rozmaitosci generalnego typu. Sg one wcigz stabo poznang klasa, nie
wiadomo nawet czy liczba rodzin danego wymiaru jest skoriczona.

Motywacja do badania rozmaitosci o trywialnej pierwszej klasie Cherna jest hipoteza
symetrii lustrzanej pochodzaca z fizycznej teorii strun. Hipoteza ta przewiduje dualnogé,
ktéra uporzadkowuje takie rozmaitosci w pary bedace swoimi lustrzanymi odbiciami. Mo-
zemy obserwowaé tg dualno$é na duzym zbiorze przykladéw jednak matematyczna teoria
nie jest wystarczajgco rozwinieta aby udowodnié ogblng postaé hipotezy symetrii lustrza-
nej.

Przedstawiamy badania zwigzane z rozmaitodciami hiper-kdhlerowskimi, rozmaitosci
Calabi-Yau bedg dyskutowane w drugiej czesci autoreferatu. Rozmaitosci hiper-kihle-
rowskie wystepuja w parzystych wymiarach zespolonych. W wymiarze dwa nazywamy je
powierzchniami K3. Powierzchnie te sg intensywnie badane z punktu widzenia geometrii
i arytmetyki (zobacz np. [44, 36, 84}]). Ponadto zwigzki geometrii powierzchni K3 z kon-
strukcjami klasycznej geometrii algebraicznej opisujg w swoich pracach miedzy innymi
Dolgachev, van Geemen, Huybrechts, Mukai i Nikulin.

Naturalnym nastepnym etapem badar sg czterowymiarowe i sze§ciowymiarowe rozma-
itodci hiper-kéhlerowskie. Znane sg dwie rodziny rozmaitodci hiper-kahlerowskich w wy-
miarze cztery i trzy rodziny w wymiarze sze§¢. Nie ma jednak ogélnych wynikéw dotycza-
cych ich klasyfikacji. Naszym celem jest podjecie problemu klasyfikacji takich rozmaitosci
przy pomocy analizy geometrii ich projektywnych models.

W konsekwencji uzyskujemy postep w programie O’Gradiego klasyfikacji czterowymia-
rowych rozmaitosci hiper-kéhlerowskich. Nastepnie opisujemy i badamy pierwszg pelng
rodzine projektywnych rozmaitosci hiper-kéhlerowskich wymiaru sze§é, ktéra powinna,
odgrywaé znaczgca role w programie klasyfikacji szeSciowymiarowych rozmaitosci hiper-
kéhlerowskich. W koiicu, przy uzyciu specjalnych projektywnych modeli rozmaitosci hiper-
kahlerowskich, rozwigzujemy problem Morina z 1930 konstruujgc pelna konfiguracje dwu-
dziestu wzajemnie przecinajacych sie ptaszczyzn w PS,
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Rozmaitosci hiper-kiihlerowskie. Zdefiniujmy najpierw gléwny obiekt naszych badan.

Definicja 1. Zespolong rozmaitosé X wymiaru parzystego nazywamy rozmaitosciq hiper-
kihlerowskq jezeli:

(1) X jest kdhlerowska

(2) X jest jednospdjna i zwarta

3) HY(X,Q%) jest generowane przez nigdzie nie znikajgeq dwu-forme p.
X

W przypadku wymiaru dwa pierwsze zalozenie wynika z drugiego i trzeciego (zob. |87}).
W wyzszych wymiarach nie mozna pomingé pierwszego zalozenia. Przypomnijmy twier-
dzenie o klasyfikacji rozmaitosci o trywialnej pierwszej klasie Cherna:

Twierdzenie 2. ([4],[10]) Niech X bedzie zespolong rozmaitoscig kihlerowskq z trywialng
krzywizng Ricciego. Istnieje wéwczas nierozgatezione nakrycie X' rozmaitosci X izomor-
ficzne jako rozmaitosé kdhlerowska ze skoriczonym iloczynem kartezjariskim

TXHVixHXi

gdzie T' jest torusem zespolonym, V; sqg zwartymi rozmaitosciams kdhlerowskim takimi,
ze dimV; = m;, ktdre sq jednospdjne z grupg holonomi SU(m;), oraz X; sq zwartymi
rozmaitoéciami kdhlerowskimi takimi, zZe dim X; = 2m; , ktdre sq jednospdine z grupg
holonomi Sp(m;).

Rozmaitosci V; nazywamy rozmaito$ciami Calabi—Yau natomiast rozmaitodci X; roz-
maito§ciami hiper-kdhlerowskimi.

Kodaira pokazal, ze w wymiarze dwa wszystkie rozmaitosci hiper-kéhlerowskie sg defor-
macyjnie réwnowazne ([6]). W wyzszych wymiarach sytuacja jest bardziej skomplikowana
i nie ma ogdlnych wynikéw klasyfikacyjnych. W kazdym wymiarze > 4 znamy ([4]) dwie
rodziny: deformacje schematu Hilberta n punktéw na danej powierzchni K3 nazywane
typu K3 oraz deformacje schematu Hilberta n + 1 punktéw sumujacych si¢ do zera
na powierzchni abelowe]j nazywane typu K,(T'). Skonstruowane zostaly przez O’Gradiego
ponadto dwie rodziny w wymiarach 6 i 10 jako rozwigzania osobliwosci odpowiednich
przestrzeni moduli snopéw na powierzchni abelowej lub powierzchni K3 ([71, 72]).

Fundamentalne wlasno$ci rozmaitosci hiper-kahlerowskich sg przedstawione w pracach
[4] i [32]. Pokazano w szczegblnosci, ze forma przecigcia na H?*(X,Z) jest zdefiniowana
przez forme kwadratows, q: H?(X,Z) — Z, ktéra jest prymitywna o sygnaturze (3, by —3).
Definiujemy ja przez relacje Fujiki

[ o= fxater

dla kazdego o € H*(X,Z), gdzie dim(X) = 2r. Wtedy fx > 0 nazywamy statq Fugjiki.
Przypomnijmy, ze nie sg znane ograniczenia dotyczace mozliwych form kwadratowych g
oraz stalych Fujiki dla rozmaitosci hiper-kihlerowskich. Dla danej wigzki liniowej L na X
liczbe ¢ := q(L) nazywamy stopniem Beauville’a Bogomolova (B-B) wigzki L.

Huybrechts zaobserwowal, ze istnieje skonczenie wiele deformacyjnych klas rozmaitosci
hiper-kihlerowskich wymiaru 2r, dla ktérych istnieje o € H?(X,Z) takie, ze g(a) > 0
oraz o jest ograniczone. Otrzymujemy, ze dla ustalonego M € R istnieje skoriczenie
wiele rodzin rozmaitosci hiper-kahlerowskich takich, ze fx < M oraz

min{q(a)| a € H*(X,Z),q(a) > 0} < M.
Jest to jeden z powod6w sugerujacych, ze w kazdym wymiarze jest skoriczona liczba rodzin

rozmaito$ci hiper-kihlerowskich (zobacz tez [50]). W wymiarze cztery Guan pokazal, ze
jezeli rozmaitodé X jest hiper-kéhlerowska, to druga liczba Bettiego

by =23 albo 3 < by <8.
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W przypadku rozmaitosei typu K32 druga liczba Bettiego by = 23, a w przypadku K,(T)
druga liczba Bettiego wynosi 7. Naturalnym staje sie problem klasyfikacji rozmaitosci
hiper-kéhlerowskich wymiaru cztery.

Gléwnym tematem naszych badan nad rozmaito§ciami hiper-kihlerowskimi jest naste-
pujacy przypadek powyzszego problemu.

Problem 3. Czy rozmaitosci hiper-kihlerowskie wymiaru 4, dla ktorych by = 23 sgq,
deformacyjnie réwnowazne ze schematem Hilberta dwdch punktow na powierzchni K82

Przypomnijmy, ze ogélna rozmaito$é hiper-kihlerowska nie jest rzutowa, jednak gesty
podzbiér w przestrzeni moduli parametryzujacej takie rozmaitosci odpowiada rzutowym
rozmaitoéciom. Nasze podejécie do Problemu 3 polega na analizie obrazéw rozmaitosci
hiper-kéhlerowskich przez odwzorowania holomorficzne w przestrzeniach rzutowych. Takie
obrazy nazywamy projektywnymi modelami rozmaitodci hiper-kahlerowskich. Metoda ta
zostala zainicjowana przez Le Potier [6, VI| w przypadku powierzchni K3 oraz O’Gradiego
[74] w przypadku czterowymiarowych rozmaitosci hiper-kihlerowskich. O’Grady analizo-
wal mianowicie szczegblny przypadek Problemu 3 - problem klasyfikacji rozmaitosci hiper-
kahlerowskich z ta sama stalg Fujiki i ta sama forma kwadratows ¢ co S, Rozmaitosci
takie nazywamy numerycznie K32,

Analiza geometrii projektywnych modeli powierzchni K3 zostala zapoczatkowana w
pracy [84], gdzie badane byly ogdlne wlasnosci idealéw takich powierzchni w przestrze-
niach rzutowych. Nastepnie Mukai badal konstrukcje projektywnych modeli powierzch-
ni K3 znajdujac zaleznodci miedzy ich geometrig a geometrig jednorodnych wiazek na
Grasmannianach. W pracach [66], [67], [68] opisal on pelne rodziny wielu spolaryzowa-
nych powierzchni K3 stopni < 38. Z drugiej strony, dzieki pracom Gritsenko, Hulka,
Sankarana [38], wiemy, ze dla stopnia 2d > 122, przestrzeri moduli spolaryzowanych po-
wierzchni K3 stopnia 2d jest generalnego typu. Oznacza to, ze ogdlna powierzchnia K3
wysokiego stopnia 2d nie jest konstruowalna. Podobng wlasnosé majg rozmaitosci hiper-
kdhlerowskie wyzszych wymiaréw tzn. przestrzenie moduli spolaryzowanych rozmaitosci
hiper-kihlerowskich typu K3 i duzego stopnia B-B sg generalnego typu. Naturalnym
problemem jest wiec opisanie wszystkich konstruowalnych spolaryzowanych rodzin roz-
maitodci hiper-kidhlerowskich.

Przedstawiamy w Tabeli 1 znane konstrukcje takich rodzin. Do tabeli dolgczyliSmy
réwniez opisy odpowiadajacych rodzin powierzchni K3.

dim \ g 2 4 6 22 38
8 [59]
6 [K5]
4 | [75], [48] 71 [25] [47]
2 |XxXE P X,cP X,;cPt [66] [67]

TABELA 1. Projektywne modele rozmaitosci hiper-kihlerowskich

Czterowymiarowe rzutowych rozmaitosci hiper-kiahlerowskie najmniejszego stopnia B-B
q = 2 posiadaja projektywne modele bedace hiperpowierzchniami stopnia 6 w P° zwanymi
EPW sekstykami. Przyklady stopnia B-B ¢ = 6 zostaly skonstruowane przez Beauvilla
i Donagiego jako schematy Hilberta prostych na hiperpowierzchniach stopnia 3 w P°,
Przyktady stopnia B-B g = 22 zostaly opisane przez Debarre’a i Voisin jako miejsca ze-
rowe ciecia danej wigzki jednorodnej na G(6,10). Przyklady stopnia B-B g = 38 zostaly
opisane przez Ilieva i Ranestada jako VSP(X3,10), gdzie X3 C P° jest ogélng kubiks,
Rodzina rzutowych o$miowymiarowych rozmaitosci hiper-kéhlerowskich zostala opisana
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przez Ch. Lehn’a, M. Lehn’a, Sorger’a oraz van Straten’a jako baza P? “fibracji” na sche-
macie Hilberta skreconych kubik na czterowymiarowej kubice.

Wiodace hipotezy dotyczace rozmaitosci hiper-kéhlerowskich sg opisane w pracach [5],
[71], [94]. Mamy nadzieje, ze analiza projektywnych modeli tych rozmaitoéci przyczyni sie
do znacznego postepu w tej dziedzinie.

Uzyskane wyniki. Punktem wyjscia do moich badan nad rozmaitosciami hiper-kahlero-
wskimi byta hipoteza O'Gradiego.

Hipoteza 1. Rozmaitosci hiper-kahlerowskie numerycznie K 312 sq¢ deformacyjnie réw-
nowazne ze schematem Hilberta dwdch punktow na powierzchni K3.

Opisujemy w [K1, K2] projektywne modele w P° mozliwych kontrprzykladéw do tej hi-
potezy. Pokazujemy w [K1], ze rozwazane projektywne modele moga by¢ hiperpowierzch-
niami stopnia 9 < k < 11 w P? albo bardzo specjalnymi hiperpowierzchniami stopnia
12. Pokazujemy, ze hiperpowierzchnie te muszg byé¢ nienormalne i opisujemy kohomolo-
gie idealéw ich zbioréw osobliwych. Udowadniamy w [K2|, ze hipotetyczne projektywne
modele stopnia 12 sg SciSle zwigzane ze specjalnymi hiperpowierzchniami stopnia 6 w P°
zwanymi EPW sekstykami.

W wymiarze 6 podobnie jak w wymiarze 4 najwiekszg wartoscig drugiej liczby Bettiego
jest 23 ([85]). Oczekujemy, tak jak w przypadku wymiaru 4, ze przyktady z by = 23
bedg deformacyjnie réwnowazne ze schematem Hilberta trzech punktéw na powierzchni
K3. Pierwsza przeszkoda, byl brak znanych konstrukeji projetywnych modeli rozmaitosci
typu K3B! o0 matych stopniach.

W pracy [K5| przedstawiamy konstrukcje pelnej rodziny spolaryzowanych rozmaitosci
hiper-kéhlerowskich wymiaru sze$¢ o stopniu B-B ¢(L) = 4. Przypomnijmy, ze w przy-
padku rozmaitosci typu K38 stopieri polaryzacji wynosi 15q(L)3 = 240. Réwnolegle do
EPW sekstyk, konstruujemy EPW szeSciany za pomocg Lagrange’owskich miejsc dege-
neracji. Jednak w tym przypadku przestrzenia otaczajaca jest Grasmannian G(3,6) oraz
rozwazamy drugie miejsce degeneracji, co powoduje zwiekszenie trudnosci technicznych
w opisie niezmiennikéw takich rozmaitosci. Pokazujemy, ze naturalne podwdjne nakry-
cia EPW szedcianéw sg rozmaito§ciami hiper-kihlerowskimi z polaryzacjg o stopniu B-B
q = 4. Takie rozmaitoSci nazywamy podwdinymi EPW szeScianami.

W [K6] rozwazamy degeneracje podwojnych EPW sze§cianéw. Obserwujemy, ze ist-
nieja naturalne degeneracje, dla ktérych zbiér osobliwy jest spolaryzowang rozmaitoscia
hiper-kihlerowsks, Z wymiaru cztery o stopniu B-B ¢ = 4. Otrzymujemy w ten sposéb
rozmaitosci hiper-kidhlerowskie z ¢ = 4 dopuszczajgce antysymplektyczng inwolucje. Opis
generycznej czterowymiarowej rozmaitoéci hiper-kdhlerowskiej z ¢ = 4 pozostaje dalej
intrygujgcym otwartym problemem. Powiazujemy nastepnie geometrie zdegenerowanych
EPW szescianéw z geometrig tréjwymiarowych rozmaitosci Verra V tzn. (2, 2) dywizoréw
na stozku nad zanurzeniem Segre

C(P? x P?) C P°.
Pokazujemy, ze skladowa schematu Hilberta stozkowych na V dopuszcza P! fibracje o
bazie bedacej czterowymiarows rozmaitoscig hiper-kahlerowsks, Z (rozwazana powyzej).

Dzieki badaniu projektywnych modeli rozmaitosci hiper-kahlerowskich mozemy popa-
trzeé na problemy z klasycznej geometrii algebraicznej z bardziej ogdlnego punktu widze-
nia geometrii hiper-kihlerowskiej. W pracy [K4| rozwiazujemy, za pomoca analizy projek-
tywnych modeli rozmaitosci hiper-kéhlerowskich, problem Morina. Przypomnijmy, ze w
1930 roku Ugo Morin sklasyfikowal nieskoriczone nierozktadalne peine rodziny wzajemnie
przecinajacych sie plaszczyzn w P5. Rodzing plaszczyzn nazywamy peing rodzing wzajem-
nie przecinajacych sie plaszczyzn, jezeli kazde dwie plaszczyzny z rodziny sie przecinajg
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ale nie ma ptaszezyzny poza tg rodzing, ktéra przecina wszystkie plaszezyzny z rodziny.
W swoich pracach Morin pytal o mozliwosé klasyfikacji skoriczonych pelnych rodzin plasz-
czyzn w P5. Ostatni problem zostal podjety ponownie przez Dolgachev’a i Markushevich’a
[29], ktorzy, uzywajac Fano modeli powierzchni Enriques’a, znalezli opisy pelnych rodzin
dziesieciu wzajemnie przecinajgcych sie plaszczyzn oraz opis rodziny trzynastu takich
plaszczyzn.

O’Grady udowodnit w [73], ze dla 10 < k < 16 istnieje 20 — k wymiarowa przestrzen
moduli pelnych konfiguracji & wzajemnie przecinajgcych sie plaszczyzn w P°. Pokazal
réwniez, ze pelna skonczona rodzina plaszczyzn liczy miedzy 10 a 20 i zapytal jaka jest
najwieksza mozliwa liczba takich ptaszczyzn. W [K4| rozwiazujemy problem O’Gradiego
konstruujgc petng rodzine 20 wzajemnie przecinajacych sie plaszczyzn. Znajdujemy ta
konfiguracje dzieki analizie projektywnego modelu rozmaitosci hiper-kéhlerowskiej skon-
struowanej przez Donten-Bury i Wisniewskiego [30] albo rozmaitosci hiper-kdhlerowskiej
bedgcej schematem Hilberta dwoch punktéw na powierzchni K3 Vinberga. Rozwazany
projektywny model jest bardzo specjalng EPW sekstyks w P osobliwg wzdtuz 60 plasz-
czyzn. Odpowiedni podzbiér 20 z tych plaszczyzn jest szukang pelng rodzing wzajemnie
przecinajgcych sie plaszczyzn.

Kontynuujgc badania na temat konfiguracji Morina mozna zauwazyé, ze pelna rodzi-
na wzajemnie przecinajacych sie k plaszczyzn w P° indukuje tréojwymiarows rozmaitosé
bedaca (2,2) dywizorem na P? x P2, Mozna sprowadzi¢ w ten sposéb problem Morina do
badania konfiguracji punktéw podwéjnych na (2,2) dywizorze w P? x IP2.

4.1. O klasyfikacji czterowymiarowych rozmaitogci hiper-kihlerowskich z dru-
ga liczba Bettiego b, = 23.

Artykuly oméwione w tej sekcji: [K1, K2]

Kodaira udowodnil, ze wszystkie powierzchnie K3 sa deformacyjnie réwnowazne. W
pracy [6] Le Potier podal inny dowéd tego faktu w nastepujacych krokach:

(1) pokazal, za pomocs twierdzenia Torelliego, ze kazda powierzchnia K3 moze byé
zdeformowana do powierzchni K3 X takiej, ze Pic(Xy) jest generowane przez L
oraz L? =4

(2) pokazal, ze L zadaje izomorfizm X, z kwartyks w P3.

Przedstawiamy podobne postepowanie w przypadku problemu klasyfikacji rozmaitosci
hiper-kéhlerowskich wyzszego wymiaru. Pokazujemy najpierw w [K2], ze stopien szero-
kiego dywizora na rozmaitosci hiper-kdhlerowskiej z by = 23 ma samoprzeciecie bedgce
liczbg postaci 12k?%, gdzie k € Z. Ponadto, dla szerokiego dywizora H z minimalnym samo-
przecieciem 12, pokazujemy, ze h°(&(H)) = 6. Problem klasyfikacji czterowymiarowych
rozmaitosci hiper-kéhlerowskich z b, = 23 podejmujemy w nastepujacy sposéb:

(1) szukamy deformacji Xy, ktéra dopuszcza polaryzacje stopnia 12,
(2) badamy czy polaryzacja stopnia 12, na rozmaitosci hiper-kéhlerowskie z by = 23
zadaje 2 : 1 odwzorowanie na EPW sekstyke.

Badania w pracy [K2| zwigzane sg z drugim krokiem w powyzszym programie. Pokazujemy
przestanki, ze rozmaitogci hiper-kihlerowskiej z b, = 23 oraz H* = 12 powinny byé
podwdjnymi nakryciami EPW sekstyk i w konsekwencji powinny by¢é typu K 3. Poniewaz
nie ma ogdlnych wynikéw dotyczacych ksztattu formy przeciecia na rozmaitoSciach hiper-
kéhlerowskich, nie mamy obecnie narzedzi aby wykonaé pierwszy krok w powyzszym
programie. O'Grady omingl ta trudno$é rozwazajac specjalng klase rozmaitosci hiper-
kahlerowskich z by = 23. Sa to rozmaitosci hiper-kéhlerowskie numerycznie réwnowazne
ze schematem Hilberta dwéch punktéw na powierzchni K3.
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Przypomnijmy, ze dwie rozmaitosci hiper-kiihlerowskie M; i My wymiaru 2n nazywamy
numerycznie rownowaznymi, jezeli istnieje izomorfizmm grup abelowych

W1 HA(My,Z) — H*(M,, Z.)

taki, ze [y, @ = [ (a)®, dla kazdego o € H?*(My,Z). Rozmaitos¢ numerycznie
réwnowazng, z K31 nazywamy numerycznie K30,

Gléwnym zastosowaniem naszych wynikéw z [K2| jest postep w dowodzie Hipotezy
O’Gradiego Hipotezyl méwiacej, ze rozmaitosé hiper-kdhlerowska, ktéra jest numerycz-
nie S jest typu K3P3. Wyniki O’Gradiego dotyczace Hipotezy 1 moga by¢ opisane w
nastepujacych krokach ([74]):

(1) pokazanie za pomocs twierdzenia Torelliego [91], ze kazda czterowymiarowa rozma-
itosé hiper-kihlerowska X moze byé zdeformowana do rozmaitosci hiper-kéhlero-
wskiej, ktéra dopuszeza polaryzacje H stopnia B-B ¢(H) = 2, ktéra spelnia spe-
cjalne warunki opisane w [74, (4.0.25)].

(2) pokazanie, ze rozwazana polaryzacja H definiuje biwymierne odwzorowanie

PH|: X --2YC ]P’S,

gdzie Y C P jest hiperpowierzchnig stopnia 6 < d < 12 albo o) jest 2 1 1,
morfizmem na hiperpowierzchnie stopnia 6 w P2,

Jezeli @ | jest 2 : 1, to obraz jest EPW sekstyka co powoduje, ze X jest typu K 301, Aby
wigc dokoriczyé dowdd hipotezy O’Gradiego wystarczy pokazaé, ze ¢|y|, dla H spelniajg-
cego warunki [74, (4.0.25)], nie moze by¢ biwymiernym odwzorowaniem.

W pracach [K1] oraz [K2] prowadzimy rozumowanie nie wprost i zakltadamy, ze ¢
jest biwymiernym odwzorowaniem wymiernym na hiperpowierzchnie stopnia 6 < d < 12.
Otrzymujemy sprzeczno$é w przypadku d < 9. Gléwnym wynikiem [K1] jest nastepujace
twierdzenie:

Twierdzenie 4. Jezeli system liniowy |H| na X dla H jak w [74, (4.0.25)], definiuge
biwymierne odwzorowanie

(p|H|:X——-)YC]P5

na obraz, to |H| ma zerowymiarowy zbidr bazowy diugosci | < 3. Ponadto stopien d obrazu
Y C P? spetnia warunek 9 < d < 12.

Przedstawmy gtéwne kroki dowodu Twierdzenia 4:

(1) W przypadku 6 < d < 12 dowodzimy, ze obraz Y C P% odwzorowania ©|H| jest
nienormalny oraz, ze zbiér osobliwy dopuszcza strukture schematu ¥ C X’ C P
zdefiniowang przez konduktor normalizacji.

(2) W celu opisania rozmaitosci € C P5 znajdujemy h'(F(k)) dla i,k € Z. Najprost-
szg metody, aby znalezé te liczby jest zastosowanie formulty projekcji, ktéra dziata
dla skoniczonych morfizméw. Odwzorowanie @g: X --+Y C IP5 nie musi by¢ jed-
nak skonczonym morfizmem poniewaz moze $ciggaé krzywe. Dlatego rozwazamy
generyczng liniows sekcje Yp rozmaitosci Y C P5, ktéra omija obrazy éciagnietych
krzywych przez ¢|q.

(3) Mozemy znalezé w ten sposéb kohomologie skreconego ideatu krzywej C' C P3
bedacej liniowym cieciem kowymiaru dwa podrozmaitosci € C P°.

(4) Ostatnim krokiem jest szukanie krzywych majgcych dang tabele kohomologii skre-
conego idealu. Uzywamy do tego metody "liaison", ktora jest opisana w [79)], [61]
i [62]. Badajac krzywg dla kazdego stopnia osobno otrzymujemy, ze taka krzywa
nie moze istnieé¢ w przypadku d < 9.
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Przypadek d = 6 jest rozwazony osobno. Zauwazamy réwniez, ze w przypadku d = 12
lub 11 krzywa o danych kohomologiach istnieje. Ta obserwacja byta pierwszym krokiem
w pracy [K2]. W przypadku d = 12 metody opisane w pracy |[K1] oraz metody roz-
wazane przez O'Gradiego w [71, Claim 4.9] nie dzialajg. Odwzorowanie g jest wtedy
morfizmem. Obrazem takiego odwzorowania jest nienormalna hiperpowierzchnia stopnia
12, ktorg dokladnie opisujemy. W pracy [K2| rozwazamy ogélniejszy Problem 3 badajac
rozmaitosci hiper-kahlerowskich z by = 23 i pokazujemy nastepujaca propozycje.

Propozycja 5 ([K2|). Przypusémy, ze rozmaitosé hiper-kihlerowska X, dla ktorej by = 23
dopuszeza szeroki dywizor taki, ze H* = 12 oraz H definiuje biwymierny morfizm g
Wtedy istnicje jedyna sekstyka Sa zawierajgca zbidr osobliwy € C P5 obrazu (X)) C
IPS.

Nastepnie, aby zrozumieé¢ dokladniej obraz ¢yg)(X ) C P° w rozwazanym przypadku,
badamy geometri¢ sekstyki S4. Uzywajac monad Beilinsona pokazujemy, ze Sa C P jest
EPW sekstyka.

Przypomnijmy, ze EPW sekstykq S4 C P% =: P(W) nazywamy specjalna hiperpo-
wierzchnie stopnia 6, ktérej rownanie okredlone jest przez wyznacznik odwzorowania

(1) A® Ops — Qas(3) CP(W) x AW

odpowiadajacego wyborowi 10-wymiarowej podprzestrzeni Lagrangowskiej A C AW dla
naturalnej symetrycznej formy 7 indukowanej przez iloczyn zewngtrzny. Definiujemy teraz
zbiér

04 ={VeGBW)| VeGB,W)nPA) Cc P(AN*W)}.

Zbiér O 4 jest pusty dla ogblnego wyboru A i mierzy jak zdegenerowana jest rozwazana
EPW sekstyka.

Za pomocy tych oznaczen mozemy sformutowaé nastepny wynik z [K2], ktéry zostal
pokazany za pomocs, teorii Kleimana.

Twierdzenie 6. Przypusémy, ze rozmaitosé hiper-kdhlerowska X taka, ze by = 23 dopusz-
cza szeroki dywizor, ktory definiuje odwzorowanie biwymierne @|g oraz H 4 =12. Wtedy
sekstyka S4 dotgczona do obrazu'Y C P° jest EPW sekstykg, ktéra nie jest generyczna.
Doktadniej stowarzyszony zbior © 4 jest niepusty.

Nastepnie badamy dokladniej sekstyke S, w przypadku gdy rozmaito$é hiper-kahlerow-
ska X jest dodatkowo numerycznie réwnowazna z K32, Naszym celem jest rozstrzygniecie
jakie przestrzenie Lagrangowskie mogg by¢ stowarzyszone z S4. Uzywamy w tym celu
klasyfikacji EPW sekstyk przedstawionej przez O’Gradiego w [76] oraz [77] uzyskujac

nastepujgca propozycje.

Propozycja 7. Przypusémy, ze hiperpowierzchnia Y C P° stopnia 12 jest biwymiernym
obrazem spolaryzowanej rozmaitosci hiper-kihlerowskiej (X, H) numerycznie réwnowaznej
z K3 takiej, ze H* = 12. Niech S4 C P® bedzie dotgczong EPW sekstykq do Y C PP,
Wtedy dla Sy mamy dim© 4 = 1, albo S4 jest podwdjng wyznacznikowq hiperpowierzchnig
stopnia 3, albo Sa ma niezredukowang sktadowg lintowg.

Ostatni wynik daje mocne przestanki dla prawdziwosci Hipotezy 1 ale do dokoriczenia
dowodu potrzebne sg nowe metody. Praca [K1] nie zostala przez dlugi czas dokoriczona
poniewaz razem z L. Grusonem pracowaliSmy nad uzupelnieniem dowodu w przypadkach
d < 12, praca ta jest dalej w toku.



4.2. Geometryczna konstrukcja EPW sekstyk.
Artykul oméwiony w tej sekeji: [K3]

W celu zrozumienia rozmaitosci rozwazanych w [K2| przedstawiamy geometryczng kon-
strukcje EPW sekstyk. Pokazujemy réwniez konstrukeje rozmaitoédci Calabi-Yau bedacych
minimalnym rozwigzaniem osobliwosci EPW sekstyk.

Niech W bedzie 6-wymiarows zespolong przestrzenia wektorows. Segre odkryl, ze na-
turalne dziatanie grupy PGL(W) na P(A® W) ma catery orbity P(A* W)\ Oy, O; \ O,
Oy \ O3 oraz Os, gdzie O; D Oy D Oz s podrozmaitociami wymiaréw 18, 14, oraz
9. Ponadto O3 = G(3,W), Oy jest kwartyks, O, zbiorem osobliwym O;, a Oz zbiorem
osobliwym Os.

Mozemy opisaé Os jako zbiér 3-form

{leAw] ePNW) |aeW, we N*W).

Whnioskujemy, Ze istnieje naturalna fibracja m: Oy \ O3 — P® taka, ze domkniecia wldkien
sg 9-wymiarowymi przestrzeniami liniowymi. Doktadniej 7 jest zdefiniowane nastepujaco:

02\ O3 3 [a Aw] = [a] € P(W).

Niech, jak wczesniej, A C A3W oznacza 10-wymiarows podprzestrzeri Lagrangowska.
Gloéwnym wynikiem [K3] jest nastepujace twierdzenie:

Twierdzenie 8. Jezeli A jest ogdlng podprzestrzenig, to obraz w(P(A) N O2) C P® jest
ogdlng EPW sekstykqg.

W szczegblnosci P(A) N Oy jest czterowymiarows rozmaitoscia Calabi-Yau, ktéra jest
minimalnym rozwigzaniem osobliwosci EPW sekstyki. Znajdujemy system liniowy defi-
niujgcy to rozwigzanie osobliwoéci. Udowadniamy wreszcie, ze projektywnie dualna roz-
maito$¢ do EPW sekstyki jest inng EPW sekstyks,.

4.3. Nowa rodzina projektywnych rozmaitosci hyper-kihlerowskich.
Artykul oméwiony w tej sekcji: [K5]

Pokazalismy w [K1, K2], ze projektywne modele rozmaitosci hiper-kéhlerowskich mo-
ga by¢ uzywane do badania problemu klasyfikacji rozmaitosci hiper-kahlerowskich wy-
miaru cztery. Jest to jedna z motywacji do badania projektywnych rozmaito$ci hiper-
kahlerowskich wymiaru 6. Przedstawiamy w tym rozdziale pierwszg znang konstrukcje
pelnej rodziny rozmaitodci wymiaru 6 o polaryzacji stopnia B-B ¢ = 4. Przez konstrukeje
pelnej rodziny rozumiemy konstrukcje generycznego elementu przestrzeni moduli spola-
ryzowanych rozmaitosci tego typu. Nasza metoda jest rozwinigciem wynikéw zawartych
w [K3, K2, 81, 80, 74, 75, 76].

Przedstawmy szkic tej konstrukeji. Niech A € LG,(10, A*W) bedzie dziesigciowymia-
rowg podprzestrzenig Lagrange’owsks dla formy indukowanej przez iloczyn zewnetrzny
gdzie W ~ C°®. Dla 3-wymiarowej podprzestrzeni U C W nastepujgca 10-wymiarowa
podprzestrzen

Ty :=NUAW CNPW
jest réwniez elementem LG, (10, A3W) oraz P(Ty) jest rzutowa przestrzenig styczng do
G(3,W) C P(A*W)

w [U].
Dla kazdego A € LG,(10, A*W) oraz k € N rozwazamy nastepujace miejsce degeneracji
z naturalng struktura schematu opisang w [80]:

(2) D ={[U] € G(3,W) | dim ANTy >k} C G(3,W).
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Dla ustalonego A € LG, (10, A*W) schemat D4 nazywamy EPW szescianem. Pokazujemy,
ze jezeli A C AW jest ogdlne to Dj' jest szeSciowymiarows rozmaitoscia, ktéra jest
osobliwa doktadnie wzdtuz tréjwymiarowej rozmaitosci D4 oraz Dj' jest puste. Ponadto
D jest gladkie oraz osobliwosci D4t wzdtuz Df' sa typu 3(1,1,1).
Oznaczmy
L ={[A] € LG,(10, °W)| P(A)NG(3, W) # 0}
I'={A € LG,(10, A*W)| 3[U] € G(38,W): dim AN Ty > 4}

LG, (10, A*W) := LG,(10, *°W) \ (EUT).
Pokazujemy, ze podzbiory 3, T' sa dywizorami w LG, (10, A*W). Wiec LG, (10, A*W) jest
gestym podzbiorem LG, (10, A*°W). Gléwnym wynikiem [K5] jest nast¢pujace twierdzenie.

Twierdzenie 9. Niech [A] € LG}](IO, N3W). Wtedy istnieje naturalne podwdjne nakrycie
Y4 EPW szescianu D4 rozgatezione wzdtuz zbioru osobliwego D takie, ze Y4 jest rozma-
itoscig hiper-kihlerowskq typu K3P z polaryzacjg o podzielnosci 2 i stopnia Beauville’a-
Bogomolova g = 4. W szczegdlnosci przestrzen moduli spolaryzowanych rozmaitosci hiper-
kihlerowskich typu K 3B ze stopniem Beauville’a-Bogomolova q = 4 oraz podzielnoscig 2
jest uniwymierna.

Przypomnijmy, ze sg dwa typy polaryzacji na rozmaitosciach typu K 38! ze stopniem
B-B ¢ = 4, o podzielnosci 1 oraz 2 ([39]). Opis rodziny z polaryzacjs o podzielnosci 1
pozostaje otwartym problemem. Rozmaitosé Y4 nazywamy podwdjnym EPW szeScianem.

4.3.1. Zastosowania. We wspélnym projekcie z M.Kapustka i G.Mongardim badamy geo-
metrie spolaryzowanych rozmaitosci hiper-kihlerowskich (X,L) typu K 36 2 polaryzacja,
stopnia B-B ¢(L) = 2. Mozemy pokazaé, ze rzutujac odpowiednio zdegenerowany EPW
szedcian, z przestrzeni rozpietej przez czesé jego zbioru osobliwego, uzyskujemy rodzine
przyktadéw rozmaitosci hiper-kédhlerowskich z ¢ = 2. Pokazujemy w ten sposéb, ze dla
generycznego (X, L) stopnia B-B ¢ = 2 polaryzacja L definiuje 2 : 1 morfizm na podroz-
maitosé¢ Y C PP kowymiaru 3. Mozemy réwniez pokazaé, ze ogblna taka podrozmaitogé
Y C P? nie moze by¢ przedstawiona jako miejsce degeneracji wigzek Lagrangowskich. Ob-
serwujemy nastepnie, ze rozmaito§ci majace taki sam B-B stopiefi g ale inny wymiar sg,
Scidle ze sobg zwigzane (patrz Tabela 1). W szczegdlnosci istnieje naturalna degeneracja
rozmaitosdci hiper-kihlerowskiej wymiaru n o danym stopniu ¢, dla ktérej zbiér osobliwy
jest rozmaitoScig hiper-kéhlerowskg wymiaru n—1 o tym samym g. Ciag takich rozmaitosci
nazywamy Matrioszka.

4.4. Degeneracje podwojnych EPW szescianéw.
Artykul omoéwiony w tej sekeji: [K6]

W [K6] badamy degeneracje podwéjnych EPW szeScianéw rozwazajac poprzednia kon-
strukcje dla A € 3 tzn. A takiego, ze P(A) N G(3,V) # 0.

Oznaczmy G(3,V) C P(A3V) Grassmannian tréjwymiarowych przestrzeni w V. Jezeli
A € X jest generyczne ,to P(A) przecina Grassmannian G(3,V) w dokladnie jednym
punkcie P = [U]. Oznaczmy przez Tp = P(Ty) zanurzong przestrzei styczng do

G(3,V) C P(A*V)
w punkcie P € G(3,V). Zauwazmy, ze przecigcie
TpNG(3,V) C P(A’V)

jest stozkiem Cp C P° o wierzchotku P nad iloczynem Segre P2 x P? C P2 Z drugiej
strony mozna stowarzyszyé z A miejsce degeneracji D%. Pokazujemy, ze Cp C D) oraz
przeciecie Cp N D2 jest kowymiaru 1 w Cp. Otrzymujemy nastepujaca propozycje.
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Propozycja 10. |[K6] Podwdjne nakrycie Y4 — D% indukuje nakrycie

Za i) (OmezA) C P°

takie, ze Z 4 jest rozmaitoscig hiper-kihlerowskq typu K32 o stopniu B-B q = 4. Pod-
przestrzenie Lagrangowskie A C A3V takie, ze P € P(A) parametryzujg 19-wymiarowq
rodzine rozmaitosci hiper-kdhlerowskich z ¢ = 4.

Rozmaito$é Z4 dla A € ¥ moze byé interpretowana jako zbiér osobliwy zdegenerowa-
nego podwdjnego EPW szescianu Y,4. Mozna pokazaé, ze nakrycie

ZA — (Cp ﬂDi)

indukuje niesymplektyczng inwolucje wiec otrzymujemy analogiczng sytuacj¢ do przypad-
ku EPW sekstyk. Mozna pokazaé, ze generyczna polaryzacja z ¢ = 4 definiuje biwymierne
odwzorowanie na czterowymiarows rozmaitodéé stopnia 48 w P?. Opis obrazu takiego bi-
wymiernego odwzorowania jest intrygujacym otwartym problemem.

4.4.1. Zwigzek rozmaitosci Z 4 1 czterowymiarowych rozmaitosci Verra. Przedstawmy te-
raz inne konstrukcje rozmaitoéci hiper-kdhlerowskich Z4. Przypomnijmy ze Beauville i
Donagi pokazali, ze schemat Hilberta prostych zawartych w hiperpowierzchni stopnia 3 w
P jest rozmaito$cia hiper-kéhlerowsks typu K32 o stopniu B-B ¢ = 6. Opiszemy teraz
podobng konstrukcje dla rozmaitosci hiper-kdhlerowskich Z 4.

Rozwazmy czterowymiarows, rozmaitosé Verry V tzn. podwéjne nakrycie P? x P? rozga-
lezione wzdluz dywizora typu (2,2). Rozmaitosé V jest izomorficzna z przecigciem stozka
nad zanurzeniem Segre

CP*xP*)NQyCP?
z kwadryka, Q) 4, ktéra nie przechodzi przez srodek stozka. Dobierajac uktad wspoétrzednych
tak aby z = 0 byta hiperplaszczyzng polarng wzgledem wierzchotka stozka do kwadyki @) 4
mozemy zapisaé Q4 = 22 — ¢'. Kwadryka ¢ definiuje wtedy naturalnie podprzestrzeri La-
grange’owska P(A) C P(A3W), ktéra przecina G(3, W) w danym punkcie P. Otrzymujemy
w ten sposéb odpowiednio§é miedzy przestrzeniami Lagrange’owskimi P(A) zawierajacy-
mi P i rozmaitoéciami Verry

Va4 C C(P?* x P?) C P*

z doktadnoscig do izomorfizmu.
Zaczynajac od V4 konstrukcja Z4 moze byé przeprowadzona nastepujaco:

(1) Niech P° 5 V, 25 P2 x P? bedzie podwdjnym nakryciem takim, ze rzuty na P2
indukujg dwa odwzorowania P? < V4 — P2,

(2) Rozwazmy (1, 1) stozkowe na Fy C P?, ktére rzutuja sie na proste przez rzutowania
P2 « V4 — P2

(3) Dwie proste I;,l, w P? indukuja kwadryke @' C P? x P2, czyli tréjwymiarows,
kwadryke @, ;, C C(P? x P2) NP~

(4) Przeciecie Q4 N Q' C P* jest powierzchnig del Pezzo stopnia 4. Kazda taka po-
wierzchnia zawiera osiem pekéw (1,1) stozkowych.

Twierdzenie 11 ([K6]). Schemat Hilberta (1,1) stozkowych na V4 dopuszcza P! fibra-
cje o bazie Z 4 bedgcej rozmaitoscig hiper-kdhlerowskq o stopniu B-B q = 4, ktdra byla
skonstruowana w Propozycji 10.

Powyzsza konstrukcja moze byé poréwnana z konstrukcjg Beauville’a i Donagiego [7]
albo z konstrukcja z pracy [59]. Mozemy opisaé réwniez $cisty analogie miedzy Z,4 a
odpowiednig rozmaitoscig hiper-kéhlerowsks Beauville’a Donagiego pochodzaca od kubiki
zawierajacej plaszczyzne.
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Niech S bedzie ogdlng powierzchnig K3 stopnia 2. Rozrézniamy trzy typy elementow
w podgrupie punktéw dwu-torsyjnych w grupie Brauera Br(S)y = (Z2)*' indukujacych
trzy typy struktur Hodge’a, ktére sg zwigzane z nastepujacymi rozmaitoSciami:

(1) pelnym przecigciem X,45 C P° dla ay,

(2) czterowymiarows kubika X3 C P5 zawierajaca plaszczyzne dla ay,

(3) podwéjnym nakryciem V4 rozmaitosci P2 x P? rozgalezionym wzdluz (2,2) dywi-
zora dla as.

Rozwazamy przestrzen moduli M (S, ;) skreconych snopéw na (S,a;) dla i = 1,2,3
(zobacz[44]).

(1) M(S,a;) jest izomorficzne z K3 powierzchnig X, 5, C P5 (zobacz [35]),
(2) M(S,as) jest izomorficzne ze schematem Hilberta prostych na odpowiadajacej
kubice X3 C P° zawierajacej plaszczyzne (zobacz [60)]).

Mozemy teraz uzupelnié¢ tg analogie pokazujac:

Propozycja 12 ([K6]). M(S, az) jest izomorficzne z bazq P* fibracji na schemacie Hilber-
ta (1,1) stozkowych na czterowymiarowej rozmaitosci Verry Va dla odpowiedniego A wiec
izomorficzne z czterowymiarowq rozmaitosciq hiper-kihlerowskq Z 4 rozwazang powyzej.

4.4.2. Zastosowania. Naszym celem w tym rozdziale jest opisanie zwiazkéw geometrii
EPW szescianéw i rozmaitosci hiper-kiéhlerowskich Z4 z konstrukcjami klasycznej geome-
trii algebraicznej. To pozwala nam spojrzeé na klasyczne problemy z bardziej ogblnego
punktu widzenia geometrii hiper-kahlerowskiej.
Dostajemy nastepujacy opis kwartyk Kummer’a ([70]):
(1) Rzutowania P? «+ Cp — P? indukujg wymierne P? fibracje. Te indukujg abelowe
fibracje P? «+ Z, — P2
(2) Otrzymujemy wiec dwie fibracje P? < Cp N D{f — P? przez kwartyki Kummer’a.

Whiosek 13 ([K6]). Schemat Hilberta (1,1) stozkowych na tréjwymiarowej rozmaitoscs
bedgcej podwdjnym nakryciem P x P? rozgatezionym wzdtuz (2,2) dywizora dopuszcza
P! —fibracje o bazie izomorficznej z kwartykg Kummer’a.

Uzywajac wynikéw z [62] mozna pokazaé, ze rozmaitosci Z4 wystepujg naturalnie w
klasyfikacji rozmaitosci hiper-kihlerowskich dopuszczajacych niesymplektyczny automor-
fizm. Oznaczmy przez 2 rodzine wszystkich rozmaitosci postaci Z4.

Twierdzenie 14 ([K6, 62]). Niech X bedzie rozmaitoscig hiper-kihlerowskq typu K3P,
ktora dopuszcza miesymplektyczny automorfizm rzedu bedgcego liczbg pierwszq p # 3,23.
Wtedy X jest w jednej z nastepujgcych postaci
(1) w domknieciu rodziny podwdjnych EPW sekstyk
(2) w domknieciu rodziny &
(8) jest izomorficzne z przestrzeniq moduli snopdw na powierzchni K3 i automorfizm
jest indukowany przez automorfizm powierzchni K3.

We wspélnym projekcie z C.Camere, M.Kapustks i G.Mongardim opisujemy geome-
trycznie rozmaitosci hiper-kdhlerowskie dopuszczajgce niesymplektyczne automorfizmy w
domknieciu rodziny 2°. Dokladniej, opisujemy dwie niezbadane rodziny inwolucji w takim
domknigciu majgce niezmiennicze kraty izomorficzne z

U(2) ® Dy albo U(2) ® Es(2).

Otrzymujemy w ten sposéb uniwymierno$é rozwazanych rodzin.
W pracach Debarre’a i Kuznetsova [26, 27, 28] pokazany jest zwigzek EPW szescia-
néw z rozmaitosciami Gushel-Mukai (GM) tzn. sekcjami kwadratowymi sekcji liniowych
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stozka nad Grassmanianem ((2,5). Mozna pokazaé, ze EPW szedciany i tréjwymiaro-
we rozmaitosci GM maja powigzane obszary okreséw. Mamy nadzieje, ze zwigzki miedzy
tymi obiektami pozwola nam przyblizy¢ sie do hipotezy o niewymiernosci ogdlnej cztero-
wymiarowej rozmaitosci GM.

Nasze konstrukcje sg réwniez powigzane z inng wiodaca hipotezg klasycznej geometrii.

Hipoteza 2. Ogdlna hiperpowierzchnia stopnia 3 w P° jest niewymierna.

Oczekujemy, ze problem wymiernoéci powyzszych hiperpowierzchni (rozwazany w [36,
57, 95, 44]) jest Scidle zwiazany z geometrig stowarzyszonych, przez konstrukcj¢ Beauvil-
le’a, Donagiego, rozmaitosci hiper-kiahlerowskich. Wymierne hiperpowierzchnie powinny
odpowiadaé¢ rozmaitosciom hiper-kidhlerowskim izomorficznym z przestrzeniag moduli sno-
péw na powierzchni K3. Z pracy Macri i Stellari [60] wynika, ze hiperpowierzchnia stopnia
3 zawierajgca plaszczyzne indukuje rozmaitosé hiper-kdhlerowska, ktéra jest przestrzenig
moduli skreconych snop6w na powierzchni K3. Stad oczekujemy, ze takie hiperpowierzch-
nie sg niewymierne. Hiperpowierzchnie stopnia 3 zawierajace plaszczyzng sa analogicz-
ne do czterowymiarowych rozmaitosci Verra (Propozycja 12). W szczegdlnosci w [K6]
badamy zwigzki miedzy rozmaito$ciami Verra a stowarzyszonymi rozmaitoSciami hiper-
kihlerowskimi. Mamy nadzieje, ze nasze wyniki przyczynia si¢ do postepéw w Hipotezie
2. Oczekujemy réwniez, ze ogdlna czterowymiarowa rozmaito$é Verry nie jest wymierna.

Innym przykladem pokazujgcym jak geometria rozmaitodci hiper-kahlerowskich jest
zwigzana z klasyczna geometrig algebraiczng, jest problem Morina opisany w nastepnym
rozdziale.

4.5. Bardzo specjalna EPW sekstyka i problem Morina.
Artykul omoéwiony w tej sekcji: [K4]

Rodzine ptaszczyzn w P° nazywamy skoriczonyg petng rodzing przecinajgcych sig ptaszczyzn w
P jezeli kazde dwie plaszczyzny z tej konfiguracji przecinaja sie oraz nie ma plaszczyzny spoza
tej rodziny, ktora przecina wszystkie plaszczyzny z tej rodziny.

W 1930 Ugo Morin postawil nastepujacy problem:

Problem 15. Sklasyfikowaé skoriczone petne rodziny przecinajgcych sie ptaszczyzn w PS.

Zaobserwujmy najpierw, ze problem Morina jest réwnowazny z problemem znalezienia La-
grange’owskiej podprzestrzeni A C ASW takiej, ze A € ¥ oraz P(A) N G(3, W) jest skorficzonym
zbiorem punktéw, ktére rozpinaja P(A). Wystarczy do tego zauwazy¢, ze dwa punkty w G(3, W)
odpowiadaja dwém plaszczyznom w P(W). Te dwie plaszczyzny przecinajg sig, jezeli produkt
zewnetrzny odpowiadajacych form jest 0. Stad problem Morina jest réwnowazny z nast¢pujgcym
problemem:

Problem 16. Znaleéé¢ klasyfikacje podprzestrzeni Lagrange’owskich A € X takich, ze P(A) N
G(3,W) jest skoriczonym zbiorem.

O’Grady [73] pokazal, ze przeciecie
P(A)NG(3, W)

ma moc k < 20 zakladajgc, ze jest skonczone. Pokazal tym samym, ze moc skonczonej pelnej
rodziny przecinajacych sie ptaszczyzn w P ma moc 10 < k < 20 oraz zapytal jaka moze by¢ naj-
wicksza moc tego zbioru. Ponadto pokazal istnienie skoriczonych konfiguracji takich plaszczyzn
mocy < 16.

Celem pracy [K4] jest konstrukcja pelnej rodziny dwudziestu przecinajacych si¢ plaszczyzn.
Wtedy, dzicki argumentom z teorii deformacji, mozemy pokazaé, ze istniejs skonczone peine
rodziny takich plaszczyzn mocy k dla kazdej wartosci 10 < k < 20.

Rozwazana konfiguracja dwudziestu plaszczyzn moze zostaé wybrana ze skladowych zbio-
ru osobliwego projektywnego modelu w P° specjalnej rozmaitosci hiper-kihlerowskiej Xg skon-
struowanej przez M.Donten-Bury i J.Wisniewskiego [30] lub projektywnego modelu rozmaitosci
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hiper-kihlerowskiej S([)z], gdzie Sy jest jedng z “najbardziej algebraicznych” powierzchni K3 Vin-
berga [93]. Opiszmy najpierw konstrukcje rozmaitoéci Xo. Bellamy z Schedlerem w [8] pokazali,
ze iloraz pewnego dzialania grupy
G := Qs xz, Ds

rzedu 32 na C* dopuszcza rozwigzanie symplektyczne. To dziatanie moze byé zadane przez macie-
rze o wspdlezynnikach w Z[i] tak, ze dostajemy dzialanie G na E4, gdzie E jest krzywa eliptyczna
z mnozeniem zespolonym E := C/(Z + 1Z). Donten-Bury i Wisniewski [30] pokazali, ze istnieje
specjalne zanurzenie G C Aut(E*) takie, ze iloraz E*/G dopuszcza rozwiazanie symplektycze
Xo bedace czterowymiarows, rozmaitodcia hiper-kihlerowska, z by (Xo) = 23.

Naturalnym jest zastosowanie programu klasyfikacji dotyczacego Problemu 3 opisanego w [K2]
w celu zbadania rozmaitosci Xo. Konstruujemy w tym celu na Xg szeroki dywizor L o stopniu
B-B ¢(L) = 2. Korzystajac z wynikow [K2| otrzymujemy, ze L definiuje odwzorowanie w P°.
Stosujac program klasyfikacji opisany w [74, K1, K2] otrzymujemy, ze to odwzorowanie jest albo
biwymierne albo 2 : 1 z obrazem bedacym specjalng EPW sekstyka. Pokazujemy, ze pierwszy
przypadek nie moze zachodzi¢ udowadniajac, ze X jest typu K 32, Opiszmy konstrukeje dywi-
zora L krok po kroku:

(1) Znajdujemy najpierw na E* G-niezmiennicza polaryzacje H i pokazujemy, ze z doklad-
nodciag, do mnozenia przez stalg, jest tylko jedna taka polaryzacja. Okazuje si¢, ze ta
rozmaitogé abelowa (E*, H) byla znana wczesniej 24, 90]. W szczegdlnosci Debarre, [24]
pokazal, Ze istnieje jedyna, jednoznacznie spolaryzowana, rozmaito$é abelowa (Aig, L)
wymiaru 4, ktéra nie jest hiper-elliptycznym Jacobianem oraz dopuszcza maksymalng,
liczbe 10 punktéw podwdjnych na symetrycznym dywizorze theta.

(2) Istnieje doktadnie 16 G-niezmienniczych wigzek liniowych na E*, dla ktérych pierwsza
klasa Cherna pochodzi od H. Odpowiadajace im dywizory sg wzajemie powigzane przez
translacje o punkty torsyjne w E4. Oznaczmy jeden z tych dywizoréw przez D.

(3) System liniowy |2D| definiuje odwzorowanie w P%. Otrzymujemy nastepujacy diagram:

E* 1 BYG

21| 7|

pis 9 . PS5,
gdzie 0 jest odpowiednim rzutowaniem.

(4) Wigzka liniowa 2D indukuje naturalnie wigzke liniowg L na Xy. Obserwujemy, ze obraz
f jest tym samym co obraz odwzorowania zadanego przez wiazke L. Ponadto obrazem
tych odwzorowan jest hiperpowierzchnia stopnia sze§¢ S C P2,

(5) Pokazujemy, ze S jest EPW sekstyka osobliwg wzdtuz 60 plaszczyzn. Obrazy 20 oso-
bliwych powierzchni na E*/G w S C P° tworza pelng rodzine 20 przecinajacych sig
plaszczyzn w P2,

Odkrywamy nastepnie, ze hiperpowierzchnia § C P° jest powigzana z wieloma klasycznymi
konstrukcjami w geometrii algebraiczne;j:

(1) Istnieje 16 hiperptaszczyzn H; w P5 takich, ze S N H; C P* jest hiperpowierzchnia
Segre stopnia 3. Jest to kubika z maksymalng, liczbg 10 punktéw podwojnych. Wiecej jej
whasnosci zostalo przedstawionych w [23].

(2) Jest projektywnie samodualna oraz zawiera 16 punktéw osobliwych majgcych stozki
styczne bedace stozkami nad kwartyka Igusy.

(3) Jest niezmiennicza na naturalne dziatanie £g permutujace wspétrzedne w P5. Jest szeéé
wyboréw konfiguracji 20 przecinajgcych sie ptaszczyzn wsréd 60 osobliwych plaszezyzn
na S.

(4) S moze by¢ otrzymana jako obraz S([)z] odwzorowanego przez naturalny system liniowy,
gdzie Sy jest powierzchnig K3 Vinberga rozwazang w [93]. Otrzymujemy w ten spo-
séb, ze S([)z] moze byé traktowane jako naturalne rozwigzanie osobliwosci E4/G. To daje
nam geometryczng interpretacje wynikow [8, 30] na temat symplektycznych rozwiazan
osobliwoéci ilorazowych.
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4.5.1. Zastosowania. Po znalezieniu pelnej rodziny dwudziestu przecinajacych si¢ plaszczyzn w
P> pojawiajg sie inne naturalne problemy.

Problem 17. (1) Czy petna konfiguracja dwudziestu ptaszczyzn jest jedyna?
(2) Znalezé opisy petnych rodzin przecinajgeych sie ptaszczyzn o mocy k < 20.

Obserwujemy, ze powyzsze problemy mozna uproécié¢ uzywajac wynikow z [K6|. Istotnie, jezeli
A € % jest podprzestrzenia Lagrange’owska A C A3W taka, ze podzbiér

P4 =PA) NGB, W) C P(AW)

jest skoriczonym zbiorem. Ustalmy punkt P € &4 w tym przecigciu. Tak jak w sekcji 4.4.1
przyporzadkowujemy dla A oraz P czterowymiarows rozmaitosé Verry Vg = C (P2 x P?) N Q4.

Twierdzenie 18. Kazdy punkt w przecieciu P 4\{ P} indukuje osobliwy punkt na odpowiadajgcej
rozmaitosci Verry Vy.

W szczegolnoéci, podprzestrzeri Lagrang’owska A taka, ze P(A) N G(3, W) sklada sig z 20
punktéw indukuje czterowymiarows rozmaito§é Verry V4 z 19 punktami podwéjnymi.
Teraz rozmaito$é Verry dopuszcza dwa rzutowania

P? « V4 — P?,

ktére indukujg dwie struktury fibracji na V4 o wibknach bedacych kwadrykami. Miejsce degene-
racji kazdej z tych fibracji jest krzywa stopnia 6. Dostajemy w ten sposéb dwie krzywe: S4 C P2
oraz S C P2. Mozna zaobserwowaé, ze punkty osobliwe na V4 rzutujg si¢ na punkty osobliwe Sz
oraz punkty osobliwe na §’;. Ponadto ogélnie nad punktem podwéjnym S4 mamy jeden punkt
podwdéjny na V4, a nad punktem potréjnym Sy cztery takie punkty.

Otrzymujemy w ten sposob, ze krzywe stopnia 6 stowarzyszone z Vg4, z 19 osobliwymi punk-
tami, powinny byé¢ pelnymi czworokatami (tzn. czworokatami razem z przekatnymi). Przypo-
mnijmy, ze powierzchnie K3 powstale przez rozwiazanie osobliwosci podwdjnego nakrycia P?
rozgalezionego w rozwazanej rozkladalej krzywej stopnia 6 jest powierzchnig Vinberga So ([93]).

W ten sposob problem 17(1) sprowadza sie do klasyfikacji czterowymiarowych rozmaitosci
Verra V4 o danych krzywych degeneracji. Natomiast problem 17(2) sprowadza si¢ do badania
(2,2) dywizoréw w P? x P? majacych k punktéw osobliwych.
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Wstep. W tym rozdziale omawiamy wyniki dotyczace geometrii rozmaitosci Calabi-Yau. Przy-
pomnijmy, ze z Twierdzenia 2 rozmaitosci Calabi—Yau sg razem z rozmaitosciami hiper-kihlerowskimi
i zespolonymi torusami cegietkami, z ktoérych mozna zbudowaé kazdg rozmaitosé o trywialnej
pierwszej klasie Cherna. Gléwnymi niezmiennikami pozwalajacymi nam odrézni¢ dwie rodzi-
ny tréjwymiarowych rozmaitosci Calabi-Yau sg liczby Hodge’a hM! i h1? ktére oznaczaja od-
powiednio range grupy Picarda oraz wymiar lokalnej przestrzeni deformacji danej rozmaitogci
Calabi-Yau.

Badamy geometrie¢ projektywnych modeli rozmaitosci Calabi—Yau niskiego kowymiaru. Glow-
na motywacja tych badan jest dostarczanie naturalnych przyktadow, na ktérych mozna testowac
hipoteze symetrii lustrzanej. Przypomnijmy, ze wszystkie znane przyktady, dla ktérych ta hipo-
teza moze zostaé¢ sformulowana i czesciowo udowodniona sg izomorficzne z pelnymi przecieciami
w przestrzeniach torycznych. W tej czesci rozprawy przedstawiamy rodziny, ktérych elementy
nie sy pelnymi przecieciami w rozmaitosciach torycznych i dla ktorych nie sg znane konstrukcje
luster.

Drugg motywacja do badania projektywnych modeli rozmaitosci Calabi-Yau sa, jak w przy-
padku rozmaitosci hiper-kdhlerowskich, problemy dotyczace ich klasyfikacji. W przeciwienstwie
do rozmaitosei hiper-kdhlerowskich, ktorych znamy tylko kilka rodzin w kazdym wymiarze, w
przypadku rozmaitosci Calabi~Yau wymiaru 3 znanych jest okoto 10000 rodzin, jednak prawie
wszystkie sg izomorficzne z pelnym przecieciem w torycznej rozmaitosci. Otwarty pozostaje pro-
blem czy jest skoriczenie wiele rodzin rozmaitosci Calabi-Yau danego wymiaru.

Moje badania na temat konstrukcji explicite rozmaitosci Calabi—Yau zostaly zapoczatkowa-
ne w pracy doktorskiej, ktoérej wyniki zostaly opublikowane w [51, 53]. W oparciu o [21, 40]
rozwineliémy nowa metode konstrukeji rozmaitodci Calabi—Yau. Metoda ta sklada sie z dwdch
etapow:

(1) konstrukcji nodalnej rozmaitosci Calabi—Yau zawierajacej dang powierzchnie del Pezzo
(2) wygladzenia obrazu odpowiedniego $ciagniecia tej powierzchni del Pezzo.

Otrzymujemy w ten sposéb wiele nowych rodzin rozmaitosci Calabi-Yau. Niestety przyklady te
nie mialy bezposredniego opisu geometrycznego pniewaz ich istnienie wynikalo z abstrakcyjnych
wynikéw z teorii deformacji.

Badania nad rozmaitoéciami Calabi—Yau byly prowadzone we wspdlpracy z M. Kapustks,.
Jednym z osiggnie¢ [K9] jest bezposrednia metoda opisu powyzszych przykladoéw za pomocs
konstrukcji przez bilinkowanie (albo "biliaison"). Przedstawiamy réwniez konstrukcje explicite
nowych rodzin rozmaitosci Calabi—Yau. Konstrukcje te [52, K9, K11, K12, K13, K7, 54, 55]
uzywaja rozmaitych technik takich jak rezolwenty pfaffianowe, specjalne rzutowania, konstrukcje
przez bilinkowanie. Otrzymane rodziny rozszerzajg znane listy przykladéw takich rozmaitosci
przedstawionych miedzy innymi w [3, 45, 33, K2, 54, 55, 21, 14, 11, 82, 22]. Ponadto rozwazane
przyktady majg naturalne algebraiczne opisy i nie sg na og6! izomorficzne z pelnymi przecieciami
w rozmaito§ciach torycznych. Stanowia dlatego podstawowe przyklady do badania hipotez z
symetrii lustrzane;j.

5.1. Konstrukcje rozmaitosci Calabi—Yau.
Artykuly oméwione w tej sekcji: [K12, 51, 53]

W [K12] uogélniamy i uzupelniamy wyniki otrzymane w doktoracie. Obserwujemy, ze stosujac
konstrukcje przedstawiong w [51, 53] dla zrzutowanych powierzchni del Pezzo w P%, otrzymujemy
trojwymiarowe rozmaitoéci Calabi-~Yau zanurzone w PS.

Badamy idealy powierzchni del Pezzo odwzorowane przez niepelny system liniowy pokazu-
jac, ze ich obrazy moga byé zanurzone w nodalng rozmaitoéé Calabi—-Yau X’. Po odpowiednim
rozwigzaniu osobliwosci X’ otrzymujemy rozmaitoéé X zawierajaca powierzchnie del Pezzo, kto-
ra moze byé $ciggnicta do punktu. Dostajemy w ten sposéb rozmaitosé %, dla ktoérej istnieje
wygladzenie %; przez rozmaitosci Calabi—Yau posiadajgce naturalny dywizor H. Otrzymujemy
nastepujacsy, liste rozmaitosci Calabi—Yau o grupie Picarda rzedu 1.
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TABELA 2.

[No[degD| X" | singX’ [ x(#%) | H® | h°(H)

1 6 X}, [420DP| -96 | 14 7

2| 6 X;, [420DP| —98 [ 14| 7 |
[ 3| 6 X:. |36 ODP| —76 | 15 7

4 6 Xls [36ODP| —78 |15 i

5 7 Xi. |44 ODP| —60 | 16 7

6 8 Xl [520DP| —44 | 17 7

7 i X053 |37TODP | —74 | 19 8

8 8 X} o5 | 440DP | —60 | 20 8

9 8 | Xj000|420DP| —50 | 24 9

Zauwazamy, ze dla rozwazanych rodzin rozmaitosci Calabi-Yau nie ma nawet hipotetycznych
réwnan Picarda-Fuchsa, opisanych w [31], ktére moglyby by¢ przypisane do tych rozmaitosci.
Przyklady 7,8,9 s3 nowymi rodzinami rozmaitosci Calabi~Yau. Kazdy z pozostatych przykla-
déw jest naturalnie zanurzony w P8, Rozmaitosci Calabi-Yau kowymiaru 3 w P® byly wczesniej
badane przez Tonoliego w jego rozprawiec doktorskiej. Zastosowal on twierdzenia strukturalne,
dokladniej rezolwenty pfaffianowe, dla podkanonicznych podrozmaitosci kowymiaru 3 ({78, 96]) w
celu skonstruowania nowych rodzin rozmaitosci Calabi-Yau w P, Odkryt w ten sposéb rodziny
rozmaitoséci majace takie same liczby Hodge'a jak rodziny o numerach 2,4, 5,7 z Tabeli 2.
Naturalnym stato si¢ badanie zwigzkéw miedzy naszg konstrukeja a konstrukejg Tonoliego. W
pracach [K9, 52, K11, K13| przedstawiamy miedzy innym wyniki dotyczgce tych badan.

5.2. Wyznacznikowe rozmaitosci Calabi—Yau.
Artykul oméwiony w tej sekcji: [K13]

Dokonamy teraz przeglad naszych wynikéw dotyczacych wyznacznikowych rozmaitosci Calabi-
Yau. Punktem wyjscia tych badan byla analogia zaobserwowana przez Gross’a i Popescu w [41].
Jest to analogia miedzy opisami wyznacznikowych rozmaitosci Calabi—Yau oraz powierzchni del
Pezzo.

] powierzchnie del Pezzo D' rozmaitoéci Calabi-Yau X'

1 D¢ CIP(1,1,2,3)

2 Dy CP(1,1,1,2) Xg C P(1,1,1,1,4)

3 D3 C P3 X5 C P?

4 Dyo C P? X3'3 cP®

) 4 x 4 Pfaffiany 6 x 6 Pfaffiany
skoénej macierzy 5 X 5 skos$nej macierzy 7 x 7

6 2 x 2 minory macierz 3 X 3 3 x 3 minory macierzy 4 x 4

7 2 x 2 minory macierzy 3 x 4 3 X 3 minory macierzy

otrzymanych przez skre§lenie wiersza otrzymanych przez skreslenie wiersza

z symetrycznej macierzy z symetrycznej macierzy 4 X §

8 2 X 2 minory 3 x 3 minory

symetrycznej macierzy 4 x 4 symetrycznej macierzy 5 X 5
8’ 2 X 2 minory 3 x 3 minory
podwadjnie symetrycznej macierzy 3 X 5 | podwdjnie symetrycznej macierzy 4 x 6

TABELA 3. Analogia

Indeks ¢ w powyzszej tabeli oznacza stopieri odpowiadajacej powierzchni del Pezzo. Skoro sa
dwie powierzchnie del Pezzo stopnia 8, uzywamy dla jednej z nich 8. W naszej pracy przedsta-
wiamy geometryczne wytlumaczenie tej analogii. Pokazujemy, ze powierzchnia del Pezzo stopnia
i moze by¢ w naturalny sposéb zanurzona w osobliwg rozmaitosé Calabi-Yau X’ odpowiadajaca
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powierzchni del Pezzo stopnia i — 1. Mozemy nastepnie wykonaé¢ operacje nieprojekcji, czyli ope-
racje odwrotng do projekeji. Otrzymujemy w ten sposob rozmaitogé Calabi-Yau odpowiadajaca,
w tabeli powierzchni del Pezzo stopnia i. W ten sposob, uzywajac wynikéw Namikawy oraz wy-
nikéw Pragacza w appendiksie [K13|, mozemy obliczy¢ liczby Hodge’a powyzszych rozmaitosci
wyznacznikowych otrzymujac:

6] 2 | 34
7| 2 | 25
8] 1 |26

Badamy nastepnie ekstremalne kontrakcje rozwazanych rozmaitosci wyznacznikowych dla przy-
ktadéw o grupie Picarda 2. W przypadku X¢ kazda z ekstremalnych kontrakcji jest matg kon-
trakecja do 56 nodéw na przecieciu kwartyki i kwadryki. W przypadku X7 mamy mala kontrakcje
do 63 nodéw i dywizorialng kontrakcje do rozmaitosci, ktéra jest degeneracja Xs.

Badania wyznacznikowych rozmaitosci Calabi-Yau byty kontynuowane w pracy [49], w ktérej
autorzy przedstawiaja metode obliczania niezmiennikéw Gromowa-Wittena takich rozmaitosci.
Mamy nadzieje, ze rozwdj tych technik doprowadzi do konstrukeji symetrycznych luster do wy-
znacznikowych rozmaitosci Calabi—Yau.

5.3. Powierzchnie del Pezzo w P® i rozmaitosci Calabi—Yau w P,
Artykul oméwiony w tej sekcji: [52]

W pracy [52] analizujemy dokladniej zwiazek zaobserwowany w Tabeli 2 miedzy powierzch-
niami del Pezzo w P a rozmaitosciami Calabi-Yau w PS.

Przypomnijmy najpierw konstrukcje Tonoliego rozmaitosci Calabi-Yau w P8, W kowymiarze 3
rozmaitosé Calabi—Yau, jako rozmaito§é subkanoniczna, jest zdefiniowana przez Pfaffiany tzn. jest
miejscem degeneracji skosnego morfizmu miedzy wigzkami o nieparzystej randze E*(—t) % E,
gdzie t € Z. W tym przypadku, X jest zdefiniowane lokalnie przez znikanie 2u x 2u Pfaffianow
skosénie symetrycznego odwzorowania miedzy wiazka F rangi 2u+1 a jej skrecong dualng E*(—t).
W szczegblnodci, jezeli X jest opisany przez Pfaffian, to

(3) 0 — Opn(—2s —t) = E*(—s —t) 5 B(—s) = Ix — 0,
gdzie s = ¢1(E) + ut. Ponadto, z [78, §3] mamy w tym przypadku
4) wx =Ox(t+2s—-n—1).

Skoro wybor skosnego odwzorowania ¢ jest réwnoznaczny z wyborem ciecia o € HO(A? E(t)),
bedziemy uzywaé notacji Pf(o) dla rozmaitosci zdefiniowanej przez odwzorowanie o.

Tonoli badal wigzki E, ktére daja, przez konstrukcje pfaffianows, rozmaitosé Calabi-Yau stop-
nia d otrzymujac nastepujace wigzki:

d E
12 Ops @ 20ps(1)
13 40ps B Gpa(1)
14 70ps or Qps(1) ® Ops(1)
15 Qe (1) & 30ps
16 | ker(v), gdzie ¢: 130ps — 56’]_]»6(1) jest ogdlnym odwzorowaniem
17 ker(v), gdzie 9: 160ps — 30ps(1) jest jed-
nym z trzech odwzorowan opisanych
wezesnie]

Naszym gléwnym wynikiem jest pokazanie, ze powyzsze wigzki sg Scisle zwigzane z wigzkami
odpowiadajacymi zrzutowanym powierzchniom del Pezzo w PS.
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Twierdzenie 19. Niech X C PS bedzie ogolnym elementem rodziny rozmaitoéci Calabi-Yau
skonstruowanych przez Tonoliego (|88]) oraz niech Eq bedzie odpowiadajgeq mu wiazkg. Wtedy
istnieje odwzorowanie Eq — 20ps takie, ze jgdro F' zawezone do dowolnego hiperplaskiego ciecia
P® definiuje powierzchnie del Pezzo stopnia deg(X) — 9. Ponadto jezeli ogdlna powierzchnia del
Pezzo D C P® jest stowarzyszona z wigzkqg Ep, to istnieje rozszerzenie E}y wigzki Ep do PS,
takie, Ze ogdlna wigzka F € Ext!(E},,20) definiuje tréjwymiarowq rozmaitosé Calabi-Yau w PO
o stopniu deg(D) + 9.

W szczegolnosci znajdujemy naturalny opis rozmaitosci Calabi—Yau rozwazanych w [88], ktéry
moze zostaé zaprogramowany w Macaulay 2, aby skonstruowaé¢ réwnania tych przykladow w
charakterystyce 0. Wnioskujemy réwniez, ze jeden z rozwazanych przyktadéw ma grupe Picarda
rzedu > 2 (wbrew temu co zostalo pokazane w [88]).

Powyzsze twierdzenie 19 daje przestanki do sformutowania nastepujgcej hipotezy:

Hipoteza 3. Jezeli X jest rozmaitoscig Calabi-Yau w P8, to stopieri dx < 18.

5.4. Konstrukcja przez bilinkowanie w kowymiarze 3.
Artykul oméwiony w tej sekcji: [K9)

Gléwnym celem [K9] jest badanie jak rezolwenta pfaffianowa zmienia sie po operacji bilinkowa-
nia. W konsekwencji odkrywamy, ze konstrukcja przez bilinkowanie pozwala nam na bezposredni

opis rozmaitosci otrzymanych przez nieprojekcje. Ta obserwacja zostata uzyta w [K7] do opisu
explicite rodzin odkrytych w [51, 53].

5.4.1. Bilinkowanie. Przedstawmy konstrukeje rozmaitosci Calabi—Yau w P* za pomocs bilinko-
wania i deformacji.

Oznaczamy F' = X' gdy F i X’ s ze sobg bilinkowane tzn. istnieje pelne przeciecie takie, ze
F i F' sg skladowymi tego przeciecia oraz inne pelne przeciecie takie, ze F’ i X' sg sktadowymi.
X' ~» X oznacza, ze X' jest degeneracjag X tzn. istnieje plaska rodzina nad dyskiem taka, ze
X' jest specjalnym elementem a X ogblnym. Moéwimy wtedy, ze X jest skonstruowany z F za
pomocy konstrukcji bilinkowania i piszemy:

PP>F= X'~ X CP.
Otrzymujemy nastepujaca propozycje:
Propozycja 20. Ogdlna powierzchnia kanoniczna S C P° stopnia dg < 17 spetniajgca warunek

maksymalnosci modutu Hartshorne-Rao moze byé otrzymana z powierzchni del Pezzo D stopnia
dp = dg — 9 za pomocg konstrukcji bilinkowania.

W przypadku rozmaitoéci Calabi-Yau zaczynamy konstrukcje od tréjwymiarowej rozmaitosci
del Pezzo w P% otrzymanej przez zrzutowanie pétkanonicznego modelu.

Propozycja 21. Dia d < 7 kazda gtadka tréjwymiarowa rozmaito$é del Pezzo Ty stopnia d w
PS jest potgczona przez konstrukcje przez bilinkowanie 2z rozmaitoscig Calabi-Yau stopnia d + 9
w PO,

Dla d = 8 sytuacja jest bardziej skomplikowana.
Propozycja 22. Niech Ty bedzie rozmaitoscig del Pezzo wymiaru 3 wP®. Wtedy mozemy wybraé
$rodek rzutu tak aby obraz Ty C P® mdgt byé potgczony przez konstrukcje bilinkowania z osobliwg

rozmaitoscig Calabi-—Yau X' stopnia 17. Istnieje wygtadzenie tej rozmaitosci bedgce rozmaitoscig
Tonoliego.

5.4.2. Konstrukcja kanonicznie zanurzonej powierzchni generalnego typu stopnia 18. Gléwnym
osiggnieciem omawianej metody byla konstrukcja powierzchni generalnego typu z

pg = H°(S,Ks) =6
z K bardzo szerokim o stopniu K% = 18. Préby podejécia do tego problemu konstrukeji takie;
powierzchni zostaly wczedniej opisane w [15, 88].
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Zanurzamy powierzchnie del Pezzo stopnia dziewigé w P® przez podsystem systemu antyka-
nonicznego. Konstrukcja bilinkowania jest wykonywana w pelnym przecieciu dwéch hiperpo-
wierzchni stopnia trzy. Taki rzut nie zawiera wystarczajaco kubik w swoim ideale. Rozwazamy
wiec specjalne rzutowania.

Propozycja 23. Niech Dg C P° bedzie powierzchnig del Pezzo stopnia 9. Wtedy mozemy wybraé
specjalng trojwymiarowq przestrzeri A C PP definiujgcq rzutowanie mp 1 P° — P5, ktdre spetnia
nastepujgee warunki.
(1) zawezone rzutowanie ma|p, jest izomorfizmem na obraz;
(2) powierzchnia Dé\ = wa(Dg) jest zawarta w petnym przecieciu Yo dwdch hiperpowierzchni
stopnia 3
(8) YA ma 60 izolowanych osobliwosci.

Jezeli wybierzemy ogoélne A, jak powyzej, mozemy zastosowaé konstrukcje przez bilinkowanie
w Y otrzymujac nastepujace twierdzenie:

Twierdzenie 24. Powierzchnia D} jest zbilinkowana na Ya do gtadkiej powierzchni kanonicznie
zanurzonej w Sy stopnia 18.

To pokazuje, zZe przestrzen moduli powierzchni ogélnego typu z py = 6 stopnia kanonicznego
18 jest niepusta i ogdlna taka powierzchnia ma bardzo szeroki dywizor kanoniczny. Otrzymana
rodzina ma wymiar 36, nie jest jednak pelng rodzing,.

We wspélnym projekcie z J. Jelisiejewem i M. Kapustks, opisujemy geometrycznie przestrze-
nie liniowe A definiujace specjalne rzutowania uzywajac przeksztalcenia Cremona. Powigzujemy
réwniez powyzszg konstrukcje z konstrukeja opisang w [13] zerowymiarowych schematow wygtla-
dzalnych mocy 8.

5.5. Rozmaitosci Calabi—Yau w PS.
Artykul oméwiony w tej sekcji: [K11]

Jest to pierwsza praca dotyczgca klasyfikacjii rozmaitosci Calabi-Yau w P8, Przypomnijmy, ze
rozmaitoéci Calabi—Yau zanurzone w P° sg pelnymi przecieciami dwéch hiperpowierzchni stopnia,
3 albo jednej stopnia 4 a drugiej 2 albo sa hiperpowierzchnig stopnia 5 w P4, W [K9, 52, K11, K12]
badamy tréjwymiarowe rozmaitosci Calabi-Yau w P® uzyskujac pelng klasyfikacje przyktadow
stopnia d < 14. Wiadomo, ze stopieni takich rozmaitoéci w P8 jest < 41 ale najwyzszy stopien
znanego przykladu to 17 ([52]). Naturalnym problemem jest znalezienie odpowiedzi na pytanie
jaki jest najwyzszy stopien rozmaitoéci Calabi-Yau w P®. Przypomnijmy, ze kazda rozmaitosé
tr6jwymiarowa moze zostaé zanurzona w P?, w szczegblnosci kazda rozmaitogé Calabi—Yau moze
zostaé zanurzona w P’. Nie ma znanych konstrukcji symetrycznych luster dla rozmaitosci Calabi—
Yau stopnia > 15 w P9,

Najbardziej wptywowsa hipotezg dotyczgca geometrii niskiego kowymiaru jest wciaz otwarta
hipoteza Hartshorne'a [42].

Hipoteza 4. Jezeli X C PN jest rozmaitoscig wymiaru n takg, ze n > %N , to X jest petnym
przecieciem.

Inng hipoteze zaproponowal Schneider’a, ktory rozwazal rozmaitosci nie ogdélnego typu niskie-
go kowymiaru.

Hipoteza 5. Jezelin > %N , to istnieje skoriczenie wiele gtadkich n-wymiarowych podrozmaitosci
PV, ktore nie sq ogélnego typu.

Przypadek najnizszego stopnia, dla ktérych powyzsze hipotezy nie sg rozstrzygniete, jest przy-
padek rozmaitosci kowymiaru 3 w P6. Klasyfikacja takich rozmaitosci zostala przeprowadzona
do stopnia 12. Przypomnijmy, ze z punktu widzenia klasyfikacji rozmaitosci nie ogélnego typu
wazng klasa przykladow sg rozmaitosci Calabi—Yau, co daje motywacje do dalszych badari.

Gloéwnym technicznym wynikiem [K11] jest nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 25. Stopieri tréjwymiarowej rozmaitosci Calabi-Yau X C Q C P8, gdzie Q jest
kwadrykg, wynosi 12 lub 13 lub 14.
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Na podstawie tego twierdzenia wnioskujemy, Ze nie ma rozmaitosci Calabi—-Yau stopnia 11 w
P6. Badamy réwniez rangi kwadryk, ktore moga zawieraé rozmaitosci Calabi-Yau wymiaru 3.

Propozycja 26. Jezeli Q jest kwadrykg zawierajgce gladkg rozmaitosé Calabi-Yau w P®, to
tk(Q) > 5. Ponadto, gtadka kwadryka (tzn. rangi 7) nie moze zawieraé trojwymiarowych rozma-
itosci Calabi-Yau stopnia 13.

Podajemy pelng klasyfikacje rozmaitosci Calabi-Yau zawartych w kwadryce.

Twierdzenie 27. Niech X C P® bedzie rozmaitosciq Calabi-Yau zawartg w kwadryce Q. Wtedy
X jest: albo petnym przecieciem dwdch kwadryk i kubiki, albo jest otrzymane przez konstrukcje
pfaffianowq zastosowang do wigzki /\2 E(1) gdzie E jest izomorficzne z 40ps ® Ops (1), albo wigzkg
QI%,G(I) ® Ops(1).

Badamy nastepnie geometrie rozmaitosci Calabi—Yau stopnia 14 w kwadryce i otrzymujemy, ze
ogdblna taka rozmaito$é moze zostaé skonstruowana jako miejsce zerowe skreconej wigzki Cayleya
na gladkiej kwadryce.

5.5.1. Klasyfikacja w stopniach < 14. Po dalszej analizie otrzymujemy klasyfikacje rozmaitoéci
Calabi-Yau stopnia 12 i 13 w PS,

Whiosek 28. Kazda rozmaitosé Calabi-Yau wymiaru 3 stopnia 12 w P8 jest petnym przecieciem
dwdch kwadryk i kubiki. Kaida rozmaitosé Calabi-Yau wymiaru 3 stopnia 12 w P® jest zadana
przez znikante 4 x4 Pfaffiandw skosnej macierzy 5 x5 z liniowymi wyrazami poza rzedem kwadryk.

Podajemy nastepnie peing klasyfikacje tréjwymiarowych rozmaitosci Calabi—Yau w zaleznosci
od wiazki, ktéra je zadaje.

Twierdzenie 29. Niech X C P® bedzie rozmaitoscig Calabi-Yau wymiaru 3 stopnia 14 w P,
Wtedy X moze zostaé skonstruowana przez konstrukcje pfaffianowq zastosowang do /\2 E(1),
gdzie E jest izomorficzne z T0ps albo Qs (1) & Ops(1).

5.5.2. Klasyfikacja z doktadnoscig do deformacji. Pokazujemy, ze kazdy przyklad rozmaitosci
Calabi-Yau stopnia 14 skonstruowany w [9] za pomocs wiazki Qe (1) @ Ops(1) jest gladks de-
generacjy rozmaitoéci Calabi—Yau stopnia 14 skonstruowanej przez Tonoliego. Pokazuje to, ze
najnizszy stopien generatora ideatu nie jest staly w ptaskiej rodzinie rozmaitosci kowymiaru 3.

Whiosek 30. Jest jedna rodzina rozmaitosci Calabi-Yau stopnia 14 w PS.

Dalsze wyniki na temat rozmaitosci Calabi-Yau stopnia 14 w P® zostaly przedstawione w pracy
[45]. Autorzy przedstawiajg przyklady par rozmaitosci Calabi—Yau ktore nie sa biwymierne ale
ich réznica w pierscieniu Grothendiecka jest anihilowana przez afiniczng prosta.

5.6. Rozmaitosci Calabi—Yau w P’.
Artykul oméwiony w tej sekcji: [K7]

Kazda rozmaitosé Calabi-Yau moze zostaé zanurzona w P7. W pracy [K7] badamy przyktady
takich rozmaitosci ktore nie sg liniowymi rzutami rozmaitosci z wyzej wymiarowej przestrzeni
rzutowe;j.

Przedstawiamy liste (hipotetycznie zupelna) tréjwymiarowych rozmaitosci Calabi-Yau, ktore
sg arytmetycznie Gorensteina w P7. Oznaczamy przez Pf13 C P7 rozmaitosé kowymiaru 3 zadana
przez skosng macierz 4 x 4 form liniowych z dodatkowym rzedem i kolumng kwadryk. Przez F
rozumiemy tréjwymiarows rozmaitosé del Pezzo (1,1) C P2 x P2 a przez Fy tréjwymiarows,
rozmaitoéé del Pezzo P! x P! x P!,

Przykiady 2, 4, 5 oraz 11 byly badane w [9], przyklady 4, 7 oraz 8 w [51] oraz 1 w [56].
Przyktady 6, 9 i 10 sg nowymi rodzinami tré6jwymiarowych rozmaitosci Calabi-Yau. Badamy
geometrie tych przykladéw opisujac ich biwymierne kontrakeje i stozki Kéhler’a. W celu analizy
przykladu stopnia 19 uzywamy odwzorowania Cremony zdefiniowanego przez kwadryki zawie-
rajace zanurzenie Segre P? x P? w P8. Mozemy pokazaé, ze powyzsza tabela przedstawia pelna,
liste arytmetycznie Gorensteina rozmaitosci Calabi-Yau o stopniu < 17. Pojawia sie naturalny
problem.
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No. Deg. ALt AbL2 Opis
1 14 2 86 ) (2,4) dywizor w P! x P3
2 15 1 76 G(2,5) N X3 NP7
3 16 1 65 X222,2
4 17 1 55 bilinkowany na Ys 22 do P?
) 17 2 58 2 x 2 minory macierzy 3 X 3 o stopniach wyrazéw (é i i)
6 17 2 54 kowymiar 2 w skrolu kubicznym
7 18 1 46 bilinkowany na Y523 C P7 do Fy
8 18 1 45 bilinkowany na Y223 C P7 do Fy
9 19 2 37 bilinkowany na specialnym Pfi5 do Fy
10 19 2 36 bilinkowany na specialnym Pfi5 do Fy
11 20 2 34 3 x 3 minory macierzy 4 x 4 form liniowych w P7

TABELA 4. Rozmaitoéci Calabi—Yau arytmetycznie Gorenstein’a w P7

Problem 31. Czy Tabela 4 przedstawia petng liste arytmetycznie Gorensteina rozmaitosci Calabi-
Yau w P7?

5.7. Rozmaitosci Calabi—Yau jako produkty wldkniste.
Artykul oméwiony w tej sekcji: [K14]

Badamy konstrukcje rozmaitosci Calabi—Yau, ktére s3 malymi rozwigzaniami nodalnych pro-
duktéw wloknistych relatywnie minimalnych wymiernych powierzchni eliptycznych z sekcjg. Ta-
kie konstrukcje byly analizowane przez Schoen’a, a naszym celem jest ich uogdlnienie przez
dopuszczenie dowolnych konfiguracji wlékien, na powierzchniach eliptycznych. Otrzymujemy w
ten spos6b bardziej skomplikowane typy punktéw podwédjnych. Zaczynamy od klasyfikacji wio-
kien, ktére moga sie pojawi¢ na takich rozmaitoiciach. Wtedy znajdujemy wzory pozwalajace
obliczy¢ liczby Hodge’a otrzymanych rozmaitosci Calabi—Yau. Nastepnie opisujemy deformacje
rozwazanych rozmaitoséci otrzymujac:

Twierdzenie 32. Niech X bedzie rozmaitoscig Calabi-Yau, ktdra jest rozwigzaniem osobliwosci
produktu wtéknistego dwdch wymiernych powierzchni eliptycznych z sekcjami. Wiedy generyczna
deformacja takich rozmaitosci tez jest produktem widknistym tego typu.

5.8. Rozmaitosci Fano.
Artykuly omoéwione w tej sekcji: [K8, K15]

Przypomnijmy, ze rozmaitosci Fano sg algebraicznymi rozmaitosciami, dla ktérych anty-kanoni-
czny dywizor jest szeroki. Zauwazmy, ze hiperplaskie ciecie rozmaitosci Fano w antykanonicznym
zanurzeniu jest rozmaitoscig o trywialnej pierwszej klasie Cherna. W ten sposéb geometria roz-
maito$ci Fano jest §cile powigzana z geometrig rozmaitosci hiper-kéhlerowskich i rozmaitosci
Calabi-Yau.

Rozmaitosci Fano wymiaru dwa nazywamy powierzchniami del Pezzo. Klasyfikacja tréjwymia-
rowych rodzin zostala skompletowana w pracach [46, 64]. W przypadku osobliwych rozmaitosci
problem klasyfikacji jest o wiele trudniejszy nawet w przypadku osobliwych powierzchni del Pezzo
[1, 2, K15, 12, 97]. Dla tréjwymiarowych rozmaitosci Fano zainteresowani jesteémy problemem
konstrukeji rozmaitosci o danej grupie automorfizméw lub rozstrzygnieciem, ktére przyklady
dopuszczajg metryke Kihlera-Einsteina. Ostatni problem byl rozwazany w [K8] w przypadku
rozmaitosci Fano genusu 12.

5.8.1. Powierzchnie log del Pezzo. Gloéwnym wynikiem pracy [K15] jest opis projektywnych mo-
deli powierzchni log del Pezzo indeksu 2, tzn. powierzchni dla ktérych —2Kgz jest szerokim
dywizorem Cartier.
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Twierdzenie 33. Jezeli Z jest powierzchnig log del Pezzo indeksu 2, to zachodzi jeden z naste-
pujgcych przypadkiw:

a) K% =1 oraz Z jest izomorficzny z hiperpowierzchnig stopnia 6 w P(1,1,2,3)
b) K% = 2 oraz Z jest albo izomorficzny z hiperpowierzchnig stopnia 8 w P(1,1,4,4) albo
hiperpowierzchnig stopnia 4 w P(1,1,1,2)
¢) K = 3 oraz Z jest izomorficzny z petnym przecieciem w P(1,1,1,1,2) dwdch hiperpo-
wierzchni stopni 21 8
d) K% > 4 oraz Z moze byé zanurzony w HD(lK%“,Z) tak, Ze ideat obrazu jest generowany
przez hiperpowierzchnie stopni 2 oraz 3. Ponadto Z jest wtedy jednej z nastepujgcych
postaci:
(i) izomorficzny ze stozkiem nad wymierng krzywg stopnia 4 w P*
(ii) zawarty w tréjwymiarowe; Tozmaitosci izomorficznej ze stozkiem nad "skrollem” lub
nad plaszczyzng.

Gléwna ideg dowodu jest badanie zanurzen powierzchni K3 stowarzyszonych dzigki pracy
Alekseev’a i Nikulina ([1, 2]) z rozwazanymi powierzchniami log del Pezzo.

5.8.2. Rozmaitosci Fano genusu 12. W pracy [K8| badamy geometryczne wlasnosci rozmaitosci
Mukai, tzn. rozmaitoéci Fano Vi wymiaru trzy o grupie Picarda rangi 1 i anty-kanonicznym stop-
niu 22. Motywacjg do badania tych rozmaitosci jest problem istnienia metryk Kéhlera-Einsteina
(KE). W [18, 19, 20, 89] autorzy zaobserwowali, Ze generyczna rozmaitoé¢ Mukai nie dopuszcza
metryki KE, jednak sg przyklady, ktére dopuszczaja. Prokhorov pokazal, ze przestrzeii moduli
rozmaitoéci Mukai dopuszcza stratyfikacje w zaleznosci od grupy automorfizméw. W szczegdl-
nosci, skladnik identycznoéci G grupy automorfizméw rozmaitosci Vi jest singletonem poza
nastepujacymi przykladami:

1) X = Vpyp przyktad Mukai-Umemura, dla ktérego G = PSL(2)
2) X jest elementem jedno-parametrowej rodziny V™, wtedy G = C*
3) X =V wtedy G =C™.

Naszym celem jest badanie problemu istnienia metryk KE dla przyktadéw V™. Potrzebujemy
w tym celu doktadniej zrozumieé geometrig tych przyktadéw. Ogélna rozmaitoéé Fano genusu 12
moze byé skonstruowana jako rozmaitosé VSP(C, 5), gdzie C C P? jest krzywa stopnia 4 ([58]).

Propozycja 34. Niech V bedzie elementem rodziny V™ rozmaitosci Mukai dopuszczajgcych
nietrywialne dziatanie C*. Wtedy stowarzyszona krzywa stopnia 4 sktada sie z dwdch wzajemnie
stycznych stozkowych. Jezeli te stozkowe sie pokrywajq, to dostajemy przyktad Mukai Umemura.

Skoro suma dwoéch stozkowych dopuszeza dodatkowa symetrie osiows wnioskujemy, ze ogblny
element V™ dopuszcza dodatkows symetri¢ ¢, ktoéra nie komutuje z dziataniem C*.

Rozwazamy wiec H =< C*,1 >= Zy x C* oraz jej zwartg podgrupe W generowang przez
okrag oraz t. Z twierdzenia Bando-Mabuchi otrzymujemy, ze jezeli rozmaitos¢ V™ dopuszcza
metryke KE, to dopuszcza W niezmienniczg metryke KE. W konsekwencji otrzymujemy:

Twierdzenie 35. Zbidr elementow V'™, ktdre dopuszczajg W niezmienniczg metryke KE jest
otwarty w topologii euklidesowey.

Znajdujemy nastepnie, startujac od krzywej C stopnia 4, bezposrednie opisy (algorytm w
Macaulay 2) za pomoca réwnan dla wszystkich rozmaitosci Fano V. SP(C,6) genusu 12 o grupie
Picarda 1. Opisujemy, réwniez dzieki Macaulay 2 schemat Hilberta prostych na danej rozmaitosci
Fano. To pozwala nam opisaé, niezmiennicze na dziatanie C*, dywizory na tej rozmaitoéci. W
konsekwencji otrzymujemy nastepujacy wynik.

Propozycja 36. Dla ogdinego elementu rodziny V™ mamy

i
let(V™,C*) < 7.
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