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Recenzja rozprawy doktorskiej
Nieréwnoéci typu A.A. Markowa i W.A. Markowa w normach L?
napisanej przez mgr Grzegorza Sroke pod opieka dr hab. Leokadii Biatas-Ciez.

Autorem recenzowanej dysertacji jest Pan mgr Grzegorz Sroka, autor jednej ale waznej opu-
blikowanej pracy, ktéra bylta podstawa do otwarcia przewodu doktorskiego. Opiekunem pracy
jest Pani dr hab. Leokadia Bialas-Ciez, autorka (lub wspoétautorka) wielu waznych prac z teorii
aproksymacji wielomianowej, jest to ze wszech miar kompetentna specjalistka w dziedzinie, z
ktora, jest zwigzana dysertacja mgr Sroki.

Oceniana praca doktorska liczy 77 stron i zawiera 105 pozycji bibliograficznych (bedg¢ na
potrzeby recenzji oznaczal je [S1]-[S105]) i jest napisana w jezyku polskim. Oprécz pewnych
bledéw w tekécie (np. w Twierdzemiu 24 przy oszacowaniu D(u,v) brakuje cynnika n) to
ocene redakcji pracy obniza brak skorowidzu i spisu oznaczeii, bo co np. oznacza || P||re(-1,11),5
mozna sie tylko domysli¢ z kontekstu. A w dysertacji, zwlaszcza w rozdziale 3, bardzo duzo
jest roznorakich oznaczen, w ktorych czasami trudno si¢ polapac.

Ocene pracy rozpoczniemy od przypomnienia, jakie warunki powinna spelnia¢ rozprawa
doktorska wg. Ustawy o stopniach naukowych i tytule naukowym.

Art. 18.1. Rozprawa doktorska, przygotowywana pod opiekq promotora albo pod opickq
promotora i promotora pomocniczego, o ktérym mowa w art. 20 ust. 7., powinna stanowic
oryginalne rozwigzanie problemu naukowego lub oryginalne dokonanie artystyczne oraz wyka-
zywaé ogdlng wiedze teoretyczng kandydate w danej dyscyplinie naukowej lub artystycznej oraz
umiejetnosé samodzielnego prowadzenia pracy naukowej lub artystycznej.

Przez oryginalne rozwigzanie problemu naukowego w matematyce rozumiemy nowe wyniki
lub nowe metody, ktére powinny mieé istotne znaczenie.

Zaczniemy od ocenienia ogoélnej wiedzy kandydata w waznym dziale teorii aproksymacji,
jaka sg nier6wnosci wielomianowe, szczegoélnie ten ich rodzaj znany jako nieréwnosci typu Mar-
kowa. Warto zwréci¢ uwage, ze nier6wnosci typu Markowa, jako jeden z wiodacych zagadnien,
zaowocowaly wieloma doktoratami, w tym tak znanych matematykéw jak Elias M. Stein (wg.
Math. Sci. Net. 221 opublikowanych prac i ksigzek, ktore byly cytowane 18268 razy), praca
doktorska Linear Operators on L, Spaces, obroniona w 1955 roku pod opieka Antoniego Zyg-
munda, Lawrence F. Shampine (168 publikacji, 1180 cytowan), Asymptotic L2 Inequalities of
Markoff Type, obrona 1964 pod kierunkiem Johna Todda, a z mlodszych matematykow Leokadia
Bialas-Ciez Sur l'inegalité de Markov pour les compacts..., 1999, promotor Pierre Goetgheluck,
Rafal Pierzchala Zastosowania geometrii o-minimalnej w teorii aproksymacji, 2005, promotor



Wiestaw Pawtucki czy Bella Nagy, 2006, uczeri znakomitego Vilmosa Totika (ktérego nieusta-
jacym zainteresowaniem ciesza sie nieréwnosci typu Markowa, czym zajmujg si¢ réwniez inni
jego uczniowie: Benko, Tookos, Simeonov, Varga), a z Wegréw jeszcze Tamas Erdelyi, 1989,
uczeni Paula Nevaia, wreszcie w 2007 Beata Milowka obronila doktorat pod moja opieka.

Bogata bibliografia pracy oraz jej wstep i rozdziat 1 odzwierciedla dobra orientacje i wie-
dze kandydata w aproksymacji wielomianowej, laczacej wiele zagadnien w teorii aproksymacji,
teorii potencjatu, analizie zespolonej i geometrii analitycznej, subanalitycznej i o-minimalne;j.
Zdaniem recenzenta brakuje jednak odniesienn do zastosowan nieréwnosci (W. i A.) Markowa,
zaréwno teoretycznych jak i numerycznych. Przede wszystkim brakuje w bibliografii pracy Wie-
stawa, Plesniaka [13], ktory obok Jozefa Siciaka mistrzowsko rozwinat teori¢ aproksymacji wielo-
mianowej w Krakowie. Pytania postawione na koricu tej pracy od ponad ¢wier¢ wieku stanowia
motywacje dla wielu badan. Warte zamieszczenia bylyby rowniez przegladowe prace profesora
Plesniaka [14, 15, 16], gdzie znajduje si¢ m.in. cenna bibliografia, a takze prace [17, 18], gdzie
podane s3 zastosowania mieréwnosci Markowa do nier6wnosci Jacksona i waznego problemu
zbioréw normujacych (znanych takze jako sieci dopuszczalne). W pracach profesora Siciaka
tez mgr Sroka niezbyt si¢ orientuje, a np. praca [21] jest Scisle zwigzana z nieréwnosciami
Markowa, w szczegdlnoéci w tej znanej publikacji niewiele zabrakto do odkrycia uogolnienia
nieréwnoéci Wiadimira Markowa w takiej werji jak zostalo to zrobione 30 lat pozniej [S11].
Nie mam zbytnich pretensji, ze kandydat nie spotkal si¢ z pracami Dérflera [5, 6, 7, 8] oraz
jeszcze wazniejszych prac Bottchera i Dorflera [2, 3], ktore dotycza nieréwnoéci Markowa w
przestrzeniach L? z ré7nymi wagami. Znany matematyk wegierski A. Kroo tez nie zna tych
waznych prac o czym $wiadcza bibliografie w jego pracach, zwigzanych np. z praca [5]. Z
drugiej strony, gdyby kandydat wpisal w Google hasta Markov inequality L, norms, Markov
inequality Ly norms lub po prostu Markov inequality i przejrzal starannie wyniki, doszediby
do wielu prac, w tym wspomnianych prac Dérflera i Dérflera z Bottcherem (na temat wyko-
rzystywaniu Google do glebszego zorientowania si¢ w danej dziedzinie, przy pisaniu doktoratu,
szerzej pisatem w recenzji mgr inz. Krzysztofa Krola, ktora jest dostepna na stronie Centralne;j
Komisji d.s. Stopni i Tytulu Naukowego, lekture zawartych tam uwag polecam doktorantom a
zwlaszcza ich opiekunom). Ja sam zainteresowalem si¢ pracami Dorflera zupelnie niedawno, juz
w trakcie pisania recenzji. Koniczac temat orientacji mgr Sroki w aproksymacji wielomianowej,
chcialbym go pochwali¢ za dotarcie do wielu prac, ktérych sam nie znaltem, np. gleboks prace
Mastroianniego i Totika [S75] oraz wazng prace Mastroianniego [S76]. To tez $wiadczy o sa-
modzielno$ci badawczej Grzegorza Sroki, moim zdaniem kandydat spelnia wymagania ustawy
pod tym wzgledem.

Ocenimy teraz merytoryczng zawarto$é pracy, najwazniejszy wymog ustawy. Praca, jak
wskazuje tytul oraz wstep i pierwszy rozdzial, uogdlnien nieréwnosci dla pochodnych wielo-
mianéw jednej zmiennej na odcinku w R otrzymane dla pierwszej pochodnej przez Andrieja
Markowa, i dla wyzszych pochodnych przez Wiadimira, mlodszego brata Andrieja, naukowych
wnukéw wielkiego Pafnutija Czebyszewa. Nie bede szerzej pisal na temat znaczenia nieréw-
nosci typu Andrieja Markowa w normach supremowych (i ich iterowania), doskonale to robi



W. Plesniak w swoich przegladowych pracach. Ogranicze si¢ tylko do paru istotnych uwag,
ktore tez mozna wyczytaé z dysertacji, dotyczacych przypadku norm catkowych. Tutaj postep
jest znacznie wolniejszy, najlepszy ogélny i dokladny (jesli chodzi o wykladnik) wynik pocho-
dzi od znakomitego Pierra Goetghelucka [S55] i dotyczy przypadku obszaréw ograniczonych w
RY z brzegiem lipshitzowskim, kt6ry nie moze mie¢ ostrz zerowych. Gdy obszar ma ostrza
zerowe to wiadomo malo albo lepiej napisa¢, malo dokladnie, nie ma tu jeszcze przelomu, ja-
kim np. byloby wyznaczenie wykladnika Markowa dla chociazby jednego zbioru z ostrzami.
Z tego powodu nalezy docenié badania mgr Sroki zwiazane ze zbiorami typu asteroida, cho¢
wyniki nie s jeszce satysfakcjonujace. Oszacowaniami pochodnych wielomianéw w normach
LP dla zbioréw z ostrzami pioniersko zajmowali sie¢ A. Zeriahi, P. Goetgheluck oraz A. Jonsson
[S104,53,64], 0 czym wspomina G. Sroka oraz M. Baran (ktéry poprawil m.in. wyniki Zeria-
hiego i Goetghelucka), o czym kandydat nie wspomina, cho¢ mial dostep do notatek na ten
temat (a wystarczylo np. je wspomnieé jako nieopublikowany manuskrypt). Kiedy$ wydawalo
mi sie, ze zbiory z zerowymi ostrzami wielomianowy posiadaja wykladnik Markowa normie LP
wiekszy niz w normie supremowej ale obecnie sktaniam si¢ ku przeciwnemu przypuszczeniu, na
co sg pewne przestanki, o ktorych nie bede przy tutaj pisal.

Niestety rozdzial 5 pracy to zdecydowanie jej najstabszy fragment, przynajmniej w wersji
zamieszczonej w dysertacji. W tym miejscu chcialbym wspomnieé o pewnej nonszalancji ce-
chujacej autora dysertacji: podaje pewne fakty, nie sprawdziwszy ich dokladniej, co zwykle
wymaga doprecyzowania pewnych zalozen, np. na str. 55 aby funkcja d byla rzeczywiscie
metryks musimy zalozyé [ > 2 (innym przykladem na stronie 65 jet Twierdzenie 39, w ktérym
nalezy wyjasnié jakie s warunki normujace wielomiany Jacobiego). G. Sroka rozpatruje ro-
dzine zbioréw E;, | > 3 nieparzyste, ktére mozna dla [ < 5 nazwaé asteroidami (dla [ = 3 jest
to dobrze znana, asteroida), a na pewno s3 to zbiory gwiazdziste. Gl6wny wynik to oszacowania
wykladnika Markowa dla zbioréw E; w normach L,:

1< p,(B)<1+1,1=3,5,...,

cho¢ nie mozna uznaé, ze kandydat rzeczywiscie uzasadnil gorne oszacowanie. Ten fragment dy-
sertacji wyglada, jak by zostal napisany wczesniej niz rozdzial 3, z ktérego mozna wykorzystac
kilka waznych wynikéw. Oto szereg szczegélowych uwag.

Lematu 10 nie wypada dowodzié, to éwiczenie dla studentéw II roku. Wykorzystanie Twier-
dzenia 34 w dowodzie Lematu 11 jest calkowicie bledne. Ale lemat ten jest konsekwencja nie-
rownosci Bernsteina z pracy Mastroianniego i Totika [S75] dla wielomianéw trygonometrycznych
z wagg w(f) = (cos@sinf)~! (do czasu pojawienia si¢ tej przelomowej pracy za jeden z naj-
lepszych wynikéw uchodzity rezultaty z (obecnie niedostepnej) pracy Khalilovej [10], por. [9],
[S30]), ktora speinia warunek podwojnosci, co mgr Sroka sprawdza na stronie 63. Zastosowanie
twierdzenia 36 nie jest konieczne w dowodzie Lematu 12, bo zastosowanie wlasnej Propozycji
3 daje efektywne oszacowanie stalej B, np. B < 4+/e8. Roéwniez w dowodzie Lematu 14
zastosowanie wspomnianego twierdzenia 35 jest calkowicie bledne, potrzebna jest tylko wersja
nier6wnosci A. Markowa w normie LP z waga |r|, co zostalo wykazane w Propozycji 2 z pracy



P. Goetghelucka [S57], znanej doktorantowi. Zastosowanie w dowodzie Twierdzenia 38 wyniku
z pracy [S75] (zacytowanego jako twierdzenie 37) nie jest konieczne, bo potrzebne oszacowania
wynikajg z Twierdzenia 24 (jest to wynik, ktorego dokladnie potrzeba), poprzez przejscie w
odpowiedni sposéb w nieré6wnosciach wagowych z wielomianéw trygonometrycznych na wielo-
miany algebraiczne. Podsumowujac, w obecnej wersji z pracy, oszacowanie gorne p,(E;) < 1+1
nie mozna uzna¢ za uzyskane przez kandydata.

By¢ moze uda si¢ dopracowa¢ metode G.Sroki i poprawi¢ oszacowanie gorne, ale na razie
cenniejsze jest elementarne (ale nietrywialne) uzasadnienie oszacowania od dotu, ktére w tym
przypadku oznacza, ze poszukiwana warto$¢ wykladnika Markowa w normie L? jest co najmniej
réwna wykladnikowi w normie supremowej.

Wyzej oceniam, w tym samym rozdziale, poprawienie wyniku L. Bialas-Ciez i P. Goetghe-
lucka dla stalej w nieréwnosci A. Markowa dla sympleksu w R2, co wigze si¢ z trudnym tematem
szukania wielomian6w optymalnych dla nier6wnosci Markowa i wykorzystaniem do tego metod
numerycznych.

Najwazniejsze wyniki dysertacji zawarte sa w rozdzialach 2,3 i 4 i zwigzane s3 z badaniem
oszacowan dla k-tych pochodnych wielomianéw. Nawet badanie n-tych pochodnych dla wielo-
mian6éw stopnia n jest bardzo wazne i wigze si¢ z niepolarno$cia i niepluripolarnoscia zbioréw, co
zostalo odkryte w pracy L. Bialas-Ciez i przedwcze$nie zmartego Mieczystawa Jedrzejowskiego
[1].

W wielu zagadnieniach iterowanie oszacowan dla pochodnych pierwszego rzedu bylo wy-
starczajace. Jednak juz Wladimir Markow pokazal, Ze precyzyjniejsze oszacowanie stalych w
oszacowaniu || P®|| < C(k)n*™||P|| moze byé znacznie lepsze niz wynikajace z wtasnosci Mar-
kowa C(k) < M*. Klasyczny wynik Wladimira Markowa daje oszacowanie C(k) < (1/2)*/k!.
Wynik ten zostal przeniesiony na zbiory wypukle w RY przez W. Plesniaka w jego pracy habili-
tacyjnej [12]. Wynik ten przeszed! bez echa, gdyz wtasnosé A. Markowa byla wystarczajaca. W
ogolniejszej sytuacji zbioréw z wlasnoscig HCP odkrycie nieréwnosci typu Witadimira Markowa
otarl si¢ J. Siciak w pracy [21]. Jak juz wspomnieliémy wczesniej w roku 1990 W. Plesniak w [13]
postawil kilka waznych probleméw, wéréd ktorych bylto pytanie czy zbiory spelniajace nier6w-
nos¢ typu A. Markowa maja wlasno§é HCP. Dos¢ niespodziewanie w roku 2013 ([S11]) okazalo
sie, ze wlasno$¢ HCP jest rownowazna nastepujgcemu rodzajowi oszacowania dla pochodnych
(ze stalymi dodatnimi A, m)

lovpl < A () (g Pyl

Poniewaz funkcje ekstremalng Siciaka mozna tak zmodyfikowaé¢ aby w terminie funkcji ekstre-
malnej radialnej mozna bylo sformutowaé¢ wtasnosé HCP, pojawit sie naturalny problem kiedy
zachodzi odpowiednik oszacowan typu Wladimira Markowa w normach innych niz supremowa.
Pierwszym nietrywialnym przypadkiem byly normy w przestrzeni L na przedziale [-1,1]. W
takiej sytuacji, stosujac istotng modyfikacje mojej metody z [S8], mgr Sroka uzyskal pigkna
wersje nieréwnosci Wladimira Markowa w normie LP, opublikowang w prestizowym czasopi-
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$mie z teorii aproksymacji, jakim jest Journal of Approximation Theory. Jest to tez trescia
dysertacji. Wazng cechy tego wyniku jest fakt, ze przy p — oo nieréwnoSci Sroki przechodza w
nieréownos§¢ W. Markowa, ale nie jest to sposob na otrzymanie tej stynnej nieréwnosci, gdyz jest
ona wykorzystywana do uzasadnienia wyniku kandydata. Warto nadmienié, ze oszacowania
typu W. Markowa, nie odwolujace sie do klasycznej nier6wnosci W. Markowa zostaly uzyskane
przez P. Ozorke i M. Barana dla 1 < p < 2 (opisane to jest w [S82] ale uzyskane zostalo pézniej
niz G. Sroka) oraz w przypadku p = 2 wczeéniej przez A. Bottchera i P. Dorflera w [2, 3]. Na
zakoniczenie 2 rozdzialu dysertacji udowodnionych jest kilka pozytecznych wnioskéw, w tym
wlasno§¢ HCP dla norm LP.

Metoda oszacowania normy operatora k-tej pochodnej wielomianéw zastosowana w [S95] i
dysertacji polega na faktoryzacji operatora

D" : IP(Pa(R), [-1,1]) — LP(Pa(R), [-1,1])
na zlozenie operatoréw
Ek : Lp(Pn(R)a [_1’ 1]) — Lw(Pn(R)a [”‘15 1])

o I:L*(P,(R),[-1,1]) — LP(Pn(R),[-1,1]).

Oszacowanie normy pierwszego operatora wykorzystuje klasyczng nieréwno$¢ W. Markowa
oraz wersje nieréwnosci Bernsteina dla pochodnych wielomianu rzedu k& w punktach przedzialu
(—1,1). Wykorzystana w lemacie 2 wersja tej nieréwnosci (zaczerpnieta z [S30]) zostala pézniej
poprawiona w rozdziale 4 w twierdzeniu 32. I jest to centralny wynik rozdziatlu 4, ktéry wraz z
Twierdzeniem 33 istotnie poprawia znany wczesniej wynik z [S30]. W dowodzie w pomystowy
spos6b wykorzystywana, jest modyfikacja radialna funkeji ekstremalnej przedziatu [—1,1].

Z kolei szacowanie operatora I to problem nieréwnosci typu Nikolskiego, ktora dotyczy
oszacowan miedzy réznymi przestrzeniami LP z r6znymi wagami. Na nieré6wnos$ci Schura mozna
réwniez popatrzec z takiej perspektywy.

Rozdzial trzeci, zawierajacy wspolne wyniki kandydata i jego promotora, stanowi rozwi-
nigcie 2 rozdzialu, przy czym wykorzystywane sg bardziej zaawansowane metody. Rozdzial
ten cho¢ zawiera nowe i cenne wyniki, ma bardzo techniczny charakter, doceniany przez ludzi
zajmujacych si¢ aproksymacja wielomianows. Dotycza one, w réznych kontekstach, szacowa-
nia operatora D* (réwniez dla k = 0 czyli D® = I dzialajacego miedzy przestrzeniami typu
LP(Pn(R), [-1,1], w(z)dz) z réznymi k,p i w(z). Propozycje 1,2, Twierdzenia 22, 23 dla wag
Jacobiego oraz Propozycje 3,4, Twierdzenie 24 to rézne wersje nieréwnosci, ktére mozna okre-
§lic wspolnie jako nieréwnoSci Schura lub Nikolskiego, do nich nalezs réwniez oszacowania z
Propozycji 5 i Twierdzenia 25. Wreszcie w podrozdziale 3.4 rozwiniete s, o czym juz wspomi-
naliSmy, idee z rozdzialu 2 ale w znacznie ogélniejszej sytuacji. Jest to trescia twierdzen 26 i 27
a cenne wnioski z nich wynikajace zebrane s3 we wniosku 10. Rozdziat ten wymagal olbrzymiej
pracy, ale wydaje sie, ze po opublikowaniu wyniki rozdzialu 3 beds czesto wykorzystywane
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przez wielu specjalistéow. Chcialbym podkresli¢ wazng ceche oszacowar z tego rozdzialu: na
0go6l sa podane efektywne oszacowania stalych tam wystepujacych. O mozliwych zastosowa-
niach wynikéw rozdziatu trzeciego pisalem przy okazji omawiania rozdzialu piatego dysertacji.

Recenzent nie ma watpliwoéci, Ze rozprawa zawiera nowe wyniki rozwiazujace pewne wazne
problemy naukowe i pokazuje, ze Autor opanowal zaawansowany warsztat matematyczny, co
zdaniem recenzenta oznacza spelnienie wymogéw nakladanych na rozprawe doktorska przez
Ustawe z dnia 14 marca 2003 r. o stopniach naukowych i tytule naukowym oraz o stopniach i
tytule w zakresie sztuki (Dz. U. Nr 65, poz. 595) w artykule 13.1, przypomnianym na poczatku
recenzji.

Whnosimy zatem o przyjecie rozprawy doktorskiej mgr Grzegorza Sroki i dopuszczenie go do
dalszych etapow przewodu doktorskiego.

fNU Y N {j Lg% 5}

Mirostaw Baran Tarnéw, 1 marca 2017
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