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Rozprawa nosi tytul , Algorytm podzbioru acyklicznego: rozszerzenia
i zastosowania” i dotyczy obliczania grup homologii i grupy podstawowej
przestrzeni.

Problematyka pracy nalezy do bujnie rozwijajacego sie w ostatnich latach
pogranicza informatyki i matematyki w czesci zwanej topologia obliczeniows.
Funktor homologii jest jednym z najstarszych i najbardziej efektywnych na-
rzedzi topologicznych pozwalajacych na badanie wlasnosci przestrzeni i od-
wzorowan. Méwigec w uproszczeniu, pozwala on mierzy¢ iloé¢ dziur rozma-
itego wymiaru w przestrzeni, a odwzorowanie indukowane przez odwzoro-
wanie ciggte daje pewne informacje o jego dynamice, to znaczy np. jak sie
ono ,nawija” wokoét tych dziur. Topologia wystartowala z zastosowan (H. Po-
incaré) i teraz do nich powraca (rozpoznawanie obrazéw, robotyka, analiza
biatek, itd...), miedzy innymi dzieki nowym narzedziom obliczeniowym z uzy-
ciem komputeréw. Od wielu lat krakowska grupa kierowana przez profesora
Mariana Mrozka uczestniczy z sukcesami w badaniach wtasnosci zbioréw nie-
zmienniczych dla uktadéw dynamicznych (teoria Conley’a) ze wspomaganiem
komputerowym. Efektem sa m.in. metody obliczania homologii dla zbioréw
,pudelkowych” w R"™, cze$¢ z nich opisano w monografii T. Kaczynskiego,
K. Mischaikowa i M. Mrozka ,,Computational Homology” z 2004 roku. W
prezentowanej rozprawie przedstawiono pewne algorytmy pozwalajace przy-
spieszy¢ obliczenia grup homologii przestrzeni poprzez redukcje danych wej-
éciowych (rozdzial 2). Zaprezentowano takze algorytm do obliczania grupy
podstawowe]j przestrzeni w postaci prezentacji generatoréw i relacji, a takze
jego zastosowanie do klasyfikacji weztéw.

Zawarto$¢ pracy

Tekst rozprawy liczy 110 stron, Sktada si¢ ze wstepu, czterech rozdzia-
16w i dwéch dodatkéw. Dolgezono tez ptytke z programami. Z racji mojej



niekompetencji nie bede robil zadnych uwag na temat tej ostatniej czesci,
ograniczajac sie do tekstu pisanego.

We wstepie opisano pokrétce idee grup homologii i uzasadniono potrzebe
stosowania algorytméw redukcyjnych w obliczeniach, a takze wymieniono
szczegblowo te czedci pracy, ktére Autor uznaje za jego wlasny wklad.

Rozdzial pierwszy zawiera matematyczne wprowadzenie. Przypomniano
pojecie CW-kompleksu, kompleksu symplicjalnego, grupy podstawowej. Na-
stepnie do$é szczegbdlowo opisano konstrukeje grup homologii symplicjalnych i
niektére z ich wlasnoéci. To jest standardowy materiatl podrecznikowy. Nieco
nowsze s3 homologie kostkowe opisane na podstawie wyzej wspomnianej po-
zycji T. Kaczynskiego, K. Mischaikowa i M. Mrozka . Na koniec przytoczono
z niej fakty niezbedne do algebraicznego wyznaczenia grup homologii wolnego
kompleksu faficuchowego. Idea polega na doprowadzaniu macierzy catkowito-
liczbowych reprezentujacych homomorfizmy brzegu do tzw. postaci normal-
nej Smitha. W tej czesci Autor nie ma zadnych pretensji do oryginalnosci.

Zasadnicza czeéé pracy dotyczaca obliczania homologii jest zawarta w roz-
dziale drugim. Jest to jedyna cze$é¢ z dowodami. Pierwsza czgé tego rozdziatu
pos$wiecona jest budowie mozliwie najwiekszego podkompleksu acyklicznego.
Wtedy homologie calego kompleksu mozna liczy¢ jako homologie relatywne
(lemat 2.1), co zmniejsza iloéé zaangazowanych symplekséw, bo mozna stoso-
waé wlasnoéé wycinania. Idea jest bardzo prosta: startujemy od pojedynczego
sympleksu i stopniowo doklejamy kolejne pilnujac, aby w efekcie w kazdym
kroku otrzymaé kompleks acykliczny. Uzywajac ciggu Mayera-Vietorisa ta-
two podaé warunek wystarczajacy: przekr6j nowego sympleksu z dotychczas
zbudowanym kompleksem ma by¢ acykliczny. Procedura jest skoficzona, bo
rozwazamy skoniczone kompleksy. Mozna ja robi¢ jednoczeénie budujac kilka
sktadowych acyklicznych, a potem prébowaé je sprytnie polaczy¢. I tak mniej
wiecej dziata algorytm zwany przez Autora ,klasycznym” zaprezentowany w
cytowanej pracy M. Mrozka, P. Pilarczyka i N. Zelaznej z roku 2008 (poz.
[33]) dla komplekséw kostkowych. Jego wersje dla komplekséw symplicjalnych
oraz modyfikacje zawiera wspdlna praca P. Brendela, P. Diotko, M. Mrozka
i N. Zelaznej z roku 2012 (poz. [5]). Wedlug Autora, wiekszo$¢ wynikow tego
rozdziatu pochodzi z tej pracy.

W podrozdziale 2.3 zaprezentowano pewne modyfikacje ,klasycznego” al-
gorytmu motywujac to prostymi przyktadami sytuacji(rys. 2.1- 2.3), gdy kla-
syczny algorytm ( w pracy Algorytm 2.2), nieco zbyt szybko si¢ zatrzyma. Nie
wchodzac w detale, Autor koncentruje sie tu na czeéci ,sprytnie potaczyc”.
Proponuje pewne procedury, pozwalajace zbudowaé troche wigkszy podkom-
pleks acykliczny (Algorytmy 2.6 i 2.7). Oszczednoéé polega tu gléwnie ma
tym, ze podkompleks budujemy uzywajac tylko symplekséw maksymalnego
wymiaru (toplekséw), a nastepnie laczymy je za pomocs Sciezek zbudowa-
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nych z jednowymiarowych krawedzi. Do§¢ waznym ograniczeniem moze byé
konieczno$¢ wielokrotnego badania acyklicznoéci przecieé podczas doklejania
symplekséw. W niskch wymiarach pomocne bywa uzywanie tablic pamieta-
jacych mozliwe przeciecia. W wyzszych wymiarach staje sie to beznadziejne.
W zwiazku z tym trzeba uciekaé sie do réznych testéw czesciowych, poczaw-
szy od najprostszych obserwacji, ze gwiazda sympleksu jest kompleksem acy-
klicznym. Chodzi o unikanie pelnego obliczania homologii takich cze$ciowych
podkomplekséw. Jak zrozumialem, Autor takie urozmaicenie stosuje.

Zaprezentowano tez algorytmy (Algorytm 2.12) pozwalajace na zasto-
sowanie obliczen rozproszonych. W poszczegdlnych cze$ciach uzywa sie tu
pewnych standardowych algorytméw lub ich malych modyfikacji.

W podrozdziale 2.6 znajdujemy uwagi na temat implementacji algoryt-
moéw i sposobdéw oszczedzania pamieci i przyspieszania obliczen. Na koniec
zaprezentowano na kilku przykladach wyniki dzialania opisanych algoryt-
moéw i poréwnanie z algorytmem opartym na koredukcjach. Dane dotyczace
triangulacji zaczerpnieto z jednego ze Zrddel dostepnych w internecie. Na
jednym z przykladéw poréwnano tez czasy obliczen i rozmiary komplekséw
( iloéé toplekséw) po kolejnych podziatach barycentrycznych. Jesli chodzi o
zalezno$é zlozonosci od wymiaru komplekséw, testowano tylko sfery, co nie
wydaje sie zbyt miarodajne.

Rozdzial 3 zawiera opis algorytmu pozwalajgcych obliczaé¢ grupe pod-
stawowa, dla pewnej klasy CW-kompleksow w postaci generatoréw i relacji.
Material pochodzi z artykulu P. Brendela, P. Dlotko, G. Ellisa, M. Judy i M.
Mrozka z 1. 2015 (poz. [4]) oraz preprintu tychze autoréw ( bez P. Dlotko).

Algorytm opiera si¢ tu na dyskretnej teorii Morse’a autorstwa R. For-
mana [15] z 1998 roku. Przytoczono (bez dowodéw) odpowiednie twierdzenia
opisujace algorytmy typu redukcyjnego, opierajace sie na ,zgniataniu” ko-
moérek, tak by operacje te prowadzily do homotopijnie réwnowaznych mniej-
szych komplekséw. Jak pisze Autor, jego rola byla tutaj implementacja al-
gorytmu 3.18. Jego skutaczno$é opiera si¢ na obserwacji (Twierdzenie 3.14),
ze dla rozwazanej klasy komplekséw grupa podstawowa zalezy tylko od 2-
wymiarowego szkieletu i jest generowana przez 1-komoérki. Relacje pochodza
od brzegéw 2-komérek. Zastosowano ten algorytm do obliczania grup weztéw,
czyli m(R3\ K, w rzeczywistosci zastepujaé R?® duza kostka, a wezet K jego
otoczeniem kostkowym. Nastepnie za pomoca innego oprogramowania (poz.
[14]) obliczono pewien niezmiennik algebraiczny I™(K). Sprawdzono, ze w
ten sposdéb mozna sklasyfikowaé wszystkie wezly z bazy Hoste’a, Thistleth-
waite’a i Weeksa z iloécig przecie¢ do 14 ( W [4] byto do 11).

Kréciutki rozdzial 4 zawiera kilka uwag na temat ewentualnych dalszych
prac nad rozwinieciem prezentowanych technik.

W dodatku A przedyskutowano notacje w zapisie algorytméw , w dodatku
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B s3 wskazéwki na temat instalacji i uruchomienia zatgczonych programéw,
czego nie prébowatem czynic.

Ocena poprawnosci, wkladu pracy Autora

Prezentowana praca dotyczy w zasadzie informatyki zastosowanej do za-
gadnienia matematycznego. Matematyczne wprowadzenie w rozdziale 1 jest
napisane na ogdél poprawnie, poza drobnymi usterkami i nielicznymi przeje-
zyczeniami. Np. w twierdzeniu 1.13 odwzorowanie 7, jest indukowane przez
inkluzje (S, 0) C ((S,T), a nie jaka$ projekcje. Na stronie 29 kostki sg raczej
zawarte jako podzbiory zbioru kostkowego X , a nie nalezg do X. Na stro-
nie 30 grupa C,(X) jest generowana przez laficuchy elementarne i jest to po
prostu grupa tancuchéw.

Troche matematyki jest w rozdziale 2. W dowodzie lematu 2.1 dlan =1
trzeba uzyé innego argumentu, bo Hy(A4) = Z. W dowodzie Twierdzenia 2.3
®y nie jest izomorfizmem tylko monomorfizmem. W czesci 2.3.1 poza wymie-
nionymi lematami i algorytmami to juz prawie nic nie zostaje. Przedstawione
rozumowania wydaja mi sie przekonujace. Poniewaz nie jestem specjalista od
informatyki, to nie bardzo wiem, czy mozna byloby przedstawione algorytmy
mocno ulepszy¢. Mam wrazenie, ze Autor sprawnie poshuguje sie dostepnymi
narzedziami informatycznymi. Oczywiscie pojawia sie tu naturalny problem
wylacznego autorstwa wskazanych fragmentéw pracy, jeSli material zostal w
duzej czesci zaczerpniety ze wspodlnej pracy kilku autoréw. Jedyne, co moge
stwierdzi¢ na pewno to fakt, ze Autor panuje nad tematem.

Troche brakuje mi poréwnania z efektami pracy innych zespotéw, bo prze-
ciez chyba rozwazane algorytmy nie sg jedyne w literaturze przedmiotu ? A
bez wyrzucania tego podkompleksu acyklicznego , jak szybko policzymy ho-
mologie i o ile wiecej pamieci uzyjemy 7 Na pewno sporo wiecej, ale konkretéw
nie ma.

W rozdziale 3 Autor swéj udziat zglasza tylko w czesci dotyczacej imple-
mentacji, a na tym sie nie znam. Jednakze w recenzji Jonathana Spreera w
Mathematical Reviews pracy [4] znalaztem sporo uwag i wskazéwek bibliogra-
ficznych. Chetnie ustyszalbym komentarz Autora na ten temat. Oczywiscie
nie traktuje mojej sugestii jako krytyke, raczej jest to dowdd, ze temat jest
interesujacy.

Jesli chodzi o cytowanie literatury, sa pewne niekonsekwencje. Najbar-
dziej podoba mi sie konkretne: typu 35, Twierdzenie 18.1]. Ale czasami
mamy tylko ogdlne [21], co moze budzié podejrzenia, czy to naprawde tam
jest ( jak nie ma numeru tw. to mogtaby by¢ strona).

Drobnych bledéw literowych tez troche znalaztem, ale ich nie wymieniam,
bo nie majg duzego wplywu na czytanie tekstu. Na koniec dorzucam garsé



przecinkéw, ktérych Autor uzywa nad wyraz 0szczednie: ;. .0 00559
Moje drobne uwagi nie podwazajg pozytywnej oceny pracy.

Konkluzja

Uwazam, ze prezentowana rozprawa odpowiada wymaganiom stawia-
nym rozprawom doktorskim. Autor wykazat sie umiejetnoscia rozwigzywania
probleméw naukowych, formulowania rezultatéw i dowodzenia tez. Dlatego
wnioskuje do Rady Wydziatu Matematyki i Informatyki o przyjecie rozprawy
i o dopuszczenie jej Autora, mgra Piotra Brendela, do jej publicznej obrony.
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