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Rozprawa habilitacyjna Rafala Pierzchaty nosi tytul ”Zastosowania teorii
zbioréw subanalitycznych i definiowalnych do nieréwnosci wielomianowych
i aproksymacji wielomianowej”. Skladaja si¢ na nig nastepujace (samodzielne)
prace habilitanta:

[P.1] Markov’s inequality and polynomial mappings, Math. Ann., Band 363, Heft
1-2, October 2015 (DOT 10.1007/s00208-015-1294-9);

[P.2] Remez-type inequality on sets with cusps, Adv. Math. 281 (2015) 508-552;

[P.3] Approzimation of holomorphic functions on compact subsets of R, Constr.
Approx. 41 (2015) 133-155;

[P.4] Markov’s inequality in the o-minimal structure of convergent generalized power
series, Adv. Geom. 12 (2012) 647-664;

[P.5] Siciak’s extremal function of non-UPC cusps I, J. Math. Pures Appl. 94
(2010) 451-469.

Powyzszy cykl prac dotyczy bardzo szerokiego zbioru zagadnien z zakresu wielowy-
miarowej aproksymacji wielomianowej, cigglosci funkeji ekstremalnej Siciaka (co wiaze
sie z teorig pluripotencjatu) i teorii struktur o-minimalnych (istotnie uogélniajace]
geometrie subanalityczna Gabrietowa-Hironaki-Lojasiewicza). Ich przeglad zaczng od
wynikéw pracy [P1], ktéra dotyczy wiclowymiarowej wersji klasycznej nieréwnosci
A.A. Markowa, szacujacej na przedziale [—1,1] pochodna wielomianu P przez jego
norme jednostajna na [-1,1] przemnozong przez kwadrat stopnia tego wielomianu.
Markow udowodnil ja (w dalece nietrywialny sposéb) w roku 1889 odpowiadajac na
postawione dwa lata wezesniej pytanie Mendelejewa. Okazalo sig, ze ta nieré6wnosé
ma liczne zastosowania w réznych dziatach matematyki i fizyki, stad fascynacja nig i
jej licznymi uogdlnieniami nie stabnie do dzis. Rafala Pierzchalg, podobnie jak wielu
obecnie specjalistéw z teorii aproksymacji, interesuje wielowymiarowa jej wersja w
postaci oszacowania normy jednostajnej pochodnych czgstkowych wielomianu P e
C|Zy, ..., Zn] w ksztalcie

|D* Pl < (C(deg P))™ I P|| 5,

gdzie E jest podzbiorem zwartym przestrzeni K¥ (K = R lub C), a stale dodatnie
C i ¢ nie zaleza od P i a. Picknym rezultatem pracy [P1] jest nastgpujaca wlasnosc
zachowania nieréwnodci Markowa: jegli zbidér zwarty E C K jest zbiorem Markowa
(tzn. zachodzi na nim nieréwno$é¢ Markowa), zas h : KN — KM (M < N) jest
odwzorowaniem wielomianowym takim, ze rank h := max{rankd:h: ¢ € KV} = M,
to réwniez h(E) jest zbiorem Markowa. Twierdzenie to uogdlnia wynik Barana-
Plesniaka z roku 1995, uzyskany przy bardziej krepujacym zatozeniu, ze Jach(C) # 0
dla ¢ € IntE i dla zbioréw typu UPC (sg to zbiory o ostrzach wielomianowych z jed-
nostajnym oszacowaniem ich ”cienkoéci”, wprowadzone w pracy [84]). Habilitant o
tym nie pisze, ale w moim przekonaniu wynik ten jest wazny réwniez (a moze gléwnie)
7 nastepujacego powodu. Zachodzenie nieréwnosci typu Bernsteina-Walsha na zbiorze
zwartym E w CN lub inaczej whasnoé¢ L-regularnosci zbioru F, a wigc ciaglosé
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funkeji ekstremalnej Siciaka (definicje przytaczam pézniej, zob. tez autoreferat Ha-
bilitanta), pozwala z szybkoscig geometryczna aproksymowaé kielki funkeji holomor-
ficznych na E wielomianami. Przed laty pokazatem (TAMS, 1978), ze wlasnos¢ ta
zachowuje sie przy niezdegenerowanych odwzorowaniach holomorficznych h (maksy-
malnoéé rzedu h). W analogiczny sposéb, nieréwnosé¢ Markowa jest odpowiedzialna za
szybko malejaca aproksymacje wielomianami funkcji klasy C* na zbiorach zwartych
E w RY (prace Pawhickiego- Plesniaka). Zatem wynik Pierzchaly w pelni kompletuje
te paralele. Nastepnym waznym rezultatem tej pracy jest Theorem 5.1 i wynikajacy
7 niego wniosek (Corollary 5.2), zgodnie z ktérym jesli zbiér zwarty, wielomianowo
wypukly E = E; U Es, gdzie Ey N Ey = 0 i oba E; sa niepluripolarne, jest zbiorem
Markowa, to réwniez kazdy E; jest tez zbiorem Markowa. Habilitant prawdopodob-
nie nie wie, ze jest to pozytywna odpowiedZ na pytanie postawione w 2010 roku
przez Leokadie Biatas-Ciez, ktéry to problem rozwigzalem (rozumujac podobnie jak
Pierzchata), w szczegélnym przypadku zbioru E C R, za to bez zakladania niepo-
larnoéci zbioréw E;.!

Jednym z klasycznych narzedzi w teorii aproksymacji jest nieréwnosé Remeza z
roku 1936: jesli S € [0, 1] jest zbiorem mierzalnym o mierze |S| > 0, to dla dowolnego
wielomianu P € R[X] jednej zmiennej o stopniu deg P < n mamy

P
1Plioa < T (2557 ) 1Pl
gdzie T,(z) = cos(narccos z) (z € [—1,1]) jest n-tym wielomianem Czebyszewa
I rodzaju. Jako ciekawostke mozna tu dodaé, Ze tego typu nieréwnos¢ wynika tez ze
znanego lematu wielomianowego Leji, opublikowanego réwniez w 1936 roku w Math-
ematische Annalen (krétki dow6d podali Biatas-Ciez i Pledniak - nieopublikowane).
W pracy [P2] Habilitant zajmuje si¢ wielowymiarowa wersja nieréwnosci Remeza 1
pokazuje, ze dla kazdego niepustego, zwartego zbioru B C RY z wlasnoscia specjal-
nej parametryzacji SPP (jak sig okazalo, bardzo naturalne, cho¢ technicznie trudne,
pojecie wprowadzone przez Pierzchale), to istniejg state ¢ > 011 € N takie, ze dla

kazdego wielomianu P € R[X),..., Xn] stopnia < n i kazdego zbioru mierzalnego
S C B jest
1+ (1= A
Plg < Tyl ————=— | | Plls,
1Pl < T (TG =3 ) 171
oile A = |S|/|B| > 0. Jest to pigkny rezultat, uogélniajacy m.in. podobna

nieréwnoséé Brudnyia-Ganzburga dla cial wypuklych B. Aby go uzyskaé Pierzchala
stosuje w sposéb nietrywilny zaawansowane techniki z teori struktur o-minimalnych.
Ta burzliwie rozwijajaca sie od ponad 30 lat teoria, ktérej poczatki tworzyli logicy,
gléwnie van den Dries, jest daleko idacym uogdlnieniem geometrii subanalitycznej
Gabrietowa-Hironaki-Lojasiewicza. Przy pomocy tych metod, autor dowodzi bardzo
subtelnego oszacowania dla obrazu F,(A) zbioru mierzalnego A C [0, 1] poprzez
odwzorowanie F, := F(a,-): [0.1]¥ — RN, gdzie F: Z x [0,1]Y = RY (Z C RN
jest odwzorowaniem definiowalnym w pewnej strukturze o-minimalnej, postaci
|Fu(A)] 2 MIAJ,
LW Pleéniak, On compact subsets of a Markov set, presented to the Seminar on Approximation

Theory, Jagiellonian University, Krakéw, Faculty of Mathematics and Computer Science, January
20, 2010.



z odpowiednimi stalymi M, o > 0.

Nalezy dodaé, ze rodzina zbiordw z wlasnoscig SPP jest bardzo obszerna. Sto-
sunkowo nietrudno pokazaé ([P2], Lemma 3.8), ze kazdy zwarty zbiér UPC Pawhuc-
kiego-Plesniaka jest SPP, przy czym ta inkluzja jest ostra (przykiad w [P2]). Dalej,
w pracy [P4] pokazano (Theorem 4.1), ze kazdy zbiér zwarty, thusty i definiowalny w
strukturze o-minimalnej S, ktéra jest podstrukturg struktury Ry, van den Driesa-
Speisseggera zbieznych uogdlnionych szeregéw potegowych, jest zbiorem UPC. Podob-
nie, w pracy [R7] autor pokazal, ze wlasnos¢ UPC maja tez zbiory zwarte, tluste
definiowalne w strukturze Re Rolina-Speissegera-Wilkiego, modelowanej na pewnej
podklasie funkcji silnie quasi-analitycznych w sensie Denjoy-Carlemana. Tak wiec,
obie wymienione struktury o-minimalne dostarczaja licznych przykladéw zbioréw z
parametryzacja SPP. Ze swojej wersji nierdwnosci Remeza Pierzchala wyprowadza
w pracy [P2] ciekawe wnioski dotyczace oszacowania funkeji ekstremalnej Siciaka
dla zbioréw zwartych w RY z whasnoscia SPP oraz zachowania sig ciagu odlegtosci
E,(h,S) (mierzonych w normie jednostajnej na S) funkcji h cigglej na zbiorze zwartym
B w R nieprzedluzalnej R-analitycznie w zadne otoczenie (w R™) zbioru B, od pod-
przestrzeni wielomianéw stopnia < n, gdzie S jest L-regularnym podzbiorem zwartym
zhioru B, czyli takim, 7e funkcja ekstremalna Siciaka dla S jest ciagla (na S, a w
konsekwencji w CV). Szczegélnie interesujacg konsekwencja jest tez ([P2], Corollary
1.8) wersja dla zbioréw SPP znanego oszacowania Bourgaina

(L'P(Sﬂ)l’"dw)% < const(n,r)/B|p($de

dla ciala wypuktego B € RY i wielomianu P € R[X1, ..., Xy] stopnia < n (szczegoly
w pracy [P2]). Wynikaja stad réwniez wazne w teorii aproksymacji oszacowania,
nazywane w literaturze nieréwnosciami typu Nikolskiego, poréwnujgce normy Ly i
L, (1 <q<q' <o00) wielomianu P € R[Xq, . .. , Xn] w zaleznosci od jego stopnia.

Przypomnijmy, ze funkcja ekstremalna Siciaka @ zbioru zwartego K C CN wyraza
sig wzorem

Dy (2) = sup{|P(2)|/9*E " . P e Clz], P(z) # const., || P|x <1}
dla z € CV. Dzieki Zachariucie wiadomo, ze
log ®re(z) = Vi (2) :==sup{u(z) : u€ (CV), u(z) <0, z € K},

gdzie L£(CY) jest klasa Lelonga funkeji plurisubharmonicznych w CN takich, ze
sup{u(z) — log||z||} < oo. Okazalo si¢ (Bedford-Taylor), ze jesli K jest niepluripo-
larny, to regularyzacja gérna Vii(z) = limsup Vi(w) funkeji Vg spelnia rownanie
w—rz
jednorodne Monge’a-Ampere’a, ktére dla N = 1 redukuje si¢ (z dokladnoscia do
statego mnoznika) do réwnania Laplace’a. Zatem funkcja Vi jest wielowymiarowym
odpowiednikiem funkeji Greena z biegunem w oco. Stynne twierdzenie Siciaka (uogdl-
niajace jednowymiarowe twierdzenie Bernsteina-Walsha, a réwnoczesnie istotnie pre-
cyzujace znane w analizie zespolonej twierdzenie Oki-Weila) charakteryzuje w jezyku
funkeji ®x kietki funkeji holomorficznych na K. Dokladniej, jesli K jest L-regularny,
to funkcja ciagla b : K — C jest kietkiem funkcji holomorficznej wtedy i tylko wte-

dy, gdy limsup 3/E,(h, K) < 1. Praca [P3] habilitanta poswigcona jest wariacjom na

ten temat dla zbioréw zwartych K w RY. Podstawa jest tutaj zaskakujacy rezultat
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([P3], Theorem 1.1): istnieje stala ey > 0, zalezna jedynie od wymiaru N taka, ze
dla dowolnego zbioru zwartego K € R¥, K > 2, mamy

Bp(z) > 1+ —

diam K

Na mocy twierdzenia Weierstrassa kazdy zbiér zwarty w przestrzeni RY (traktowanej
jako cze$é rzeczywista przestrzeni CV) jest wielomianowo wypukly. Zatem wynik
Pierzchaly oznacza, 7e kazdy co najmniej 2-punktowy zbiér zwarty K w RY spelnia
nieréwno$é Lojasiewicza-Siciaka z wykladnikiem 1. Nieréwnos¢ ta byla ostatnio in-
tensywnie badana, m.in. przez Biatas-Ciez i Kosek. Powodem jest pigkny rezul-
tat Gendre’a z jego pracy doktorskiej (obronionej kilka lat temu w Université Paul
Sabatier de Toulouse), opublikowany ostatnio w Comptes Rendus Acad. Sci. Paris
353 (2015)(wspdlnie z dwoma marokariskimi matematykami), charakteryzujacy na
zbiorach zwartych K C CV, zachowujacych nieréwnosé Lojasiewicza-Siciaka, funkcje
f klasy Gevrey w terminach szybkodci (typu p™ (0 < p,s < 1) zbieznosci do zera
ciagu {E,(f, K)}. Taka charakteryzacja byla poprzednio znana jedynie dla kuli w
RN (wynik Baouendiego-Goulaouica z lat *70 ubieglego wieku). Na uwagg w pracy
[P3] zastuguje takze Theorem 7.4 lacznie z wnioskiem (Corollary 7.5), w ktérym znaj-
dujemy nieznang wezeéniej charakteryzacje wilasnosci HCP zbiorédw zwartych w RY
(czyli cigglodei typu Holdera funkeji ekstremalnej ®) w terminach zbieznosci ciagu
{E,(h,K)} dla funkeji kh na K, ktére nie sa kietkami funkeji holomorficznych. Je-
dyna moja uwaga do tej pracy: przyktad zbioru, ktéry jest L-regulany, ale nie jest
zbiorem Markowa, a wiec nie moze byé¢ zbiorem HCP, E = {(z,y) € R* : 0 <
y < exp(—z71), = € (0.1]} U {(0.0)}, pierwszy podal M. Zerner [Développement en
séries de polynémes orthonormaux des fonctions indéfiniment différentiables, C.R.
Acad. Sci. Paris 268 (1969), 218-220] i te prace nalezalo zacytowac zamiast pracy
[84] Pawluckiego-Plesniaka.

W pracy [93] pokazalem, ze ograniczone, thuste zbiory subanalityczne w RY sa L-
regularne, skad w szczegdlnodci otrzymalem L-regularno$é wielodcianéw analitycznych
w CV, czego poprzednio znanymi metodami nie udalo si¢ uzyskaé¢. Kluczowg rolg
odegralo tam kryterium osiggalnosci semianalitycznej punktéw zbioru, twierdzenie
Puiseux oraz fakt, ze odcinek [a,b] C C jest niecienki (w sensie teorii potencjatu).
Niestety, ta metoda zawodzi w przypadku ostrzy typu

E = {(z,y) e R*: 2* <y <6z, xe[01]},

dist(z; K), ze€CV.

gdzie § > 1, gdy a jest niewymierne. W pracy [P5] Rafal Pierzchala wprowadza
metode, ktéra pozwala w szczegélnodci wykazaé L-regularno$é powyzszego zbioru
E. Pokazuje tym samym, ze w pewnych (wielomianowo ograniczonych) struktu-
rach o-minimalnych, w tym przypadku w strukturze van den Driesa-Speisseggera
zbieznych uogdlnionych szeregéw potegowych, istniejg zbiory L-regularne, ktére nie
sa UPC. Metoda Pierzchaty polega na sprytnym zastapieniu kryterium osiggalnosci
semianalitycznej warunkiem (A), ktéry jest réwnowazny L-regularnosci w punkcie
oraz ”pozbyciu sie” niewymiernosci wylktadnika o (z definicji zbioru E powyzej) przez
jego aproksymacje liczbami wymiernymi (lemat Dirichleta). Mam tutaj pewne uwagi.
Dla Czytelnika obeznanego z elementami teorii pluripotencjatu wniosek [P5, Corol-
lary 2.8] jest oczywisty, bowiem z zalozen wynika, ze zbiér K jest niepluripolarny,
a wicc funkcja ekstremalna V3 jest plurisubharmoniczna w CV. W rezultacie, jej
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zlozenie z odwzorowaniem « jest subharmoniczne i wystarczy teraz wykorzystac fakt,
ze odcinek [0,1] jest niecienki. Z kolei Theorem 2.9 (o niezmienniczosci warunku (A)
przy niezdegenerowanych deformacjach wielomianowych) jest prostym wnioskiem z
(ogdlniejszego) twierdzenia o niezmienniczosci L-regularnodci z cytowanej pracy [92].
Prawdopodobnie autor chcial powiaza¢ konsekwentnie te fakty ze swoim warunkiem
(A), ale brak odniesieri, o ktérych wspomniatem, moze zdezorientowa¢ ”pluripoten-
cjalnego” Czytelnika.

Warto odnotowaé inne jeszcze zastosowania warunku (A). Jednym z nich jest
ciekawe kryterium L-regularnosci zbioru zwartego £ w RY w punkcie zg € E osigga-
nym z wnetrza zbioru E lukiem quasi-analitycznym w sensie Bernsteina ([P5], Propo-
sition 3.5). Dodajmy, ze funkcje quasi-analityczne Bernsteina na przedziale [0,1] moga
nie mieé pochodnej w zadnym punkcie (i jest takich funkcji "rezydualnie wiele” w
przestrzeni Banacha funkcji ciagtych na [0,1], co pokazal Mazurkiewicz w latach ’30
ubieglego wieku).

Inne zastosowanie warunku (A) znalazt Habilitant w problemie zwigzanym z przy-
kiadem Sadullajewa z 1980 roku: istnieja ograniczone obszary E C R? C C* 7z
brzegiem klasy C* za wyjatkiem jedynego punktu a € OF, ktory jest osiagalny
przez krzywa klasy C® h: [0.1] 3 t — h(t) € R? taka, ze h((0,1]) C E'i h(0) = q,
ktéra jest pluricienka w a, a stad zbiér E nie moze byé L-regularny w punkcie a,
chociaz jest L-regularny w C = R? jako zbiér Jordana na plaszczyZnie zespolone]
C. W ten sposéb Sadullajew odpowiedzial (negatywie) na pytanie stawiane kilka
lat wezesniej przez Siciaka. Dodajmy, ze taki przyklad mozna skonstruowac¢ nawet
z krzywa h klasy C*°, ktéra jest quasi-analityczna w sensie Denjoy-Carlemana (zob.
[96]). W zwigzku ze swoim przykladem Sadulajew postawil pytanie: czy wykres
funkeji ha ¢ [0,1] 3 @ — 2 jest pluricienki w (0,0) € C?, jedli a jest niewymierne? Na
to trudne pytanie odpowiedzieli pozytywnie Levenberg i Poletsky dopiero w 1999 roku.
Okazuje sie jednak ([P5], Corollary 4.7), ze dla kazdej funkcji cigglej ¢ 0,1] = R
takiej, ze ¢ > 0 na (0,1] i dla dowolnych 0 < ¢ < # istnieje niewymierne o € [, 0]
takie, ze zbidr

{(z,y) eR*: |y — 2% < ¢(2), = €[0,1]}

spelnia warunek (A) w punkcie (0,0) € R?, a wiec jest w tym punkcie L-regularny.
Co wiecej, zbidr takich wykladnikéow « jest nieprzeliczalny.

Mnogosé i waga rezultatéw zawartych w rozprawie habilitacyjnej Rafala Pierzchaly,
ktére w skrécie oméwitem dokonujac przy tym koniecznego i subiektywnego wyboru,
zwalniaja mnie z potrzeby oceniania wynikéw jego pozostalych prac, cho¢ 1 tam
wiele jest picknych i bardzo waznych rezultatéw. Wyjatek zrobig dla niezwykle
cennej pracy [R7], obejmujacej niektére wyniki z rozprawy doktorskiej Habilitanta
(wyrdznionej nagrodg Dziekana Wydziatu Matematyki 1 Informatyki UlJ). Jednym z
jej rezultatéw jest Theorem A: kazdy zbi6r ograniczony, tlusty i definiowalny w struk-
turze o-minimalnej Re Rolina-Speisseggera-Wilkiego jest UPC, a stad jest zbiorem
Markowa. Jest to pozytywne rozwiazanie problemu postawionego przeze mnie W
pracy [96], z ktérym nie moglem si¢ wéwczas uporaé. Potrafitem jedynie wykazaé
L-regularnosé takich zbioréw oraz punktowa wiasnos¢ Markowa. Istotnie silniejszy
rezultat mégt Rafal Pierzchala uzyskaé dzigki doglebnej znajomosei teorii struktur
o-minimalnych. W moim przekonaniu, wiasnie na bazie tej pracy zbudowal Rafal
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Pierzchata aparat pozwalajacy mu przy pomocy (wielomianowo ograniczonych) struk-
tur o-minimalnych atakowaé z sukcesem zagadnienia z pogranicza wielowymiarowe]
aproksymacji wielomianowej i teorii pluripotencjatu, wobec ktérych metody wypra-
cowane wezesniej przez Pawhickiego-Pleéniaka na bazie geometrii subanalitycznej byty
bezradne. Jest to, moim zdaniem, wybitne osiagnigcie naukowe Habilitanta.

Rafal Pierzchala jest juz w pelni uksztaltowanym, dojrzalym matematykiem,
o duzym dodwiadczeniu we wspélpracy z zagranicznymi osrodkami 1 ze znacznym
odzewem swojej twoérczosci. Byl m.in. wielokrotnie wyrézniany za swoje wyniki
stypendiami MEN i nagrodami Dziekana lub Rektora w Uniwersytecie Jagiellonskim.
Koriczace sie obecnie jego 2.letnie stanowisko badawcze adiunkta w Instytucie Mate-
matycznym PAN w Warszawie pozwolilo mu istotnie skonsolidowaé warsztat naukowy.
Uczestniczyl w wielu miedzynarodowych i krajowych projektach badawczych. Ma tez
powazne juz osiagniecia w pracy dydaktycznej i organizacyjne;j.

Rezultaty zawarte w rozprawie habilitacyjnej dr. Rafala Pierzchaly wypelniaja z
duza nadwyzka wymogi stawiane w ustawie z dnia 14 marca 2003 roku o stopniach
naukowych i tytule naukowym oraz o stopniach i tytule w zakresie sztuki. Dlatego
7 pelnym przekonaniem stawiam wniosek o dopuszczenie dr. Rafala Pierzchaly do
dalszych etapéw przewodu habilitacyjnego. Ponadto uwazam, ze jego rozprawa zastu-
guje na wyréznienie rangi nagrody Prezesa Rady Ministréw, badz Ministra Nauki i

Szkolnictwa Wyzszego.
LTt

Wieslaw Plesniak
profesor (emeritus) UJ

Krakéw, dnia 14 marca 2016 roku



