AUTOREFERAT

1. Imie © nazwisko: Anna Ochal

2. Posiadane dyplomy, stopnie naukowe:

1993 magisterium z matematyki, Instytut Matematyki Uniwersytet Jagiellonski
1994 magisterium z informatyki, Instytut Informatyki, Uniwersytet Jagiellonski

2001 doktorat z matematyki, Wydzial Matematyki i Fizyki, Uniwersytet Jagiellonski

Rozprawa doktorska
Optimal Control Problems for Evolution Hemivariational Inequalities of Second Order,
(promotor: Stanistaw Migdrski)

3. Informacje o dotychczasowym zatrudnieniu w jednostkach naukowych:

2004 - Adiunkt w Katedrze Optymalizacji i Sterowania w Instytucie Informatyki na Uni-
wersytecie Jagiellonskim

1994-2004 Asystent w Katedrze Metod Numerycznych w Instytucie Informatyki na Uni-
wersytecie Jagiellonskim

2002 Postdoc Fellowship on Evolution Equations for Deterministic and Stochastic Sys-
tems, Ecole Politechnique, Paris, France (9 miesiecy)

1995 Scholarship at National Technical University of Athens, Athens, Greece (3 miesiace)



4. Wskazanie osiggniecia wynikajgcego z art. 16 ust. 2 ustawy z dnia 14 marca 2003 r. o
stopniach naukowych i tytule naukowym oraz o stopniach i tytule w zakresie sztuki (Dz. U.
nr 65, poz. 595 ze zm.):

a) tytul osiggniecia naukowego:

Nierownosci hemiwariacyjne i ich zastosowania
w zagadnieniach kontaktowych mechaniki

b) autor/autorzy, tytut /tytuly publikacji, rok wydania, nazwa wydawnictwa:

Rozprawa habilitacyjna sktada sie z nastepujacych publikacji (w porzadku chronologicz-
nym):

A1. A. Ochal, Existence results for evolution hemivariational inequalities of second order,
Nonlinear Analysis Series A: Theory Methods and Applications, 60 (2005), 1369-1391

A2. S. Migérski, A. Ochal, A unified approach to dynamic contact problems in viscoelas-
ticity, Journal of Elasticity, 83 (2006), 247-276 (mdj udziat procentowy: ok. 70%)

A3. 7. Liu, S. Migérski, A. Ochal, Homogenization of boundary hemivariational inequa-
lities in linear elasticity, Journal of Mathematical Analysis and Applications, 340
(2008), 1347-1361 (mdj udziat procentowy: nie mniej niz 50%)

A4. S. Migorski, A. Ochal, M. Sofonea, Integrodifferential hemivariational inequalities with
applications to viscoelastic frictional contact, Mathematical Models and Methods in
Applied Sciences, 18 (2008), 271-290 (mdj udziat procentowy: 60%)

A5. S. Migérski, A. Ochal, Quasistatic hemivariational inequality via vanishing accelera-
tion approach, SIAM Journal on Mathematical Analysis, 41 (2009), 1415-1435 (maj
udziat procentowy: ok. 60%)

AG6. S. Migérski, A. Ochal, M. Sofonea, History-dependent subdifferential inclusions and
hemivariational inequalities in contact mechanics, Nonlinear Analysis Series B: Real
World Applications, 12 (2011), 3384-3396 (mdj udzial procentowy: ok. 60%)

¢) omdwienie celu naukowego ww. pracy/prac i osiggnietych wynikéw wraz z omdwieniem
ich ewentualnego wykorzystania:

1 Wprowadzenie

W ciagu ostatnich dwudziestu lat zostal osiagniety znaczacy postep w modelowaniu
i analizie matematycznej réznych proceséw wystepujacych w zjawiskach kontaktowych
miedzy cialami odksztalcalnymi. W rezultacie wytonita sig, szybko rozwijajaca sie obec-
nie, matematyczna teoria mechaniki zjawisk kontaktowych, przed ktora ciagle stoi wiele
otwartych probleméw, dotyczacych istnienia i jednoznacznosci rozwiazan, ich stabilnosci
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i asymptotyki. Celem niniejszego opracowania jest przedstawienie krétkiego przegladu
rezultatow, ktére czedciowo przyczynity sie do rozwoju tej teorii. Dotycza one inkluzji ope-
ratorowych i nieréwnosci hemiwariacyjnych, a zostaly zawarte w pracach skladajacych sig
na méj dorobek naukowy, w szczegdlnosci na rozprawe habilitacyjna.

Matematyczne modelowanie zagadnien kontaktowych mechaniki jest dziedzina zywa
i uprawiana w wielu osrodkach ze wzgledu na wciaz otwarte problemy matematyczne. Szereg
matematycznych modeli zagadnien kontaktowych wykorzystuje wypukios¢ funkcjonatow
energii i prowadzi do teorii nieréwnosci wariacyjnych, ktéra zostala zapoczatkowana w la-
tach szesédziesiatych ubieglego wieku. Byta i jest ona rozwijana przez grupe matematykow,
do ktorej nalezeli i naleza m.in. S.S. Antman, C. Baiocchi, H. Brezis, F.E. Browder,
A. Capelo, G. Duvaut, G. Fichera, A. Friedman, P. Hartman, D. Kinderlehrer, H. Lewy,
J.L. Lions, E. Magenes, G. Stampacchia i inni. Nieréwnosci wariacyjne, bazujace na wy-
pukiych funkcjonatach energii, maja precyzyjne znaczenie fizyczne. Wyrazaja one zasade
wirtualnej pracy lub mocy, wprowadzona przez Fouriera w 1823r. Prototypami zagadnien
brzegowych prowadzacych do nieréwnosci wariacyjnych sa m.in. zagadnienie Signoriniego-
Fichery oraz problem tarcia w teorii sprezystosci.

Wiele zjawisk fizycznych nie daje sie jednak opisywaé przy pomocy wypuktych
potencjalow. Zrodzilo to koniecznos¢ uogélnien teorii nieréwnosci wariacyjnych. Takie
uogdblnienie z wykorzystaniem teorii Clarke’a zaproponowal w latach osiemdziesiatych
XX wieku P.D. Panagiotopoulos. Zapoczatkowal on teorie nieréwnosci hemiwariacyjnych
znajdujaca zastosowania w modelowaniu zjawisk fizycznych wystepujacych m.in. w me-
chanice i inzynierii, gdzie rozwazanie bardziej realistycznych praw konstytutywnych
i/lub warunkéw brzegowych prowadzi w naturalny sposéb do niewypuktych i niegtadkich
potencjaléw (patrz Panagiotopoulos [16, 18] oraz Naniewicz i Panagiotopoulos [15]).
Nieréwnosci hemiwariacyjne opieraja sie na pojeciu uogélnionej podrdzniczki w sen-
sie Clarke’a funkcji spemiajacych lokalny warunek Lipschitza (patrz Clarke [4], Chang
[2]). Dzieki zastosowaniu uogélnionej podrézniczki mozliwe stalo sie rozwazanie niewy-
puktych i niegtadkich funkcjonatow energii, co doprowadzito do badan niemonotonicznych
i wielowartosciowych praw rzadzacych zjawiskami fizycznymi. Rezygnacja z wypuklosci
jest wazna, poniewaz pozwala obja¢ szersze klasy zagadnien matematycznych i zwieksza
mozliwosci zastosowan do probleméw, ktore byly badane do tej pory tylko na drodze
eksperymentéw numerycznych. Zjawiska kontaktowe opisywane przez uklady rownan
rozniczkowych czastkowych z wielowartosciowymi i niemonotonicznymi prawami w postaci
podroézniczki Clarke’a nie byly dotychczas szeroko badane w literaturze Swiatowej. Uzyskane
wyniki matematyczne dotyczace nieréwnosci wariacyjnych i hemiwariacyjnych oraz metod
wariacyjnych dla zagadnien niegtadkich i niewypuklych pozwolily lepiej zrozumieé¢ role wy-
pukiosci lub jej braku w konkretnych zjawiskach mechanicznych.

Nieréwnosci hemiwariacyjne, bedace uogélnieniem nieréwnosci wariacyjnych, sa bar-
dzo intensywnie badane ze wzgledu na liczne zastosowania w wielu dziedzinach fizyki,
mechaniki, inzynierii i ekonomii. Znajduja one wiele zastosowan w konkretnych zagadnie-
niach mechaniki, np. przy opisie zachowan ciat sprezystych, lepkosprezystych i materialow
z krétka lub dluga pamiecia. Nieréwnosci hemiwariacyjne modeluja zjawiska fizyczne, dla
ktorych prawa konstytutywne lub jednostronne warunki brzegowe sa opisywane przy wyko-
rzystaniu niewypuklych i niegltadkich funkcjonatéw energii. W wielu sytuacjach prowadzi to
do rozwazania réwnan fizyki matematycznej z operatorami wielowartosciowymi, co z jed-
nej strony komplikuje matematyczny sposéb badania tych problemow, zas z drugiej strony

3



pozwala na precyzyjne modelowanie i rozwiazywanie zagadnien, ktore dotychczas byly
problemami otwartymi. Badania dotyczace zaréwno poszukiwania modeli opisujacych kon-
takt ciata lepkosprezystego ze sztywnym podtozem, jak i nieréwnosci hemiwariacyjnych, do
ktorych takie modele prowadza, sa z matematycznego punktu widzenia niezwykle intere-
sujace i frapujace oraz maja duze znaczenie praktyczne.

Cho¢ pierwsze prace w latach osiemdziesiatych, dotyczace nieréwnos$ci hemiwaria-
cyjnych, mialy charakter inzynierski, to jednak ze wzgledu na zastosowania w mecha-
nice i ekonomii, teoria nieréwnosci hemiwariacyjnych jest dzi$ systematycznie rozwijana
i stanowi wazny obiekt zainteresowan matematykow w wielu osrodkach na Swiecie, np.
Australia (Gao), Chiny (Guo, Huang, Liu, Lu, Peng, Xiao, Zhou), Czechy (Haslinger,
Jarusek, Outrata), Finlandia (Miettinen), Francja (Adly, Dinca, Goeleven, Motreanu, So-
fonea), Grecja (Filippakis, Kyritsi, Papageorgiou, Stavroulakis), Irlandia (O’Regan), Korea
(Ha, Park), Niemcy (Carl), Polska (Denkowski, Gasinski, Naniewicz, Zagrodny), Rumunia
(Barbu, Bocea, Costea, Kristaly, Matei, Radulescu), Stowacja (Bock, Lovisek), USA (Hu,
Kuttler, Le, Mordukhovich, Shillor), Wegry (Kurutz), Wlochy (Degiovanni, Marano), itd.

Zjawiska lepkosciowe zwiazane z kontaktem cial odksztalcalnych spotykamy na co dzien.
Rola tych zjawisk wzrasta, gdy opisujemy np. materialy kompozytowe, znajdujace zas-
tosowania w wielu dziedzinach techniki, m.in. w budownictwie, w technice lotniczej i astro-
nautyce, w przemysle srodkéw transportu, w produkeji maszyn itd. (patrz Panagiotopoulos
[17]-[21], Naniewicz i Panagiotopoulos [15], Shillor, Sofonea i Telega [25], Sofonea, Han
i Shillor [26]). Wiele zagadnien, w ktérych wystepuje tarcie, pojawia si¢ w przemysle
i zyciu codziennym. Zjawiska kontaktu klockéw hamulcowych z kolami pojazdu, opon
z powierzchnia drogi, ttokéw z ostona cylindra silnika, obuwia z powierzchnia chodnika czy
kontaktu ptyt tektonicznych sa tylko prostymi przykladami. Jednocze$nie bardziej ztozone
modele, uwzgledniajace np. efekty cieplne, zniszczenie materialu, przyleganie itd., moga
stuzy¢ wyjasnianiu znanych zjawisk oraz przyczyniac¢ si¢ do odkrywania nowych.

Jednym z zadan niniejszego opracowania jest zbadanie modeli matematycznych,
majacych swoje zZrodla w opisie zjawisk kontaktowych mechaniki, w ktorych w sposob
naturalny wystepuja warunki brzegowe i/lub prawa konstytutywne, ktére mozna uzyskaé
przy pomocy niewypuktych i na ogdt nierézniczkowalnych potencjatéow, zwanych w takim
przypadku superpotencjalami. Okazuje sie, ze rézne zjawiska kontaktu mozna mode-
lowa¢ z wykorzystaniem wielowarto$ciowych i niemonotonicznych zwiazkéw w postaci
podrézniczki Clarke’a funkeji lokalnie lipschitzowskich. Zwiazki te opisuja uogélnione prawa
miedzy naprezeniem normalnym i normalng skladowa przemieszczenia lub predkosci oraz
miedzy wektorem naprezenia stycznego i styczna skladowa przemieszczenia lub predkosci.
Ze wzgledu na niemonotonicznos¢ praw kontaktowych modele matematyczne formutuje sie
jako nieréwnosci hemiwariacyjne lub uklady nieréwnosci hemiwariacyjnych. Nalezy pod-
kresli¢, ze otrzymane w rozprawie wyniki wnosza rzeczywisty wktad w rozwoj analizy wa-
riacyjnej, a w szczegdlnosci teorii nieréwnosci wariacyjnych i hemiwariacyjnych oraz teorii
metod wariacyjnych dla zagadnien niegladkich i niewypukiych.

W kolejnych rozdziatach niniejszego autoreferatu zostana oméwione rezultaty otrzy-
mane w pracach skladajacych sie na rozprawe habilitacyjna. Nacisk bedzie polozony na
calosciowy opis zagadnien, zas szczegolowe sprecyzowanie wszystkich zalozen zostanie po-
miniete. Autoreferat omawia réznego typu inkluzje operatorowe i nieréwnosci hemiwaria-
cyjne, podajac w rozdziale 2 gléwne rezultaty o istnieniu i jednoznacznosci rozwigzan.
Zastosowania tych wynikéw zawiera rozdziat 3, dotyczacy wybranych zagadnienn mechaniki
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kontaktu. W rozdziale 4 oméwiono pozostaly dorobek naukowy, przyblizajac gléwna tema-
tyke prac habilitanta niewchodzacych w sklad rozprawy habilitacyjne;j.

2 Inkluzje operatorowe i nieré6wnosci hemiwariacyjne

Rozprawa habilitacyjna pt. ”Nierownosci hemiwariacyjne i ich zastosowania w zagad-
nieniach kontaktowych mechaniki” sklada sie¢ z jednotematycznego cyklu szesciu publikacji
[A1]-[A6]. Nalezy podkresli¢, ze wszystkie zagadnienia, wystepujace w tych pracach, maja
swoje zrodla w konkretnych problemach mechaniki teoretycznej. Ponizej przedstawiony
zostanie krétki przeglad rezultatéw otrzymanych w pracach [Al]-[A6]. Glowne wyniki
dotycza nastepujacych zagadnien:

1. istnienie i jednoznacznos¢ rozwiazania zagadnienia Cauchy’ego dla ewolucyjnych
inkluzji rézniczkowych rzedu pierwszego i drugiego ([Al, A2, A4, A5)),

2. zaleznos$é rozwiazan ewolucyjnych inkluzji rzedu drugiego od parametréow ([A5]),

3. istnienie i jednoznacznos¢ rozwiazania ewolucyjnych inkluzji z operatorem odpowie-
dzialnym za historig ([A4, A6]),

4. istnienie rozwigzan nieréwnosci hemiwariacyjnych ([Al, A2, A4, A5, A6)),

5. modelowanie i analiza zagadnien kontaktowych w teorii sprezystosci i lepkosprezys-
tosci ([A1-AG]).

Podstawowym pojeciem wykorzystywanym w sformulowaniu nieréwnosci hemiwaria-
cyjnych jest pojecie uogélnionej podrézniczki funkeji lokalnie lipschitzowskiej, wprowadzone
przez Clarke’a (patrz [4]). Dla lokalnie lipschitzowskiej funkcji ¢: X — R, okreslonej na
przestrzeni Banacha X, definiujemy uogoélniona pochodna kierunkowa funkcji ¢ w punkcie
r € X w kierunku v € X wzorem

) —
¢ (r;v) = limsup Ply + Xv) go(y)
y—z,AL0 A

Uogélniony gradient funkcji ¢ w punkcie x € X jest podzbiorem przestrzeni dualnej X*
okreslonym nastepujaco

Op(x) ={C € X* | ¢"(2;0) > (¢, v) v, x dla kazdego v € X },

gdzie (-,-)x+xx oznacza dualno$¢ miedzy X i X*. Zauwazmy, ze dla funkcji réznicz-
kowalnych w sposéb ciagly uogélniony gradient redukuje si¢ do zbioru jednoelemen-
towego, zlozonego z pochodnej funkcji. Ponadto, dla funkcji wypuktych, uogélniony gradient
pokrywa sie z pojeciem podrézniczki w sensie analizy wypuklej (por. [4]).

Praca [A1] stanowi nowatorskie podejscie w teorii ewolucyjnych nieréwnosci hemiwa-
riacyjnych w przestrzeniach Banacha. Podejscie to polega na skojarzeniu z nieréwnoscia
hemiwariacyjna pewnej ewolucyjnej inkluzji operatorowej zawierajacej niemonotoniczne
i wielowarto$ciowe odwzorowanie w postaci podrézniczki. Celem pracy [Al] jest zbadanie
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istnienia stabych rozwiazan dla ewolucyjnych nieréwnosci hemiwariacyjnych rzedu drugiego.
Inkluzje ewolucyjne, skojarzone z nieréwnosciami hemiwariacyjnymi, sa postaci

u’(t) + A(t,u/'(t)) + Bu(t) + 0J(t,u(t)) > f(t) p.w.t e (0,T)

(P1)

u(0) = ug, u'(0) =1y

u'(t) + A(t,u/'(t)) + Bu(t) + 0J(t,u/(t)) > f(t) p.w.te (0,T)
(P2)

u(0) = ug, u'(0) = vy,

gdzie A: (0,T) x V. — V*i B: V — V* s ustalonymi operatorami, 8.J: (0,T) x Z — 2%
oznacza odwzorowanie wielowartosciowe wyznaczone przez podrézniczke Clarke’a lokalnie
lipschitzowskiego funkcjonatu J(¢,-): Z — R, t € (0,7),0 < T < +o00, V C Z C H =
H* C Z* C V* sa ustalonymi przestrzeniami Banacha oraz H*, Z* i V* sa przestrzeniami
dualnymi odpowiednio do H, Z i V.

Inkluzje operatorowe (P1) i (P2) mozna zapisa¢ odpowiednio w sposéb réwnowazny
jako nieréwnosci hemiwariacyjne postaci

(1) + At (1)) + But) — F(2), 0) ey + It u(t); 0) > 0
(HVI1) VoeV,pw. te(0,T)
u(0) = up, u'(0) =y

oraz

(W (t) + A(t, /(1) + Bu(t) — f(),0)yery + SO W (E);0) >0
(HVI2) VoeV,pw. te(0,T)
u(0) = ug, u'(0) = vy,

gdzie (-,-)v+«xv oznacza dualno$é¢ miedzy V i V*. Gléwnymi rezultatami pracy [Al] sa
Twierdzenia 4 i 5, ktére podaja warunki wystarczajace istnieniu stabych rozwigzan dla
zagadnien (P1) i (P2). Warunki te obejmuja pseudomonotoniczny i koercytywny opera-
tor A, liniowy i dodatni operator B oraz lokalnie lipschitzowski funkcjonal J, ktérego
podrézniczka spelnia odpowiedni warunek wzrostu. Ponadto twierdzenia te dostarczaja
informacji o regularnosci rozwiazania. Warto zauwazy¢, ze w pewnych sytuacjach (por.
np. zatozenie (H;)) rezultaty o istnieniu rozwiazania maja charakter lokalny. Gléwnym
narzedziem wykorzystywanym w pracy jest rezultat o surjektywnosci wielowartosciowego
operatora pseudomonotonicznego w przestrzeniach Banacha. Rezultat ten w przypadku
operatora jednowartosciowego pochodzi od Lionsa [13] i zostal uogdlniony w pracy Papa-
georgiou, Papalini, Renzacci [23] na przypadek operatoréw wielowartosciowych.

Dowdd Twierdzenia 4 sktada sie z trzech krokow. Najpierw, zakladajac zwiekszona re-
gularnosé warunku poczatkowego, zagadnienie (P1) sprowadzamy do inkluzji ewolucyjne;
rzedu pierwszego. Nastepnie wykorzystujac wspomniane twierdzenie o surjektywnosci
z pracy [23], otrzymujemy istnienie rozwigzania inkluzji operatorowej rzedu pierwszego. Jest
to mozliwe, poniewaz operator wielowartosciowy w inkluzji rzedu pierwszego ma wiasnosé
L-uogdlnionej pseudomonotonicznosci. W ostatnim kroku, korzystajac z gestosci wlozenia
odpowiednich przestrzeni Banacha, usuwamy zatozenie o zwiekszonej regularnosci warunku
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poczatkowego, uzyskujac istnienie rozwiazania inkluzji w sytuacji ogdlnej. Analogicznie
dowodzimy twierdzenie o istnieniu rozwiazania zagadnienia (P2). Odnotujmy, ze jednoz-
naczno$¢ takiego rozwiazania mozna otrzymac przy silniejszych zalozeniach dotyczacych
operatora A i funkcjonalu J, np. jezeli operator A jest silnie monotoniczny i funkcjonal
J spelnia warunek zrelaksowanej monotonicznosci (por. Stwierdzenie 16). Wspomniana
jednoznacznos$¢ rozwiazania nierownosci hemiwariacyjnych jest pozadana w analizie nu-
merycznej zagadnien kontaktowych mechaniki.

Wyniki pracy [Al] uogdlniaja rezultaty prac dotyczacych hiperbolicznych nieréwnosci
hemiwariacyjnych z jednowymiarowymi potencjatami (por. m.in. Panagiotopoulos [20],
Panagiotopoulos i Pop [22]) na przypadek funkcjonaléw o wartosciach w przestrzeniach
wektorowych, co pozwala na zastosowania otrzymanych wynikéw do pewnych klas za-
gadnien mechaniki kontaktu. Nalezy podkresli¢, ze inkluzje operatorowe i nieréwnosci
hemiwariacyjne rozwaza sie w przestrzeniach Sobolewa o wartosciach wektorowych, co
umozliwia zastosowania do zagadnien kontaktowych mechaniki, bowiem wielkosci fizy-
czne takie jak przemieszczenie, predkosé, przyspieszenie sa wektorami. Ponadto do opisu
zagadnien mechaniki kontaktu czesto stosuje sie funkcjonaly calkowe, ktére sa sko-
jarzone z wielowartosciowymi i niemonotonicznymi prawami w postaci podrdzniczki,
wystepujacymi w warunkach brzegowych typu (5) i (6) (por. rozdziat 3). Wybrane zas-
tosowania nieréwnosci hemiwariacyjnych (HVI1) i (HVI2) w mechanice kontaktu zostaly
dokiadniej opisane w kolejnym rozdziale.

Praca [A2] koncentruje sie na ewolucyjnych inkluzjach operatorowych rzedu drugiego
i dynamicznych nieréwnosciach hemiwariacyjnych. Gléwny nacisk potozony jest na mode-
le matematyczne opisujace dynamiczne zagadnienia kontaktowe teorii lepkosprezystosci.
Praca przedstawia jednolite podejscie do tych modeli, pozwalajace na uogdlnienia dotych-
czas znanych rezultatéw (por. Chau, Han, Sofonea [3], Migorski [14], Rochdi, Shillor, So-
fonea [24]). Scis}y opis matematyczny tych modeli wymaga wprowadzenia abstrakcyjnej
inkluzji rzedu drugiego postaci

- u’(t) + A(t, v/ (t)) + Bu(t) + F(t,u(t),u'(t)) > f(t) pw.te (0,T)
P3
u(0) = ug, u'(0) = vy,

gdzie A: (0,T) x V. — V* jest operatorem nieliniowym, B: V — V* jest operatorem linio-
wym i F: (0,7) x V x V — 27" jest odwzorowaniem wielowartogciowym. W szczegélnych
przypadkach zagadnienie (P3) redukuje si¢ do problemu (P1) lub (P2). Warto podkreslié,
ze motywacja badania inkluzji (P3) sa zagadnienia mechaniki kontaktu, ktérych nie mozna
sformutowaé w postaci inkluzji (P1) lub (P2) i ktére wymagaja wprowadzenia operatoréw
postaci podrézniczki wzgledem dwdéch zmiennych. Istnienie rozwiazan zagadnienia (P3)
(por. Twierdzenie 2) mozna uzyskaé¢ metodami analogicznymi do tych, uzytych w pracy
[A1].

Inkluzja ewolucyjna (P3) stanowi punkt wyjscia do badania dynamicznych nieréwnosci
hemiwariacyjnych bedacych stabymi sformutowaniami zagadnien kontaktowych. Dla ilus-
tracji mozliwych zastosowan, rozwazmy obszar € C R? reprezentujacy cialo lepkosprezyste
i wielowarto$ciowa funkcje F' nastepujacej postaci

(%) F(t,u,v) = SR*0J(t, R(u,v)),
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gdzie S: Z* x Z* — Z*, S(z1,29) = 21 + 22, R(u,v) = (yu,yv), v € L(Z, L*(T¢; RY))

jest operatorem sladu, Z = H°(Q;RY), 1 <6 < 1, J: (0,T) x (L*(T¢;RY))?* — R jest

dany wzorem J(t,u,v) = / g(z, t,u(z),v(z))dl', T'e C 00 oraz 0J jest podrézniczka

r
Clarke’a funkcji J(t,-,-) ze wgglgdu na pare dwéch ostatnich argumentéw. Postaé funkcji
podcatkowej g: I'c x (0,T) x RY x RY — R zalezy w zastosowaniach od lokalnie lipschi-
tzowskich potencjatow, opisujacych niemonotoniczne warunki na powierzchni kontaktu I'c
ciata lepkosprezystego z podlozem (por. rozdzial 3).

W przypadku, gdy odwzorowanie wielowartosciowe F' jest postaci (), zagadnienie (P3)
prowadzi do nastepujacej nieréwnosci hemiwariacyjnej

(u"(t) + A(t, v (t)) + Bu(t) — f(t),v) eyt
(HVI3) +/ g (t,u(t),u' (t);v(x),v(z))dl >0 VYveV,pw.te(0,T)
u(0) = ug, u'(0) = vy,

gdzie ¢°(z,t,u,v;w,z) oznacza uogdlniona pochodna kierunkowa funkcji g(z,t,-,-) dla
(2,t) € Te x (0,T) w punkcie (u,v) € R? x R? w kierunku (w, z) € R? x R%.

W nieréwnosciach hemiwariacyjnych modelujacych zjawiska kontaktowe postaé opera-
torow A i B zalezy od praw konstytutywnych opisujacych wtasnosci ciat lepkosprezystych.
W szczegdlnosci dla materialéw lepkosprezystych opisywanych prawem Kelvina-Voigta,
operatory A i B w nieréwnosci (HVI3) odpowiadaja odpowiednio nieliniowemu opera-
torowi lepkosci oraz liniowemu operatorowi sprezystosci. Zauwazmy, ze operator A moze
zaleze¢ od czasu i modelowac sytuacje, gdy wlasciwosci lepkosciowe materiatu zmieniaja sie
w czasie np. w zaleznosci od temperatury, ktéra odgrywa wtedy role parametru. Podobnie
mozemy interpretowac zaleznos¢ superpotencjatu g od czasu.

Gléwnymi wynikami pracy [A2] sa rezultaty o istnieniu i jednoznacznosci rozwigzania
nieréwnosci hemiwariacyjnych modelujacych rézne zagadnienia mechaniki kontaktu. Istnie-
nie rozwigzania dla nieréwnosci (HVI3) jest konsekwencja istnienia rozwigzania dla zagad-
nienia (P3). W sytuacji, gdy odwzorowanie wielowartosciowe F' nie zalezy od zmiennej u,
praca podaje warunki na istnienie rozwiazania globalnego. Przy dodatkowych warunkach,
obejmujacych zaloZenia o silnej monotonicznosci operatora A(t, -) i zrelaksowanej monoto-
nicznosci podrézniczki 0J (¢, +), mozna otrzymaé jednoznacznos$é rozwigzania nieréwnosci
hemiwariacyjnej (por. Stwierdzenie 16).

Dynamiczne zagadnienia kontaktowe w teorii lepkosprezystosci byty obiektem inten-
sywnych badan (patrz np. monografie Duvaut i Lions [8], Han i Sofonea [10], Kikuchi
i Oden [11], Panagiotopoulos [18], Shillor, Sofonea i Telega [25]). Praca [A2] pozwala ujedno-
lici¢ podejscia do zagadnien lepkosprezystych mechaniki kontaktu. W konsekwencji uzysku-
jemy rezultaty znane wczesniej w literaturze, dotyczace gtdwnie nieréwnosci wariacyjnych,
ktére sg skojarzone z potencjalami wypuklymi. Z drugiej strony, praca [A2] dostarcza
nowych wynikéw egzystencjalnych dla dynamicznych nieréwnosci hemiwariacyjnych, ktore
dotychczas nie byly dostepne w literaturze. Warto nadmieni¢, ze nowe rezultaty pracy
[A2] znajduja zastosowania do opisu dynamicznych zagadnieri kontaktowych teorii lep-
kosprezystosci z wielowartosciowymi i niemonotonicznymi warunkami brzegowymi takimi
jak niemonotoniczny warunek normalnej zgodnosci, uproszczone prawo tarcia Coulomba,



niemonotoniczny warunek normalnej ttumionej odpowiedzi, prawo lepkiego kontaktu z tar-
ciem typu Tresca, warunki kontaktu lepkiego z potegowym prawem tarcia, warunek nor-
malnej tlumionej odpowiedzi z zaleznym od czasu prawem typu Tresca, warunek normal-
nej tlumionej odpowiedzi z potegowym prawem tarcia, niemonotoniczny warunek tarcia
typu Coulomba oraz prawa typu zig-zag, generowane przez potencjaly niewypukte. Ponadto
otrzymany wynik egzystencjalny mozna wykorzysta¢ do uzyskania rozwiazan dynamiczne-
go zagadnienia kontaktu dwustronnego z zaleznym od czasu warunkiem tarcia typu Tresca
(por. Wniosek 22). Wymienione prawa sa czesto wykorzystywane w modelowaniu zjawisk
kontaktowych w praktyce inzynierskiej (por. np. Panagiotopoulos [19, 20]).

Inna klasa zagadnien jest rozwazana w pracy [A3]. Sa to problemy homogenizacji
(usredniania) dla uktadéw opisywanych stacjonarnymi nieréwnosciami hemiwariacyjnymi.
Zagadnienia te polegaja na modelowaniu osrodkéw niejednorodnych, np. posiadajacych
strukture okresowa lub warstwowa. W takich sytuacjach celem homogenizacji jest przy-
blizanie (zastgpowanie) niejednorodnego materiatu osrodka przez (hipotetyczny) mate-
rial jednorodny. Z matematycznego punktu widzenia takie przyblizanie oznacza asym-
ptotyczna analize rozwiazan nierownosci hemiwariacyjnych. Wiasciwymi narzedziami do
przeprowadzania takiej analizy sa teorie G-, H- i I'-zbieznosci (por. De Giorgi [6, 7], Spa-
gnolo [27], Dal Maso [5], Allaire [1]).

Pojecie G-zbieznosci dla eliptycznych i parabolicznych réwnan rézniczkowych czastko-
wych rzedu drugiego zostalo wprowadzone przez Spagnolo w 1967r. w oparciu o idee zasu-
gerowane przez De Giorgi. Ogoélnie méwiac, G-zbieznosé ciagu operatoréw rézniczkowych
oznacza zbieznosé ciagu rozwiazan odpowiedniego zagadnienia rézniczkowego do rozwia-
zania zagadnienia odpowiadajacego operatorowi granicznemu, jezeli ustalimy odpowiednie
warunki poczatkowe lub brzegowe i stosowne topologie. Motywacja fizyczna dla rozwoju
teorii G-zbieznosci pochodzi z probleméw homogenizacji pojawiajacych sie w mechanice
i teorii potencjatu. Uogdlnieniem pojecia G-zbieznosci na przypadek macierzy i tensoréw
niesymetrycznych jest pojecie H-zbieznosci, wprowadzone przez Murata i Tartara w la-
tach siedemdziesiatych XX wieku (por. [9, 28]). W pracy [A3] wykorzystujemy definicje
H-zbieznosci tensoréw rzedu czwartego, pochodzaca od Allaire’a [1].

Celem pracy [A3] jest zbadanie asymptotycznego zachowania si¢ ciagu rozwigzan
stacjonarnych nieréwnosci hemiwariacyjnych postaci

(HVI4), (Ace(u),e(v))n +/ (o (u; v,) + 32(ursv0)) dD > (f,0)yexy VO EV

Te

przy € — 0, gdzie {A.} C L®(;M,pz), Maps jest zbiorem a-koercytywnych syme-
trycznych tensoréw rzedu czwartego, ktorych odwrotnosci sa [-koercytywne. Dla kazdego
ustalonego parametru e > 0, zagadnienie (HVI4), stanowi wariacyjne sformutowanie mod-
elu kontaktowego w teorii liniowej sprezystosci z wielowartosciowymi warunkami brze-
gowymi w postaci podrézniczki. Gléwne rezultaty pracy [A3] to twierdzenie o istnieniu
i jednoznacznosci rozwiazania problemu (HVI4), przy ustalonym parametrze € > 0 (patrz
Twierdzenie 5) oraz rezultat dotyczacy asymptotycznej analizy zagadnienia (HVI4),, gdy
¢ — 0 (por. Twierdzenie 12, Wniosek 14). Istnienie rozwiazan nieréwnosci (HVI4), mozna
uzyskaé szukajac rozwiazan skojarzonej inkluzji operatorowej postaci

(P4). Acu+v*0J(yu) 3 f,
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gdzie operator A.: V. — V* dany jest wzorem (A.u,v)ysxy = /.Aea(u) - e(v)dz dla
Q

u,v € V oraz funkcjonat J: L?*(I'c;R?) — R ma posta¢ J(w) = / (o, wy(x)) +
r
Jr(z,w.(2)))dl dla w € L*(T¢;R?). Istnienie rozwigzain dla inkluzjiC(PéL)e uzyskano
w pracy jako konsekwencje twierdzenia o surjektywnosci koercytywnego operatora pseu-
domonotonicznego. Podano réwniez warunki, przy ktérych kazde rozwiagzanie inkluzji (P4),
jest rozwigzaniem nieréwnosci hemiwariacyjnej (HVI4). (patrz Twierdzenie 5). Przy do-
datkowych warunkach o regularnosci potencjaléw 7, i j, oraz zrelaksowanej monotonicz-
nosci ich podrézniczek, udowodniono jednoznacznosé rozwigzania zagadnienia (HVI4)..
Nastepnie, przy zatozeniu H-zbieznosci ciagu operatorow A, do operatora Ay, wykazano,
7e ciag rozwiazan {u.} zagadnienia (HVI4). posiada podciag stabo zbiezny w H!(;R9)
do rozwigzania nieréwnosci hemiwariacyjnej (HVI4), odpowiadajacej operatorowi Ay
(por. Twierdzenie 12). Oznacza to, ze zbiezno$¢ ciggu rozwiazan jednorodnych zagad-
nienn Dirichleta dla operatoréw A, pociaga za soba zbiezno$é ciagu rozwiazan zagadnien
z wielowartosciowymi i niemonotonicznymi warunkami brzegowymi w postaci podrézniczki.
7 mechanicznego punktu widzenia powyzsza analiza asymptotyczna polega na zastapieniu
makroskopowych wlasnosci wysoce niejednorodnego osrodka modelowanego przez operatory
A, poprzez o$rodek jednorodny, ktérego wlasnosci sa opisywane przez graniczny operator
Ag. W szczegdlnoscei rezultat o asymptotyce dla nieréwnosci hemiwariacyjnej (HVI4), (patrz
Uwaga 13) mozna z powodzeniem zastosowaé do badania osrodkéw o strukturze okresowe;.

W zagadnieniach kontaktowych mechaniki wazna role odgrywaja modele uwzgledniajace
historie badanego procesu. W sposéb naturalny rozwaza sie wiec zagadnienia dla materialow
z krétka i dluga pamiecia. Te ostatnie prowadza do modeli matematycznych zawieraja-
cych operatory catkowe. W pracy [A4] badane sg ewolucyjne inkluzje operatorowe rzedu
drugiego, zawierajace operatory catkowe typu Volterry, postaci

u’(t) + A(t,u'(t)) + Bu(t) + /0 C(t—s)u(s)ds+~"0J(t,yu'(t)) > f(t)

(P5) pw.te (0,7T)

u(0) = ug, u'(0) = v,

gdzie A: (0,T) x V. — V* jest operatorem nieliniowym, B: V. — V* i C: (0,T) x
V. — V* sa operatorami liniowymi, i 0J oznacza podrézniczke Clarke’a funkcjonatu
J(t,"): L*(T;RY) — R dlat € (0,T). Ponadto w pracy badane sa ewolucyjne nieréwnosci
hemiwariacyjne skojarzone z zagadnieniem (P5) oraz dynamiczne zagadnienia kontaktowe
z tarciem teorii lepkosprezystosci.

Glownym celem pracy [A4] jest podanie rezultatéw o istnieniu i jednoznacznosci
rozwigzan dla inkluzji typu (P5) (por. Twierdzenie 2.1) oraz dla odpowiadajacej jej
nierownosci hemiwariacyjnej i skojarzonym zagadnieniom kontaktowym. Dowdd istnienia
rozwigzan inkluzji ewolucyjnej uzyskano w oparciu o wezesniejsze rezultaty z pracy [A2]
(Twierdzenie 2), dotyczace inkluzji operatorowych bez operatora catkowego i zastosowanie
twierdzenia Banacha o punkcie stalym odwzorowania zwezajacego. Istnienie i jednoz-
nacznos¢ rozwiazania otrzymano dla nowej klasy inkluzji ewolucyjnych z operatorem typu
Volterry, w ktorych podrézniczka spelnia warunek zrelaksowanej monotonicznosci. Kon-
sekwencja tych wynikow jest twierdzenie o istnieniu rozwiazania catkowo-rézniczkowej
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nieréwnosci hemiwariacyjnej rzedu drugiego, a takze twierdzenie o jednoznacznosci tego
rozwigzania przy dodatkowych zalozeniach o regularnosci superpotencjalu. Opis rezul-
tatéw uzyskanych w pracy [A4] dla dynamicznych zagadnieri kontaktowych dla materiatéw
lepkosprezystych zostanie podany w rozdziale 3. Nalezy podkresli¢, ze w matematycznej
teorii nieréwnosci hemiwariacyjnych, metoda opisana w pracy [A4] jest podejsciem nowym
i pozwala uzyskaé¢ wczesniejsze rezultaty (por. np. Han i Sofonea [10], Shillor, Sofonea
i Telega [25], Naniewicz i Panagiotopoulos [15], Panagiotopoulos [18]) o istnieniu i jed-
noznacznosci rozwiazan dla zagadnien kontaktowych jako przypadki szczegdlne. Ponadto
teoria ta dalej jest rozwijana przez Kulig i Migérskiego [12].

Asymptotyczne zachowanie sie rozwiazan ewolucyjnych inkluzji rzedu drugiego jest
badane w pracy [A5]. Rozwazamy tutaj inkluzje operatorowa postaci

euw’(t) + A(t)u'(t) + Bu(t) + M*0J(t, Mu(t)) > f(t) p.w.te (0,T)

u(0) = ug, +/eu'(0) = vy,

gdzie € > 0 jest malym parametrem, operatory A(t): V. — V* ¢t € (0,T), B:V —
V* sa liniowymi i cigglymi odwzorowaniami przestrzeni Banacha w jej dualna, opera-
tor M: Z — L?(I'c; R?) jest liniowy i ciagly, M* oznacza operator sprzezony do M, 9.J(t, )
jest podrézniczky Clarke’a funkcjonatu J(¢,-): L?*(T'¢; RY) — R oraz f,ug, vy sa ustalone.
Inkluzja (P6). jest abstrakcyjnym modelem réwnan ruchu, wynikajacych z zasady zachowa-
nia pedu. W réwnaniach ruchu zmienna u reprezentuje przemieszczenie uktadu. W zagad-
nieniach mechaniki ciala stalego réwnanie ruchu postaci mu” — Divo = fy opisuje ewolucje
stanu ciala w czasie pod wplywem sil zewnetrznych o gestosci fy, gdzie m jest masa ciata
1 0 jest tensorem naprezenia.

W wielu przypadkach zagadnien mechanicznych, gdy sily zewnetrzne wolno zmieniaja
sie w czasie, a reakcja ukladu jest wzglednie powolna, przyspieszenie ukladu opisywane
przez sktadnik inercjalny u” jest male i zaniedbywalne. W takich sytuacjach réwnanie ruchu
jest przyblizane, w kazdej chwili czasu, przez rownanie réwnowagi postaci — Dive = fy,
a zagadnienie dynamiczne jest aproksymowalne przez model quasi-statyczny. Scista ana-
liza matematyczna takich sytuacji prowadzi do badania asymptotycznego zachowania sig
réwnan ruchu, gdy skladnik inercjalny zmierza do zera. Praca [A5] zawiera analize waria-
cyjna modeli, ktéra obejmuje rezultaty o istnieniu i jednoznacznosci stabych rozwiazan oraz
wyniki o ciaglej zaleznosci rozwiazania od parametru.

Celem pracy [A5] jest zbadanie zachowania sig¢ ciagu rozwigzan inkluzji ewolucyjnej
(P6). przy € — 0. Przy kazdej ustalonej wartosci parametru e wykazano istnienie rozwigza-
nia problemu (P6)., stosujac podejécie analogiczne do tego zastosowanego w pracy [Al]
i opartego na teorii operator6w pseudomonotonicznych. Gléwnym rezultatem [A5] jest
Twierdzenie 13, podajace warunki wystarczajace, przy ktorych ciag rozwiazan (P6). jest
zbiezny, w odpowiednich topologiach, do rozwiazania inkluzji ewolucyjnej rzedu pierwszego
postaci

(P6),

(P6) { A(t)u/(t) + Bu(t) + M*0J(t, Mu(t)) > f(t) p.w.te (0,T)

u(0) = up.
Wynik ten stanowi nowe matematyczne uzasadnienie szeregu prac inzynierskich, badaja-

cych quasi-statyczne zjawiska kontaktowe w oparciu o heurystyczne modele dynamiczne,
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w ktérych przyspieszenie danego ukladu jest zaniedbywalne. Ponadto w pracy [A5] otrzy-
mano rezultat o regularnosci rozwiazania zagadnienia (P6). Warto podkresli¢, ze zagadnie-
nie graniczne jest inkluzja rzedu pierwszego, zatem uklad zmienia swoj charakter z hiper-
bolicznego na paraboliczny. Powyzsze wyniki zostaly zastosowane w pracy do zbadania
quasi-statycznej nierownosci hemiwariacyjnej, opisujacej zjawisko kontaktowe z warunkami
normalnej podatnosci i tarciem w osrodkach lepkosprezystych (Twierdzenie 17). Opis tego
zagadnienia kontaktowego bedzie przedstawiony w rozdziale 3.

Nalezy zauwazy¢, ze quasi-statyczne modele kontaktowe, opisywane w literaturze przez
rownania i nieréwnosci wariacyjne, byty przedmiotem intensywnych badan, porownaj m.in.
monografie Duvant i Lions [8], Han i Sofonea [10], Shillor, Sofonea i Telega [25], Sofonea,
Han i Shillor [26]. Wedlug mojego stanu wiedzy, rezultat dotyczacy zagadnienia quasi-
statycznego jako problemu granicznego dla ewolucyjnej nieréwnosci hemiwariacyjnej jest
nowy i jest pierwszym tego typu w literaturze.

Celem pracy [A6] jest podanie nowych rezultatéw o istnieniu i jednoznacznosci
rozwiazan dla pewnej klasy inkluzji operatorowych i nieréwnosci hemiwariacyjnych oraz
zastosowanie tych wynikow do analizy quasi-statycznych zagadnien kontaktowych. Badana
w pracy inkluzja operatorowa jest postaci

(P7) A(t,u(t)) + (Su)(t) +y*0J(t,yu(t)) o f(t) pw.t e (0,T),

gdzie A: (0,T) x V — V*18:V — V* sa operatorami nieliniowymi, V = L*(0,T;V), 0J
oznacza podrézniczke w sensie Clarke’a funkcjonatu J(t,-): L*(I'c;RY) — R, t € (0,T).
Przykladem operatora & w zagadnieniu (P7) jest operator postaci

(xx) (Sv)(t) =R (t, /Otv(s) ds + vo) dlaveV, pw.te(0,T),

gdzie R: (0,T7) xV — V* spelnia warunki: R(-,v) jest mierzalny dla kazdego v € V' i R(t,-)
jest lipschitzowski dla p.w. t € (0,T) oraz vy € V. W szczegdlnosci do tej klasy operatoréw
nalezy operator typu Volterry, rozwazany w pracy [A4]. Zauwazmy, ze warto$¢ operatora S
postaci (#%) w chwili czasu ¢ zalezy od wartosci argumentu w catym przedziale [0, t]. Z tego
powodu operatory typu (#*) nazywamy operatorami historii, a zagadnienie (P7) inkluzja
zalezna od historii, w odréznieniu od inkluzji zaleznych od czasu, gdzie operator zalezy
jedynie od aktualnej wartosci rozwiazania w danym momencie.

Dowdd istnienia rozwiazan inkluzji (P7) (Twierdzenie 4) opiera si¢ na znanym rezulta-
cie o surjektywnosci dla operatoréw pseudomonotonicznych. Jednoznacznos¢ rozwiagzania
dla zagadnienia (P7) wynika z rezultatu o ciaglej zaleznosci rozwiazania od prawej strony
inkluzji (Lemat 3) i twierdzenia Banacha o punkcie stalym. Otrzymane twierdzenie o ist-
nieniu i jednoznacznosci dla inkluzji operatorowej zaleznej od historii jest pierwszym tego
typu rezultatem znanym w literaturze.

Struktura inkluzji (P7), zawierajacej operator podrézniczki, pozwala takze na otrzy-
manie nowych rezultatéow dla pewnej klasy nieréwnosci hemiwariacyjnych zaleznych od his-
torii (Twierdzenie 6). W konsekwencji praca [A6] dostarcza narzedzi, ktére moga byé wyko-
rzystane w badaniu quasi-statycznych zagadnien kontaktowych mechaniki, modelowanych
przez nieréwnosci hemiwariacyjne. Ciekawym przykladem takiego zagadnienia jest quasi-
statyczny model zagadnienia kontaktowego z tarciem dla materialu lepkosprezystego.

12



Stabe sformulowanie tego problemu prowadzi do nieréwnosci hemiwariacyjnej, w ktérej
niewiadoma jest wektor predkosci. Wiecej informacji na temat tego modelu kontaktowego
zawiera rozdzial 3.

Warto zauwazy¢, ze prace [A5] i [A6] stanowia dwa alternatywne podejécia do
problemow quasi-statycznych i zawieraja pierwsze rezultaty egzystencjalne dla quasi-
statycznych nieréwnos$ci hemiwariacyjnych. Otwiera to nowa droge do badania modeli
z niemonotonicznymi i wielowartosciowymi warunkami brzegowymi w postaci podrézniczki.

3 Zagadnienia kontaktowe mechaniki

Matematyczna teoria mechaniki kontaktu, ktéra obecnie dynamicznie sie rozwija, zajmuje
sie modelowaniem zjawisk kontaktowych w oparciu o podstawowe prawa fizyki. Calosciowe
badanie zagadnien kontaktowych korzysta z wiedzy z analizy funkcjonalnej, metod waria-
cyjnych, teorii réwnan rézniczkowych czastkowych i analizy numerycznej.

W niniejszym rozdziale przedstawimy przykladowe nowe rezultaty uzyskane w rozpra-
wie, dotyczace wybranych zagadnien kontaktowych, ktére opisywane sa przez niemono-
toniczne i wielowartosciowe warunki brzegowe w postaci podrézniczki. Wyniki dotyczace
statycznych i quasi-statycznych modeli kontaktowych z potencjalami wypuktymi sa dostate-
cznie dobrze opisane w literaturze (por. [8, 10, 11, 16, 18, 25, 26]), natomiast modele dy-
namiczne z potencjatami niewypuklymi wciaz wymagaja dalszych wnikliwych badan.

Podstawowym zagadnieniem w matematycznej teorii mechaniki kontaktu jest kwestia
istnienia rozwigzania. Jest to problem nietrywialny, gdyz zagadnienia kontaktowe zwykle
sa nieliniowe z powodu wielowarto$ciowych warunkéow brzegowych, nawet gdy prawa kon-
stytutywne w nich wystepujace sa zaleznosciami liniowymi. Przedstawimy ponizej jed-
nolite podejscie do wybranych modeli kontaktowych w oparciu o inkluzje operatorowe
i nieréwnosci hemiwariacyjne. Gléwna nowoscia tego podejécia jest fakt, ze prawa kontak-
towe sa wielowartosciowe i niemonotoniczne. Przedstawione ponizej modele obejmuja kilka
typéw warunkéw brzegowych rozwazanych wezesniej np. w pracach [3; 8, 10, 16, 24, 25].
Otrzymane wyniki pozwalaja uzyska¢ rozwiazania m.in. nastepujacych wybranych prob-
leméw mechaniki kontaktu:

1. dynamiczne zagadnienie kontaktowe dla materiatu lepkosprezystego z krétka pamiecia

([A1], [A2]),

2. dynamiczne zagadnienie kontaktowe dla materiatu lepkosprezystego z diuga pamiecia
([A4]),

3. quasi-statyczne zagadnienie kontaktowe z tarciem dla materialu lepkosprezystego
([A6]),

4. quasi-statyczne zagadnienie kontaktowe z warunkami normalnej podatnosci i tarciem
w osrodkach lepkosprezystych ([A5]).

Czgs¢ rezultatow opisanych w poprzednim rozdziale, dotyczacych inkluzji rézniczkowych

i nieréwnosci hemiwariacyjnych jest scisle powiazana z zastosowaniami w matematycznej
teorii mechaniki kontaktu. Wszystkie zagadnienia, wystepujace w pracach [A1]-[A6], maja
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swoje zroédia w konkretnych problemach mechanicznych. Ponizej pokazemy w jaki sposob
ich sformulowania prowadza do nieréwnosci hemiwariacyjnych, rozwazanych w rozdziale 2.
Rozpoczniemy od krétkiego wprowadzenia oznaczen i przedstawienia modelowego zagad-
nienia kontaktowego mechaniki.

Niech © C R? bedzie ograniczonym obszarem z brzegiem lipschitzowskim I' (d = 2,3
w zastosowaniach). Zakltadamy, ze brzeg I' dzieli si¢ na trzy roztaczne czesci I'p, I'y i ¢,
przy czym miara ['p jest dodatnia. Wektor normalny zewnetrzny do [' oznaczamy przez v,
a przestrzen tensoréw symetrycznych rzedu d przez ST ~ R34, Niech u = (u;) bedzie wek-
torem przemieszczenia, o = (0;;) tensorem naprezenia, a e(u) = (¢;;(u)) zlinearyzowanym
tensorem odksztalcenia, gdzie ¢;;(u) = %(g% + g—z), i,j = 1,...,d. Do opisu zalezno$ci
praw kontaktowych na brzegu I'c beda stuzy¢ skladowe normalne i styczne, odpowiednio
wektora przemieszczenia/predkosci oraz naprezenia, zdefiniowane nastepujaco

v, =v-v, v,=v—-uVv, o,=(OV)- Vv, O,=0V—O0,V.

Rozwazmy modelowe zagadnienie kontaktowe mechaniki nastepujacej postaci.

Problem P: Znalezé przemieszczenie w: Q x (0,T) — R? i naprezenie o: Q x (0,T) — S4
takie, Ze

w'(t) — Dive(t) = fo(t) w Qx(0,T) (1)

o(t) = A(t,e(v'(1)) + Be(u(t)) w Qx(0,T) (2)
u(t)=0 na T'px(0,T) (3)

o)y = fx(t) na Ty x(0,T) (4)

—0,(t) € 95, (t,w,(t)) na I'ex (0,7) (5)
—0.(t) € 9j. (1, (1)) ma Te x (0,T) (6)

w(0) = uy, wW(0)=vy w Q. (7)

Roéwnania (1)-(7) maja $ciste uzasadnienie mechaniczne. Réwnanie (1) jest réwnaniem
ruchu (w przypadku dynamicznym) lub réwnaniem réwnowagi (w przypadku stacjonar-
nym). Drugie réwnanie, stanowiace prawo konstytutywne, opisuje wlasnosci materiatu,
z ktorego zbudowane jest cialo zajmujace obszar (). Réwnanie (2) modeluje wlasciwosci
ciata lepkosprezystego z krétka pamiecia, gdzie A: Q x (0,7) x S* — S? jest nielinio-
wym operatorem lepkosci, a B:  x S¢ — S? jest liniowym operatorem sprezystosci. Do
pelnego opisu zjawiska potrzebne sa warunki brzegowe (3)-(6) oraz warunki poczatkowe (7).
Zaleznosci (5) i (6) opisuja niemonotoniczne i niegladkie warunki kontaktowe za pomoca
podrézniczki Clarke’a superpotencjaléw lokalnie lipschitzowskich j,: I'c x (0,7) x R — R
ij.:Tex(0,T) x RT— R.

W celu przedstawienia sformulowania wariacyjnego zagadnienia (1)-(7), wprowadzamy
przestrzenie H = L*(Q;R?), H = L*(Q;S) iV = {ve H(QRY) | v=0 nalp}
z iloczynem skalarnym (u, v)y = (e(u), €(v))y. Niech (u, o) bedzie para funkeji gladkich,
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spemiajacych warunki (1)-(7), v € V it € (0,7). Wéwczas z réwnania ruchu (1), po
zastosowaniu wzoru Greena, otrzymujemy

(u'(t), v)vexy + (o (1), €(v)n = (Folt), v)u + /FU(T»)V ~vdrl.
Warunki brzegowe (3) i (4) implikuja
/Fa'(t)u cvdl = A () -vdl + /1“ (o, (t)v, + o,(t) - v,) dT,

C
a z warunkéw brzegowych (5), (6) i definicji podrézniczki Clarke’a mamy
—o,(t)v, <30t ul (b)),  —o.(t) v, <2t ul(t);v,) mnale x (0,7T).

Stad
/ o, (t)v, dl’ > —/ 3ot ul(t);v,) dT,
o]

Te

/ o, (t) v, dl' > —/ 32t ul (t);v,) dr.
e

e
7 powyzszych zwiazkow otrzymujemy nastepujaca nierownosé hemiwariacyjna, ktora jest
stabym sformulowaniem zagadnienia (1)-(7).

Problem Py: Znaleié przemieszczenie w: (0,T) — V takie, Ze

( (W' (t), v)vexv + (AL, e(u' (1)) + Be(u(t)), (v))n+

+ [ OB 0: ) + 2t 0)50,) T 2

> (fot),v)u + (Fn(t),v)r2qwyrey VYV EV, pw.te(0,T)

[ u(0) = ug, ©'(0) = vy.

Wprowadzamy nastepujace operatory i odwzorowania:

A: (0,T)xV = V*  (A(t,u),v)yxy = (A(t, e(u)), e(v))y (8)

B:V = V*  (Bu,v)yxy = (Be(u),e(v))y 9)

J:(0,T) x L*(Te:RY) = R,  J(t,v) = / j(t,v)dl’ (10)
j: FC X (O,T) XRd%R? ](w7t7€) :ju(w’t7gu)+j7(w>tasr> (11)

F00,T) =V {f), v)vexv = (Folt);v)m + (Fn (1), v) 2wy ey (12)

oraz oznaczamy przez v: V. — L*(I'c;R?) operator §ladu. Wéwcezas otrzymujemy
nastepujace zagadnienie Cauchy’ego dla ewolucyjnej inkluzji operatorowej rzedu drugiego.

15



Problem Pj,.: Znalezé w € V = L*(0,T;V) takie, zeu' €V, u’ € V* oraz

w(t) + A(t /(1)) + Bult) + 7 0J(L1w(1)) 5 () paw. ¢ € (0,T)
u(0) = up, u/'(0) = vy.

W oparciu o Twierdzenie 5 z pracy [Al], przy stosownych zalozeniach, otrzymujemy, ze
problem P;,. ma rozwigzanie. Korzystajac z faktu, ze kazde rozwiazanie inkluzji opera-
torowej Py, jest rozwiazaniem skojarzonej z nig nieréwnosci hemiwariacyjnej, wnioskujemy;,
ze problem Py posiada rozwiazanie.

Dynamiczne zagadnienia kontaktowe dla ciala lepkosprezystego moga by¢ rozwazane
z réznymi warunkami brzegowymi na brzegu I'c (patrz np. [10], [25]). Przykladowo, jezeli
uwzglednimy zaleznos$ci miedzy odpowiednimi sktadowymi przemieszczenia i naprezen,
postaci

—o,(t) € 0j,(t,u,(t)) na I'c x(0,7), (13)
—o,(t) € 0j,(t,u,(t)) na I'c x(0,7), (14)

to woéwcezas, analogicznie jak dla modelowego zagadnienia (1)-(7), otrzymujemy stabe
sformutowanie problemu (1)-(4), (7), (13)-(14) w postaci nieréwnosci hemiwariacyjnej

( (" (t), v)vexv + (AL, e(w' (1)) + Be(u(t)), e(v))n+
+/r (ot u(t);0,) + 3ot ur(t); v,)) dl >

(15)
> (f(t),v)vxv YVveEV, pw. te(0,T)

[ u(0) = ug, ©'(0) = vy.

Zauwazmy, ze nieréwnosé¢ hemiwariacyjna (15) odpowiada problemowi (P1) i przy zaloze-

niach Twierdzenia 4 z pracy [Al] posiada ona stabe rozwigzanie.

W matematycznych modelach zagadnien kontaktowych mechaniki mozna rozwazaé
rozne materialy, zaréwno lepkosprezyste z krotka pamiecia, jak réowniez lepkosprezyste
z dluga pamiecig. Te ostatnie rozwazane sa w artykule [A4]. Wiasnosdci ciala lep-
kosprezystego z dluga pamiecia mozna opisa¢ prawem konstytutywnym postaci

o(t) = A(t,e(u'(t))) + Be(u(t)) + /0 C(t —s)e(u(s)) ds, (16)

gdzie A jest nieliniowym operatorem lepkosciowym oraz B i C sa liniowymi operatorami
sprezystosci 1 relaksacji. Wariacyjne sformulowanie zagadnienia (1), (3)-(7), (16) przy
wprowadzonych oznaczeniach (8)-(12) oraz

C: (0,T)xV —=V*,  (CHu,v)vexv = (C(t)e(u),e(v))x

prowadzi do nastepujacej nieréwnosci hemiwariacyjne;j.
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Problem: ZnaleZé przemieszczenie w: (0,T) — V takie, Ze

(u"(t) + A(t,u'(t)) + Bu(t) + /0

R0+ 320,00 ) T 2 (), D) n
VveV, pw. te(0,T)

0,T
( t
C(t — syu(s) ds, o)y +

L u(0) = ug, u'(0) = v,.

W oparciu o Twierdzenie 5.1 z [A4], przy stosownych zalozeniach, wnioskujemy, ze
nieréwno$¢ hemiwariacyjna (17) posiada stabe rozwiazanie. Rezultat ten otrzymujemy sto-
sujac abstrakcyjne Twierdzenie 2.1 z [A4] o istnieniu i jednoznacznosci rozwigzania inkluzji
operatorowej typu (P5).

Ciekawym przyktadem, pokazujacym zastosowanie rezultatéw z pracy [A6] jest quasi-
statyczny model zagadnienia kontaktowego z tarciem dla materialu lepkosprezystego,
ktérego klasyczne sformulowanie jest nastepujace.

Problem: Znalezé przemieszczenie w: Q x (0,T) — R? i naprezenie o: Q x (0,T) — S¢
takie, ze

—Dive(t) = fo(t) w Qx(0,7T)

o(t) = Alt,e(u'(t)) + Be(u(t)) w Qx(0,T)

)
)
)
21)
)
)
)

u(t)=0 na I'px(0,7)

o(t)v = fy(t) na 'y x(0,7T)
—oy(t) € 0ju(t,u,(t)) na T'cx(0,T) 22
—o.(t) € 9j,(t,u.(t)) na T'cx (0,7T) 23

u(0) =

Wariacyjne sformulowanie zagadnienia kontaktowego (18)-(24) prowadzi do nastepujacej
nieréwnosci hemiwariacyjnej

(A(t e(u'(t))), e(v)n + (Be(u(t)), e(v))x + (25)
+/r (ot u, (t);v0,) + 2t ul(t);v,)) dT > (f(t), v)vexy YV EV, pw. L.

Uwzgledniajac warunek poczatkowy, wprowadzajac wektor predkosci w = u' i korzystajac
t

ze zwiazku u(t) = / w(s)ds + ug dla t € [0,T], otrzymujemy
(A(t,e(w(t))),e(v))n + <Bs(/0 w(s)ds + u0> ,e(v))y + (26)

+/ (ot wy(t);v,) + 52t w-(t);v,)) dU > (f(t), v)vexy YV EV, paw. t,
Te
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gdzie szukana wielkoscia jest wektor predkosci w. Otrzymana nierownos¢ hemiwariacyj-
na (26) zalezy od historii, ktéra modeluje operator S: V — V* dany wzorem

(Sw)(t), V) vy = (Be(/otw(s) ds + u0>,e(v)>H.

W konsekwencji, stosujac rezultaty dotyczace abstrakcyjnej inkluzji typu (P7) zaleznej od
historii, przy pewnych warunkach otrzymujemy istnienie stabego rozwiazania zagadnienia
(18)-(24) (por. Twierdzenie 6 w [A6]).

Alternatywne podejscie do quasi-statycznego zagadnienia kontaktowego z warunkami
normalnej podatnosci w osrodkach lepkosprezystych zostalo przedstawione w pracy [A5].
Zagadnienie to jest opisane w nastepujacy sposéb.

Problem: Znaleé przemieszczenie w: € x (0,T) — R? i naprezenie o: Q x (0,T) — S¢
takie, Ze

—Dive(t) = fo(t) w Qx(0,7T) (27)

o(t) = At)e(u'(t)) + Be(u(t)) w Qx(0,7) (28)
u(t)=0 na I'px(0,7) (29)

o(t)v=fy({t) na T'yx(0,7) (30)

—o0,(t) € 0j,(t,u,(t)) na LI'ex (0,7) (31)

0. (t) € Djs(t,ur(1)) wa Tex (0,7) (32)
u(0)=uy w € (33)

gdzie, jak poprzednio, A jest operatorem lepkosci, B operatorem sprezystosci, a super-
potencjaly j, i j, sa z zalozenia funkcjami lokalnie lipschitzowskimi wzgledem ostatniego
argumentu. Wariacyjne sformutowanie zagadnienia (27)-(33) prowadzi do nieréwnosci hemi-
wariacyjnej rzedu pierwszego, odpowiadajacej problemowi typu (P6). Stosujac rezultaty
z pracy [A5] dotyczace asymptotycznego zachowania sie rozwigzan inkluzji ewolucyjnych
rzedu drugiego, otrzymujemy istnienie rozwiazania quasi-statycznej nieréwnosci hemiwa-
riacyjnej skojarzonej z zagadnieniem (27)-(33) (por. Twierdzenie 17 w [A5]).

W celu ilustracji praw kontaktowych przedstawimy ponizej proste przyklady. Dotycza
one praw wiazacych sktadowe styczne wektora predkosci lub przemieszczenia ze sktadowymi
stycznymi naprezen. Analogiczne przyklady mozna réwniez podaé dla zwiazkéw zawie-
rajacych skladowe normalne tych wektoréw. Przyklady te potwierdzaja znaczenie teorii
nieréwnosci hemiwariacyjnych zastosowanej do mechaniki kontaktu.

Przyklad 1 Prawo Coulomba suchego tarcia.

Tarcie jest zjawiskiem powszechnie wystepujacym w przyrodzie i majacym istotny wplyw
na charakter pracy ukladéw mechanicznych. Sila tarcia przeciwdziata ruchowi i wystepuje
w przypadku ukltadéw poruszajacych si¢ (tzw. tarcie kinetyczne) lub w uktadach, w ktérych
ruch jest potencjalnie mozliwy, ale jeszcze do niego nie dochodzi (tzw. tarcie statyczne).
Prawo tarcia Coulomba w wersji statycznej zapisujemy w postaci
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!/

o llre < Fy, UTZ—Fb| gdy u;#0 na T'cx(0,7), (34)

| [lre”
gdzie dodatnia funkcja Fy, € L>®(I'c x (0,7)) jest graniczna wartoscia tarcia statycznego.
Prawo tarcia (34) mozna zapisa¢ w postaci (6) z potencjalem danym wzorem

jr(x,t, &) = Fy(x,t) |€|lre ¥V € €RY, pow. (x,t) € T x (0,T). (35)
W tym przypadku podrézniczka Clarke’a funkcji j,(x,t, ) pokrywa sie z podrézniczka tej

funkcji w sensie analizy wypuktej i dana jest wzorem

ajT(wvtaé) = S

gdzie B(0,1) oznacza domknieta kule jednostkowa w R?.

Przyklad 2 Zregularyzowane prawo tarcia Coulomba.

Zregularyzowane prawo tarcia Coulomba otrzymujemy modyfikujac potencjat (35), ktéry
nie jest funkcja rézniczkowalna w zerze. Taka modyfikacja jest pozadana gléwnie z nu-
merycznego punktu widzenia. Przyktadowo mozna przyjac, ze

u/

—o, =1, a na ['cx (0,7), (36)
[ 1 + p?

gdzie p > 0 jest parametrem regularyzacji. Warunek kontaktowy (36) moze by¢ napisany
réwnowaznie w postaci (6) z potencjalem danym wzorem

.jr(wat?ﬁ) = Fb<m7t) (\/ ||£||I%Rd + :02 - p) v £ € Rda p.-w. (Ji,t) € FC X <O7T>

Przyklad 3 Prawo kontaktu z warunkiem normalnej podatnosci.
Prawo kontaktu z warunkiem normalnej podatnosci mozna w ogdlnej postaci zapisaé
nastepujaco

—0, =k, p,(u,) na I'ecx (0,7, (37)

gdzie p, jest funkcja nieujemna znikajaca, gdy jej argument jest ujemny i k, jest dodatnia
funkcja, tzw. wspélezynnikiem sztywnosci podloza. Zalézmy, ze k, € L>®(I'c x (0,7))
ip,: R — R jest funkcja ciagla oraz rozwazmy funkcje g, R - Rij,: e x (0,7)xR — R
dane wzorami

gu(r) = /Orpy(s) ds, ju(x,t,r)=k,(x,t)g,(r) VreR, pw. (zt)€lcx(0,T).

Wtedy 0g,(r) = p,(r) oraz 9j,(x,t,r) = k,(x,t) 0g,(r) = k,(x,t) p,(r), zatem prawo (37)
mozna zapisa¢ w postaci (13). W szczegélnosei w literaturze mozna znalezé warunek (37)

dla p,(r) =ry lub
oy, r <
”“V‘{@ r> 4,



gdzie r, = max {0,7} i 0 jest dodatnim wspétczynnikiem odpowiadajacym za zuzycie lub
twardos¢ powierzchni kontaktu.

Przyklad 4 Prawo kontaktu z niemonotonicznym warunkiem normalnej podatnosci.
Rozwazmy niewypukta funkcje g, : R — R bedaca minimum dwéch funkcji wypuktych, tzn.
9u(r) = min{gy(r), g2(r)}, gdzie g1 (r) = ar® i go(r) = 4(r*+1) dlar € R, a > 0 oraz funkcje
Jv:To x (0,T) x R — R taka, ze j,(x,t,r) = k,(x,t) g,(r), gdzie k, € L>(Tc x (0,7)),
k, > 0. Wéwczas

ar, r| > 1
) 2ar, Ir] <1
Ogu(r) = la,2a] r=1
[—2a,—a], r=-1,

wtedy 07, (x,t,1) = k,(x,t) dg,(r) generuje prawo postaci (13), bedace wielowartosciowym,
niemonotonicznym prawem typu zig-zag, wystepujacym w zagadnieniach kontaktowych.

Przykiad 5 Niemonotoniczne prawo Winklera.
Niech g,: R — R bedzie niewypukla funkcja dang wzorem g, (r) = min{g;(r), g2(r)}, gdzie

ko o 0 r<0
g(r)=—e oraz ga(r) = { ko dla r e R,
L2 or>0

2
e > 0 jest pewna mala stala, a kg > 0 jest wspdlczynnikiem Winklera, opisujacym
wspoétezynnik podatnosci podloza. Wowcezas podrozniczka Clarke’a funkeji g, wyraza sie
wzorem

0, r € (—o00,0) U (e, +00)
9g,(r) =< kor, r € |0,e)
0,koe], r=e.

Warunek —o,(t) € 9j,(x,t,u,) = k,(x,t) 0g,(u,) postaci (13) jest zadany przez superpo-
tencjal j,(x,t,r) = k,(x,t)g,(r) i ma ciekawa interpretacje fizyczna. W obszarze, gdy
u, < 0, czyli gdy kontakt nie wystepuje, napiecie normalne jest zerowe. Dla niewiel-
kich przemieszczen u, € [0,e) kontakt jest idealny, opisywany prawem liniowym postaci
—0, = ky, kou,. Jezeli przemieszczenie normalne osiaga pewna krytyczna wartosé¢ u, = e,
wowczas nastepuje zniszczenie podloza i naprezenie normalne moze przybiera¢ dowolna
wartosé z przedziatu [0, k, koe|. Natomiast gdy u, > e, to wtedy o, = 0 i sytuacja taka ma
miejsce w obszarze, gdzie podioze ulegto destrukcji.

W podsumowaniu nalezy stwierdzi¢, ze w fizyce, technice i ekonomii istnieje cate bo-
gactwo zagadnien, ktore do wlasciwego opisu uzywaja praw wyrazonych w postaci nie tylko
rownan, ale takze inkluzji. Podstawowym zrédiem ograniczen nieréwnosciowych sa ogoélnie
rozumiane prawa rownowagi, zarowno fizycznej, jak i ekonomicznej natury. Zastosowane
w rozprawie podejscie, ktére wykorzystuje nieréwnosci hemiwariacyjne, jest nie tylko nat-
uralnym i matematycznie jednolitym podejéciem do tego typu problemow, ale stanowi
jednoczesnie bardzo uzyteczna podstawe do ich analizy numeryczne;j.
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Publikacje [P1]-[P36] dotycza gléownie zastosowan réwnan rézniczkowych i inkluzji oper-
atorowych w matematycznym modelowaniu zagadnien fizyki i mechaniki. Otrzymane w
pracach rezultaty dotycza nastepujacych probleméw:

1.

2.

zagadnienia kontaktowe w teorii sprezystosci i lepkosprezystosci ([P1], [P10], [P11],
[P15], [P22], [P27], [P28], [P30]),

zagadnienia kontaktowe w teorii piezoelektrycznosci ([P16], [P21], [P23], [P24], [P25],
[P26], [P30]),
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3. zagadnienia kontaktowe dla materialéw sprezysto-lepkoplastycznych ([P19], [P20]),

4. statyczne i ewolucyjne nieréwnosci hemiwariacyjne dla réwnan Naviera-Stokesa ([P9],
[P13]),

5. nieréwnosci hemiwariacyjne typu parabolicznego ([P5], [P8], [P17]),

6. zagadnienia sterowania optymalnego dla probleméw kontaktowych mechaniki ([P2],

[P3], [P5], [P6], [P17],[P35]),

7. matematyczne modelowanie innych zagadnieni mechaniki i fizyki ([P4], [P14], [P18],
[P29)),

8. monografia ([P32]).

1. Zagadnienia kontaktowe w teorii sprezystosci i lepkosprezystosci

Niegladkie zagadnienia kontaktowe sa rozwazane dla cial sprezystych w pracach [P15],
[P27] i dla cial lepkosprezystych w artykutach [P1], [P10], [P11], [P22], [P28], [P36]. Do
opisu zjawiska kontaktu miedzy cialem a podlozem wykorzystano prawa konstytutywne
postaci:

o(t) = Be(u(t)) (38)

dotyczace zagadnienia kontaktowego w teorii sprezystosci,
o(t) = A(t, e(u/(t))) + B(e(u(t))) (39)

dla dynamicznego zagadnienia w teorii lepkosprezystosci,

o(t) = B(t,e(u(t))) + /0 C(t — s)e(u(s)) ds (40)

bedace lepkosprezystym prawem z diuga pamiecia. W powyzszych rownaniach u jest
przemieszczeniem ukladu, o, e(u) sa tensorami odpowiednio naprezenia i odksztalcenia,
A jest operatorem lepkosci, B oznacza operator sprezystosci oraz C jest operatorem relak-
sacji. Zauwazmy, ze gdy A = 0 w (39) lub C = 0 w (40) to odpowiednie prawa konstytu-
tywne redukuja sie do prawa konstytutywnego teorii sprezystosci (38).

Celem pracy [P15] jest zbadanie istnienia rozwigzania hiperbolicznej nieréwnosci hemi-
wariacyjnej bedacej stabym sformulowaniem dynamicznego zagadnienia teorii sprezystosci
z wielowartosciowym prawem w postaci podrézniczki. Podano warunki, przy ktorych prob-
lem Cauchy’ego dla skojarzonej ewolucyjnej inkluzji operatorowej posiada rozwiazanie. Ist-
nienie tego rozwiazania otrzymano w oparciu o metode znikajacej lepkosci.

Liniowe prawo Hooke’a wykorzystano w pracy [P27] w matematycznym modelu anty-
ptaskiego zagadnienia teorii sprezystosci. W problemie kontaktowym rozwazono wielowar-
tosciowy warunek brzegowy w postaci podrézniczki Clarke’a, ktory zalezy od calkowitego
poslizgu. Wariacyjne sformulowanie tego zagadnienia prowadzi do eliptycznej nieréwnosci
hemiwariacyjnej. W pracy otrzymano nowe rezultaty o istnieniu stabego rozwiazania
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rozwazanej nierownosci oraz podano warunki gwarantujace jednoznacznos¢ rozwiazania.
Dowody opieraja sie na wynikach dla abstrakcyjnych inkluzji operatorowych w przestrze-
niach Banacha.

Dynamiczne zagadnienia kontaktowe z konstytutywnym prawem Kelvina-Voigta dla
materialow lepkosprezystych zbadano w pracach [P1], [P10], [P11], [P22], [P36]. W
artykutach [P1], [P36] rozwazono potencjaly wypukle, prowadzace do nieréwnosci wari-
acyjnych, podczas gdy prace [P10], [P11], [P22] dotycza niemonotonicznych i niegtadkich
praw kontaktowych zadanych przez superpotencjaly lokalnie lipschitzowskie. Wariacyjne
sformutowania tych ostatnich zagadnien prowadza do nieréwnosci hemiwariacyjnych typu
hiperbolicznego. Warto zauwazy¢, ze praca [P10] podaje rozszerzenia wynikéw otrzymanych
w [A1] na przypadek, gdy sktadowa styczna tensora naprezenia zalezy od przemieszczenia
i predkosci. Umozliwia to matematyczne modelowanie zagadnien kontaktowych, w ktérych
wspolczynnik tarcia, zalezny od poslizgu, moze zmienia¢ sie wraz ze skladowa styczna
przemieszczenia.

Praca [P11] wykorzystuje teorig¢ operatoréow pseudomonotonicznych i zawiera rezultaty
egzystencjalne dla ewolucyjnych inkluzji operatorowych rzedu drugiego. Rezultaty te zas-
tosowano do jednostronnego zagadnienia kontaktowego teorii lepkosprezystosci. Kontaktu
dwustronnego ciata lepkosprezystego z podlozem dotycza prace [P1], [P36], w ktérych
badane sa modele z prawem Coulomba oraz praca [P22] opisujaca antyplaskie zagadnienie
z tarciem. W pracach tych zbadano istnienie i jednoznacznos$é¢ rozwiazania hiperbolicznych
nieréwnosci wariacyjnych i hemiwariacyjnych, stosujac rezultaty dla operatoréw pseudo-
monotonicznych i twierdzenie o punkcie stalym.

Celem pracy [P28] jest zbadanie zagadnienia kontaktowego dla ciala lepkosprezystego
z dluga pamiecia, ktorego sformulowanie wariacyjne jest nieréwnoscia hemiwariacyjna
z operatorem typu Volterry, opisujacym historie¢ zalezna od przemieszczenia. Podano
warunki gwarantujace istnienie i jednoznacznos¢ stabego rozwiazania rozwazanego zagad-
nienia oraz opisano przykiady superpotencjaléw niewypuktych, ktore spelniaja te warunki.

2. Zagadnienia kontaktowe w teorii piezoelektrycznosci

Materialy piezoelektryczne naleza do klasy materialéw dielektrycznych, ktore wykazuja
pewne odksztalcenia w odpowiedzi na przylozone pole elektryczne (efekt prosty) oraz po-
laryzacje dielektryczna w odpowiedzi na odksztalcenia mechaniczne (efekt odwrotny). Ma-
terialy piezoelektryczne znane sa od dawna, ale dopiero ostatnio znalazly zastosowania
w technologii materialéw inteligentnych. Nowe modele matematyczne zjawisk kontaktowych
w mechanice osrodkéw piezoelektrycznych zostaly zbadane w oparciu o teorie nieréwnosci
hemiwariacyjnych w pracach [P16], [P24], [P25] dla proceséw dynamicznych, [P30] dla pro-
ceséw quasi-statycznych oraz [P21], [P23], [P26] dla zjawisk statycznych.

Réwnania konstytutywne, ktore lacza wiasnosci mechaniczne i elektryczne materiatow
piezoelektrycznych mozna zapisa¢ w postaci

D = Pe(u) + BE(p),

gdzie A i B sa operatorami lepkosci i sprezystosci, P jest tensorem piezoelektrycznym,
E(¢) = —V¢ oznacza natezenie pola elektrycznego ¢, D jest indukcja elektryczna
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oraz (3 jest tensorem przenikalnosci elektrycznej. Istotnym wkladem wyzej wymienionych
prac w matematyczna teorie mechaniki kontaktu i teorie piezoelektrycznosci jest analiza
wielowartosciowych i niemonotonicznych praw kontaktowych uwzgledniajacych zaréwno
prawa tarcia, jak i warunki przewodnosci elektrycznej. Prawa te mozna wyrazi¢ w pos-
taci inkluzji zawierajacych uogélniona podrozniczke w sensie Clarke’a niewypuktych
i nierézniczkowalnych superpotencjatow. Przykladami praw modelujacych zjawiska kon-
taktu sa nastepujace zaleznosci: uktad

—0y, € hl,((p - 900) ajl/(uu - 90)
—0; € hT((,D — ©o, Uy — 90) a]T(“'T)
D v e h(u, — go) 95 (v — ¢o)

badany w pracy [P26] oraz uktad

u, =0
—0r € he( = o) 0jr (ur)
D-v e dj(p — o)

modelujacy kontakt dwustronny, rozwazany w pracy [P23].

Matematyczne modele dynamicznych zagadnienn kontaktowych dla materiatow piezo-
elektrycznych zbadano w pracach [P16], [P24], [P25]. W artykutach [P24], [P25] otrzymano
nowe wariacyjne sformutowania tych zagadnien w postaci uktadu dwéch nieréwnosci hemi-
wariacyjnych oraz udowodniono istnienie i jednoznacznos¢ stabych rozwiazan. Dowody sa
oparte na abstrakcyjnych rezultatach dla ewolucyjnych inkluzji operatorowych w przestrze-
niach Banacha. Ponadto w pracy [P16] zbadano model taczacy wlasnosci lepkosprezyste
i piezoelektryczne materialu z wiasnosciami adhezyjnymi powierzchni kontaktowe;.
Udowodniono istnienie stabego rozwiazania zagadnienia matematycznego, sformulowanego
jako uktad ztozony z nieréwnosci hemiwariacyjnej typu hiperbolicznego, zaleznego od czasu
rownania eliptycznego i réwnania rézniczkowego zwyczajnego, modelujacego przyleganie na
powierzchni kontaktu. Warto podkresli¢, ze w zagadnieniu rozwazanym w pracy [P25] prze-
wodno$é elektryczna moze zalezeé¢ od tzw. catkowitego poslizgu, co stanowi wazny i nowy
element w zaprezentowanym podejsciu.

Analize quasi-statycznego zagadnienia kontaktowego dla materialow piezoelektrycznych
przeprowadzono w pracy [P30]. Wykorzystano nieliniowe prawa konstytutywne i wielowar-
tosciowe warunki kontaktowe w postaci podrézniczki. Stabe sformulowanie tego zagadnienia
prowadzi do ukladu dwdéch nieréwnosci hemiwariacyjnych zaleznych od historii. W oparciu
o wyniki pracy [A6] uzyskano rezultat o istnieniu i jednoznacznosci stabego rozwiazania
badanego zagadnienia.

Statyczne zagadnienia kontaktowe mechaniki, uwzgledniajace efekty piezoelektryczne
zbadano w pracach [P21], [P23], [P26]. Podano stabe sformulowania modeli matematy-
cznych, przeprowadzono ich analize wariacyjna i otrzymano nowe rezultaty o dobrym
postawieniu tych zagadnien. Warto zauwazy¢, ze prace [P21] i [P23] obejmuja problemy
kontaktu dwustronnego, a prace [P21] i [P25] podaja rezultaty dotyczace antyplaskich za-
gadnien kontaktowych z tarciem dla materialow piezoelektrycznych.
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3. Dynamiczne zagadnienia kontaktowe dla materialéw sprezysto-lepkoplastycz-
nych

Dynamiczne zagadnienia niegladkiej teorii sprezysto-lepkoplastycznoséci rozwazane sa
w pracach [P19], [P20]. Model matematyczny opisujacy kontakt pomiedzy odksztalcalnym
cialem a podlozem opiera sie¢ na sprezysto-lepkoplastyczym prawie konstytutywnym postaci

o(t) = A(t,e(u'(t))) + B(t,e(u / G(s,0( A(s,e(u'(5))),e(u(s))) ds, (41)

gdzie A jest operatorem lepkosci, B operatorem sprezystosci, a G jest funkcja konstytu-
tywna opisujaca lepkoplastyczne zachowanie si¢ materiatu. Prawa konstytutywne postaci
(41) wystepuja w modelach reologicznych i opisuja materiaty majace wiasciwosci sprezyste,
lepkosciowe i plastyczne (por. np. [10, 25], [P32]). Zauwazmy, ze gdy G = 0, to prawo kon-
stytutywne (41) redukuje sie do prawa konstytutywnego teorii lepkosprezystosci z krétka
pamieciag. W rozwazanym w pracy [P19] modelu, zjawisko kontaktu z tarciem jest opisy-
wane przez wielowartosciowe i niemonotoniczne warunki brzegowe w postaci podrozniczki
Clarke’a superpotencjatow lokalnie lipschitzowskich. Wariacyjne sformutowanie tego za-
gadnienia prowadzi do ewolucyjnej nieréwnosci hemiwariacyjnej. W pracy podano
warunki gwarantujace istnienie i jednoznacznos$¢ rozwiazania tej nieréwnosci hemiwaria-
cyjnej (Twierdzenie 4.1). Dowd6d opiera sie na rezultatach dotyczacych abstrakeyjnych
ewolucyjnych inkluzji rzedu drugiego oraz twierdzeniu o punkcie stalym odwzorowania
zwezajacego. Wstepna wersje tych wynikow zawiera praca [P20] zaprezentowana podczas
The Fifth World Congress of Nonlinear Analysts.

4. Statyczne i ewolucyjne nieré6wnosci hemiwariacyjne z operatorem Naviera-
Stokesa

Prace [P9], [P13] dotycza nieréwnosci hemiwariacyjnych dla réwnan Naviera-Stokesa z nie-
standardowymi warunkami brzegowymi. W pracy [P9] zajmujemy si¢ zagadnieniem sta-
cjonarnym, natomiast w artykule [P13] badamy ewolucyjne nieré6wnosci hemiwariacyjne
z operatorem typu Naviera-Stokesa. Rownania Naviera-Stokesa modeluja przeptyw lepkiego
plynu niescisliwego i w sformutowaniu Lamba maja postaé

u — protrotu+rotu x u+Vp=f w Qx(0,7T)

divu =0 w Qx (0,7T)

u(0) = wug w Q,
gdzie Q C R*,d =2,3, T =99, 0 < T < +oo, funkcja p = p + 3|u|* oznacza dynamiczne
cisnienie Bernoulliego i spelia niestandardowy warunek brzegowy w postaci podrézniczki

Clarke’a
p(z,t) € dj(x,t,u,(x,t)) na I x (0,7).

Motywacja do badan nieréwnosci hemiwariacyjnej dla réwnan Naviera-Stokesa z nie-
standardowymi warunkami brzegowymi sa zagadnienia przeptywu plynu przez osrodki
pélprzepuszczalne wystepujace w technice i biologii (np. naturalne i wytworzone przez
cztowieka blony pétprzepuszezalne).
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Celem pracy [P9] jest wykazanie twierdzenia o istnieniu stabych rozwigzan dla sta-
cjonarnej nieréwnosci hemiwariacyjnej z operatorem typu Naviera-Stokesa (Twierdze-
nie 17) i podanie warunkéw gwarantujacych jednoznaczno$¢ rozwiagzania (Stwierdzenie 19).
W dowodzie wykorzystano rezultat o surjektywnosci koercytywnego i wielowartosciowego
operatora pseudomonotonicznego. Zbadano wariacyjna stabilno$é¢ zbioru rozwiazan nie-
rownosci hemiwariacyjnej ze wzgledu na zaburzenia superpotencjalu wystepujacego
w wielowarto$ciowym warunku brzegowym. Podano warunki, przy ktérych takie zaburzenia
superpotencjalu powoduja male zmiany rozwigzania (Twierdzenie 21).

Uogolnieniem tych wynikéw na przypadek dynamiczny sa rezultaty zawarte w pracy
[P13] i jej wstepnej wersji [P12] zaprezentowanej podczas konferencji The Second Interna-
tional Conference on Nonsmooth/Nonconver Mechanics with Applications in Engineering.
Wariacyjne sformutowanie dynamicznych réwnan Naviera-Stokesa z wielowarto$ciowym wa-
runkiem brzegowym prowadzi do ewolucyjnej nieréwnosci hemiwariacyjnej. Twierdzenie
o istnieniu stabych rozwiazan dla tej nieréwnosci udowodniono w pracy [P13] (Twierdze-
nie 1), stosujac metode Galerkina do zagadnienia ze zregularyzowanym superpotencjatem.

5. Nieré6wnosci hemiwariacyjne typu parabolicznego

Nieréwnosci hemiwariacyjne typu parabolicznego sa badane w pracach [P5], [P7], [P§],
[P17]. Nieréwnosci te pozwalaja modelowaé zjawiska elektrostatyczne oraz zjawiska pot-
przepuszczalnosci, wystepujace w przeptywach przez osrodki porowate. Rozwiazaniami tych
zagadnien sa odpowiednio potencjal elektryczny i cisnienie.

Celem pracy [P8] jest udowodnienie nowego rezultatu egzystencjalnego dla nieréwnosci
hemiwariacyjnej typu parabolicznego, ktora opisuje model przeptywu plynu przy niemono-
tonicznych warunkach brzegowych. Rezultat ten jest uogdlnieniem wyniku G. Duvaut
i J.L. Lionsa [8] na przypadek niegtadki i niewypukly. Praca podaje zastosowanie otrzy-
manego wyniku do zagadnieri przeplywéw laminarnych i lepkoplastycznych (ptyny Bing-
hama) z wielowarto$ciowymi i niemonotonicznymi warunkami brzegowymi z tarciem i ad-
hezja. Gléwny rezultat pracy [P8] byt prezentowany na konferencji The First Interna-
tional Conference on Nonsmooth/Nonconvex Mechanics with Applications in Engineering
(por. [P7]).

W pracy [P5] zbadano zagadnienie sterowania optymalnego dla ukladu o parametrach
roztozonych, ktore w naturalny sposoéb pojawia si¢ w problemach parabolicznych. Podano
warunki gwarantujace poélciagltosé z gory odwzorowania wielowartosciowego, ktoére sterowa-
niu przyporzadkowuje zbiér rozwigzan nieréwnosci hemiwariacyjnej (por. Stwierdzenie 4.1).
W oparciu o te wlasno$¢ i metode bezposrednia rachunku wariacyjnego uzyskano twierdze-
nie o istnieniu rozwigzania optymalnego problemu sterowania (zob. Twierdzenie 4.1).

Zagadnieniem sterowania optymalnego jest zadanie identyfikacji parametrow w nieli-
niowym réwnaniu parabolicznym z wielowartosciowym warunkiem brzegowym. Zagadnie-
nie to zbadano w pracy [P17], otrzymujac rezultaty o ciaglej zaleznosci rozwiazania od
wspolczynnika réwnania i o istnieniu rozwiazania zadania odwrotnego. Powyzsze zagad-
nienie odwrotne jest wazne z praktycznego punktu widzenia, poniewaz jego rozwiazanie
umozliwia prognozowanie wartosci wspotczynnikéw, opisujacych wtasnosci osrodka, na pod-
stawie informacji o rozwiazaniu pochodzacych z pomiaréw.
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6. Zagadnienia sterowania optymalnego dla probleméw kontaktowych
mechaniki

Zagadnienia sterowania optymalnego ukladami opisywanymi przez nieréwnosci hemiwaria-
cyjne sa badane w pracach [P2], [P3], [P6], [P34], [P35], [P36]. Nalezy podkresli¢ duze
znaczenie praktyczne probleméw optymalizacji, m.in. w mechanice, fizyce i ekonometrii.
Przyktadowo, z problematyka sterowania optymalnego spotykamy sie w technice, gdy mamy
za zadanie przeprowadzi¢ obiekt z jednego stanu w drugi w najkrotszym czasie, czy regu-
lowa¢ predkos¢ samolotu w taki sposob, aby mial on najwiekszy zasieg. Teoria sterowania
optymalnego znalazia zastosowanie w optymalnym planowaniu ekonomicznym, takim jak
planowanie inwestycji, optymalny rozklad zasobow, zagadnienie optymalnej sieci trans-
portu, optymalnego rozktadu obciazen w systemie energetycznym i w wielu innych zagad-
nieniach.

W pracach [P2], [P34] rozwazane sa uklady o parametrach roztozonych dla nieréwnosci
hemiwariacyjnych typu hiperbolicznego. Zbadano w nich zagadnienie czasooptymalne pole-
gajace na osiagnieciu ruchomego celu w jak najkrétszym czasie poruszajac sie po tra-
jektorii rozwiazania nieréwnosci hemiwariacyjnej. Otrzymano takze rezultaty dla prob-
lemu najdhuzszego pobytu, w ktérym sterujemy ukltadem w taki sposob, aby pozostaé
jak najdiuzej w wybranym i zmiennym w czasie obszarze przestrzeni standéw. Powyzsze
zagadnienia sa niestandardowe z powodu braku jednoznaczno$ci rozwiazania nieréwnosci
hemiwariacyjnych. Kluczowa wilasnoscia niezbedna do otrzymania rozwiazan optymalnych
jest rezultat o gérnej poélciagltosci odwzorowania, ktore sterowaniu dopuszczalnemu przy-
porzadkowuje zbidr rozwiazan nieréwnosci hemiwariacyjnej. Ponadto praca [P2]| zawiera
rezultaty dla zagadnienia sterowania optymalnego dla uktadu ztozonego z nieréwnosci hemi-
wariacyjnych typu hiperbolicznego i parabolicznego. Badany uklad opisuje dynamiczne za-
gadnienie kontaktowe z tarciem dla cial termolepkosprezystych.

W pracy [P35] podano warunki gwarantujace istnienie rozwiazania optymalnego w zada-
niu sterowania dla ewolucyjnej inkluzji operatorowej rzedu drugiego, w ktorej zmienna
sterowania wystepuje w wielowartosciowym operatorze w postaci podrézniczki Clarke’a.
Zagadnienia takie odpowiadaja problemom odwrotnym, w ktoérych szukamy nieznanych
parametrow wystepujacych w wielowarto$ciowych prawach konstytutywnych.

Zagadnieniom sterowania optymalnego ukladami zadanymi przez eliptyczne nieréwnosci
hemiwariacyjne poswigcone sa prace [P3], [P6], [P33]. Artykul [P3] przedstawia wyniki dla
zagadnien sterowania optymalnego i probleméw odwrotnych dla uktadu dwéch nieréwnosci
hemiwariacyjnych modelujacych statyczne zjawiska kontaktowe w teorii piezoelektrycz-
nosci. Praca [P6] dotyczy interesujacego zastosowania metody homogenizacji do prob-
lemu identyfikacji nieciagltych wspdétczynnikéw w eliptycznej nieréwnosci hemiwariacyjne;j.
W artykule [P33] podano twierdzenie egzystencjalne dla zagadnienia poszukiwania opty-
malnego ksztaltu dla eliptycznej nieréwnosci hemiwariacyjnej, w ktérym role sterowan petni
pewna rodzina zbiorow otwartych, a funkcjonat kosztu ma ogdlna postaé¢ catkowa.

7. Matematyczne modelowanie innych zagadnien mechaniki i fizyki
Zastosowaniom rownan rézniczkowych i inkluzji operatorowych w matematycznym mod-
elowaniu zagadnien fizyki i mechaniki po$wiecone sa m. in. publikacje [P4], [P14], [P18],

[P29].
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Praca [P4] dotyczy funkeji wartosci w problemie sterowania optymalnego typu Bolzy
dla zagadnienia poczatkowego dla réwnania rozniczkowego zwyczajnego. Zasada mak-
simum Pontriagina podaje warunki konieczne optymalnos$ci i umozliwia znajdowanie
rozwiazania problemu sterowania optymalnego poprzez szukanie rozwiazania réwnania
Hamiltona-Jacobiego. Okazuje sie, ze rozwiazaniem réwnania Hamiltona-Jacobiego jest
funkcja wartosci, ktora w przypadku ogélnym nie musi by¢ funkcja rézniczkowalna. Fakt ten
jest przyczyna trudnosci w badaniu rownania Hamiltona-Jacobiego i wymaga dodatkowej
analizy zbioru punktéw osobliwych rozwiazania. Praca [P4] prezentuje wlasnosci funkeji
wartosci (Twierdzenie 6) oraz bada propagacje osobliwosci funkeji wartosci metoda charak-
terystyk, podajac rozszerzenie warunku typu Rankine-Hugoniota (Twierdzenie 7). Warunek
ten pojawia si¢ w prawach zachowania, natomiast jego rozszerzenie pozwala na okreslenie
propagacji punktow ekstremalnych wzdtuz pewnej hiperpowierzchni zawartej w zbiorze
punktéw osobliwych funkeji wartosci.

Praca [P14] dotyczy zagadnienn nieliniowych dla impulsowych inkluzji rézniczkowych
rzedu drugiego. Tego typu zagadnienia spotyka sie w mechanice, fizyce, biologii, chemii,
biotechnologii, itd. w sytuacjach, gdy w pewnych chwilach czasowych parametry ukladu
(np. przemieszczenie, predkos$é) ulegaja szybkim zmianom. Poniewaz zmiany te sa krétko-
trwale, czesto przyjmuje sie, ze sa one opisywane przez skoki parametrow w ustalonych mo-
mentach. Naturalnym narzedziem w matematycznym modelowaniu tego typu zjawisk jest
teoria impulsowych réwnan rézniczkowych. Praca [P14] podaje pierwsze znane w literaturze
rezultaty egzystencjalne dla impulsowych inkluzji rézniczkowych rzedu drugiego z wielowar-
tosciowymi operatorami skoku zaleznymi od funkcji i jej pochodnej (zob. Twierdzenie 3.4
i Twierdzenie 3.7). Uzyskane wyniki zastosowano do zagadnienia kontaktowego w teorii
lepkosprezystosci z niegtadkim i niewypuklym superpotencjalem modelujacym niemonoto-
niczne zjawiska powierzchniowe. Stabym sformutowaniem tego zagadnienia jest nieréwnosc¢
hemiwariacyjna typu hiperbolicznego z impulsami. Kojarzymy z nia inkluzje operatorowa
i dowodzimy, ze kazde rozwiazanie inkluzji jest rozwiazaniem nieréwnosci hemiwariacyjnej
(por. Lemat 4.3).

Artykut [P18] jest praca przegladowa opisujaca wybrane niegladkie i niewypukle za-
gadnienia kontaktowe dla materialow lepkosprezystych z kréotka i dluga pamiecia, mate-
rialéw termolepkosprezystych oraz materialéw piezolepkosprezystych z adhezja. Zjawiska
te modelowane sa przez niemonotoniczne wielowartosciowe brzegowe warunki w postaci
podrézniczki Clarke’a funkcji lokalnie lipschitzowskich. Sa to uogélnienia warunku natural-
niej odpowiedzi, prawa tarcia czy prawa Fourieria przewodnictwa cieplnego. Analiza tych
niestandardowych zjawisk pozwala na lepsze zrozumienie i dokladniejsze przewidywanie
zachowania sie rozwazanego uktadu mechanicznego.

W pracy [P29] zostaly przedstawione dwa matematyczne modele mechanicznych
uktadéw drgajacych, uwszgledniajace brzegowe warunki kontaktowe zadane przez
podrozniczke funkcji niewypuklych. Modele te opisywane sa przez wielowartosciowe
rownania rézniczkowe zwyczajne rzedu drugiego, w ktorych niewiadoma jest przemieszcze-
nie uktadu. W oparciu o abstrakcyjne rezultaty dla inkluzji rézniczkowych w przestrzeniach
skoriczenie wymiarowych, udowodniono istnienie stabych rozwiazan (zob. Twierdzenie 2 i
Twierdzenie 3).
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8. Monografia

Monografia [P32] prezentuje nowoczesna teorie inkluzji nieliniowych i nieréwnosci hemi-
wariacyjnych oraz podaje jej zastosowania w mechanice zjawisk kontaktowych. Pozycja
ta powstala w rezultacie czteroletniej wspoilpracy pomiedzy Uniwersytetem Jagiellonskim
a Uniwersytetem w Perpignan. U podstaw powstania monografii lezy przeswiadczenie au-
torow, ze dotychczasowe wykorzystanie wielowartosciowej analizy niegtadkiej do modelowa-
nia i analizy modeli zjawisk kontaktowych jest niewystarczajace. W sposob systematyczny
i jednolity przedstawia najnowsze rezultaty (niektére dotychczas niepublikowane) dotyczace
matematycznej teorii nieréwnosci hemiwariacyjnych, dostarczajac osobom pracujacym
w zastosowaniach nowych narzedzi i metodologii bada.

5 Pozostale osiagniecia naukowo-badawcze

5.1 Udzial w projektach badawczych
krajowych

2011 - 2014 Projekt badawczy NCN: ” Nieréwnosci hemiwariacyjne - asymptotyka rozwigzan
i zastosowania” (N N201 604 640), gléwny wykonawca

2007 - 2010 Projekt badawczy MNiSW: ”Teoria nieréwnosci hemiwariacyjnych i ich zas-
tosowania” (N201 027 32/1449), gléwny wykonawca

2004 - 2007 Projekt badawczy MNiSW: ”Modelowanie wielowartosciowych praw w dyna-
micznych problemach kontaktowych” (4 TO7A 027 26), gléwny wykonawca

2004 - 2005 Projekt badawczy UJ: ”"Matematyczne modelowanie wybranych zagadnien
mechaniki”, realizowany w ramach Rektorskiego Funduszu Stypendialnego (10 miesiecy)
2003 - 2006 Projekt badawczy MNiSW: ” Nierownosci hemiwariacyjne: teoria i zastosowania
w mechanice” (2 PO3A 003 25), gtéwny wykonawca

2000 - 2002 Projekt badawczy KBN: ”Problemy sterowania optymalnego dla ukiadow
opisywanych przez rownania rézniczkowe czastkowe i nieréwnosci hemiwariacyjne: istnienie
i charakteryzacja rozwiazan optymalnych” (2 PO3A 004 19), wykonawca

2000 - 2002 Projekt badawczy KBN: ” Zagadnienia identyfikacji parametréw w modelowaniu
osrodkéw niejednorodnych” (7 TO7TA 047 18), wykonawca

1998 - 2000 Projekt badawczy KBN: ”Problemy optymalizacji ksztaltu dla uktadéw
opisanych rownaniami rézniczkowymi czastkowymi i nieréwnosciami hemiwariacyjnymi”
(2 PO3A 040 15), wykonawca

miedzynarodowych

2012 - 2016 "Nonlinear inclusions, hemivariational inequalities with applications to con-
tact mechanics”, project among six universities: the Jagiellonian University in Krakow
(Poland), University of Perpignan (France), Guangxi University of Nationalities in
Nanning (P.R. China), Zhejiang University in Hangzhou (P.R. China), University of
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Iowa (USA), Oakland University in Rochester, (USA), No 295118, FP7- PEOPLE-
2011-IRSES, International Research Staff Exchange Scheme), wykonawca

2009 - 2010 ”"Nonsmooth Analysis with Applications to Contact Mechanics”, project
POLONIUM between the Jagiellonian University and Université de Perpignan, France
(Nr 7817/R09/R10), wykonawca

2009 - 2010 ”Nonlinear Hemivariational Inequalities - Theory and Applications in En-
gineering Sciences”, project between the Jagiellonian University and Central South
University, Changsha, Hunan, P.R. China (Nr 33-21), wykonawca

5.2 Udzial w konferencjach i sympozjach

2011

e Fifth German Polish Conference on Optimization - Methods and Applications,
Dobczyce, Krakow, Poland (9-13.11.2011); wyklad plenarny: Optimal control prob-
lems in nonsmooth contact mechanics

e Twenty Fifth IFIP TC 7 Conference on System Modeling and Optimization, Berlin,
Germany (12-16.09.2011); dwa referaty na zaproszenie: Fully nonlinear viscoelastic
contact problems - modeling and optimization methods oraz On some evolution va-
riational - hemivariational inequalities with application

e Sixth Symposium on Nonlinear Analysis, Torun, Poland (7-9.09.2011); referat: Non-
linear analysis in modeling of contact problems in mechanics

e Workshop on Functional Analysis and its Applications in Mathematical Physics and
Optimal Control, Nemecka, Slovak Republic (5-10.09.2011); referat na zaproszenie:
Optimal control for a class of history-dependent hemivariational inequalities

e 19th French-Polish Seminar of Mechanics, University of Perpignan, Perpignan,
France(8-12.06.2011); referat na zaproszenie: Antiplane frictional contact problems
for electro-viscoelastic cylinders

e 19th International Conference on Computer Methods in Mechanics, Warsaw, Poland
(9-12.05. 2011); referat: Optimal control problems for a class of evolution inclusions
with applications to dynamic and quasi-static viscoelastic contact problems

e AMS 2011 Spring Central Section Meeting, University of lowa, lowa City, USA (18-
20.03. 2011); referat na zaproszenie: Dynamic antiplane frictional contact problems -
modeling and analysis

2010

e Seminar "Inequalities and Partial Differential Equations”, Zakopane, Male Ciche,
Poland (21-26.09.2010); referat: Inequalities for martingale transforms and their ap-
plications
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e Workshop ”Nonlinear Optimization, Variational Inequalities and Equilibrium Prob-
lems”, International School of Mathematics ”G. Stampacchia”, Erice, Italy (2-
10.07.2010); referat: Optimal control for integrodifferential hemivariational inequali-
ties

e Seventh Forum on Partial Differential Equations, Poznan, Bedlewo, Poland (13-
18.06.2010); referat: Mathematical model of contact problem for viscoelastic materials
with long memory

e Eighth AIMS Conference on Dynamical Systems, Differential Equations and Applica-
tions, Dresden University of Technology, Dresden, Germany (25-28.05.2010); referat:
Frictional contact boundary conditions via hemivariational inequalities

e Miniconference ”Methods of Optimization”, Warsaw, Poland (10-11.05.2010); referat:
Evolution hemivariational inequalities and applications

e First Mini Symposium ”Differential Equations with Applications”, Lodz, Poland
(16.04.2010); referat: Hemivariational inequalities for 1-D dynamical contact prob-
lems

2009

e Third International Conference on Complex Systems and Applications, University of
Le Havre, Le Havre, Normandy, France (29.06 - 02.07.2009); referat: On quasistatic
models of contact phenomena

e The First World Congress on Global Optimization with Applications in Engineer-
ing and Science, Hunan University, China (1-5.06.2009); referat na zaproszenie: On
a quasistatic hemivariational inequality

e Workshop ”PhaseVariations ’09” (bimester: Geometric Properties of Nonlinear Lo-
cal and Nonlocal Problems), University of Pavia, Italy (21-22.05.2009); referat na
zaproszenie: Hemivariational inequality approach to dynamic contact

e Fourth German Polish Conference on Optimization Methods and Applications,
Moritzburg, Saxony, Germany (14-18.03.2009); referat: A class of optimal control
problems for piezoelectric frictional contact models

2008

e Seminar ”Around Differential Inclusions”, Zakopane, Male Ciche, Poland (26-
29.09.2008); referat: Nonconvex superpotential laws - stationary hemivariational in-
equalities

e Eighth World Conference on Computational Mechanics (WCCM VIII) and Fifth Eu-
ropean Congress on Computational Methods in Applied Science and Engineering
(ECCOMAS V), Venice, Italy (30.06 - 5.07.2008); referat na zaproszenie: Asymptotic
homogenization of hemivariational inequalities in elasticity

e Sixth Forum on Partial Differential Equations, Poznan, Bedlewo, Poland (2-
4.06.2008); referat: Antiplane contact problems in elasticity
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2007

2006

2005

Seventh AIMS International Conference on Dynamical Systems, Differential Equa-
tions and Applications, Arlington, Texas, USA (18-21.05.2008); referat na zaprosze-
nie: A class of dynamic hemivariational inequalities modeling fully nonlinear vis-
coelastic contact problems

Fifth Symposium on Nonlinear Analysis, Torun, Poland (10-14.09.2007); referat: Non-
linear impulsive evolution inclusions of second order

Seminar ”Around Calculus of Variations”, Zakopane, Male Ciche, Poland (29.08 -
1.09.2007); referat: G-convergence and optimal control problems

Twenty Third IFIP TC 7 Conference on System Modeling and Optimization, Krakow,
Poland (23-27.07.2007); referat: On integrodifferential hemivariational inequalities for
viscoelastic materials with long memory term

EMS Conference on Geometric Analysis and Nonlinear PDE, Poznan, Bedlewo,
Poland(3-10.06. 2007); referat: Nonsmooth nonlinearities in contact mechanics

Seminar ”Maximum Principle - Various Points of View”, Zakopane, Male Ciche,
Poland (30.08- 2.09.2006); referat: Maximum principle for vector-valued minimizers
of some integral functionals

Second International Conference on Nonsmooth/Nonconvex Mechanics with Appli-
cations in Engineering, Thessaloniki, Greece (7-8.07.2006); referat: Evolution hemi-
variational inequalities for Navier-Stokes type operators

The AIMS Sixth International Conference on Dynamical Systems, Differential Equa-
tions and Applications, Poitiers, France (25-28.06.2006); referat: Evolution hemivari-
ational inequalities for Navier-Stokes type operators (extended version)

Workshop on Evolution Equations for Deterministic and Stochastic Systems, Vienna,
Austria (5-8.06.2006); referat: A trial of unification in contact mechanics which leads
to differential inclusion

Fifth Forum on Partial Differential Equations, Poznan, Bedlewo, Poland (29.05 -
2.06.2006); referat: On some contact problems in mechanics

Advanced School on Methods of Multivalued Analysis, Torun, Poland (15-18.02.2006)

Eighth WSEAS Conference on Applied Mathematics, Tenerife, Canary Islands,
Spain(16-18.12.2005); referat: Viscoelastic bilateral contact problem involving
Coulomb friction law

Third German-Polish Conference on Optimization Methods and Applications, Poz-
nan, Bedlewo, Poland (10-13.11.2005); referat: On some dynamic bilateral frictional
contact problem in viscoelasticity
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e Twenty Second IFIP TC7 Conference on System Modelling and Optimization, Torino,
Italy (18-22.07.2005); referat: A model of viscoelastic contact problem with slip de-
pendent friction

e Seminar ”Sobolev Inequalities - Various Points of View”, Zakopane, Male Ciche,
Poland(16-19.06.2005); referat: On some viscoelastic contact problems in mechanics

2004

e Twelfth French-German-Spanish Conference on Optimization, Avignon, France, (20-
24.09. 2004); referat: Hemivariational inequality for viscoelastic contact problem with
slip dependent friction

e Fourth Forum on Partial Differential Equations, Poznan, Bedlewo, Poland (7-
11.06.2004); referat: Hemivariational inequalities for stationary Navier-Stokes equa-
tion

e Polish Seminar on Theory of Extremal Problems, Lodz, Poland (15.01.2004); referat:
Control problems in hemivariational inequalities for Navier-Stokes equations

2003

e Fourth WSEAS Conference on Applied Mathematics, Malta (1-3.09.2003); referat:
Optimal control in superpotential for evolution hemivariational inequality

e Twenty First IFIP TC7 Conference on System Modeling and Optimization, Sophia
Antipolis, France (21-25.07.2003); referat: Optimal control problems for evolution
quasi-hemivariational inequality

e TMR Workshop on Evolution Equations for Deterministic and Stochastic Systems,
Roscoff, France (19-23.05.2003); referat: On singularities of value functions for Boltza
optimal control problem

2002

e Banach Center Summer School on Mathematical Control Theory, Poznan, Bedlewo,
Warsaw, Poland (2-20.09.2002)

e The International Conference on Nonsmooth/Nonconvex Mechanics with Applica-
tions in Engineering, Thessaloniki, Greece (5-6.07.2002); referat: Existence of solu-
tions to boundary parabolic hemivariational inequalities

e Third Forum on Partial Differential Equations, Poznan, Bedlewo, Poland (10-
14.06.2002); referat: Parabolic quasi-hemivariational inequalities

2001

e Third Polish Conference on Methods and Computer Systems in Scientific Research
and Engineering Design, Krakow, Poland (19-21.11.2001); referat: Optimal control
problems for hemivariational inequalities
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e Twentieth IFIP TC7 Conference on System Modeling and Optimization, Trier,
Germany(23-27.07.2001); referat: Time optimal control problem for evolution hemi-
variational inequality

e Third Polish Symposium on Nonlinear Analysis, Lodz, Poland (29-31.01.2001);
referat: Optimal control for distributed parameter systems described by hemivaria~
tional inequality of second order

5.3 Recenzje artykuléw w czasopismach matematycznych

Annales Polonici Mathematici

Applied Mathematics Letters

Archive of Applied Mechanics

Dynamic Systems and Applications

Dynamics of Continuous, Discrete and Impulsive Systems
Folia Mathematica

Journal of Applied Analysis

Journal of Global Optimization

Journal of Inequalities and Applications

Journal of Mathematical Analysis and Applications
Nonlinear Analysis Series A: Theory Methods and Applications
Nonlinear Analysis Series B: Real World Applications
Romanian Journal of Mathematics and Applications

5.4 Organizacja konferencji

o Wspdlorganizator cyklu miedzynarodowych  seminariéw  dotyczgeych réwnat
rézniczkowych czastkowych, inkluzji rézniczkowych i przestrzeni Sobolewa (Male Ci-
che, Poland, 2005, 2006, 2007, 2008, 2010).

o Udzial w lokalnym komitecie organizacyjnym migdzynarodowe) konferencji Fifth
German-Polish Conference on Optimization - Methods and Applications, (Dobezyce,
Krakow, Poland, 9-13.11.2011).

e Udzial w komitecie organizacyjnym migdzynarodowej konferencji Calculus of Varia-
tions and PDEs, (Szezawnica, Poland, 9-12.07.2012).

Avme. Ciheat
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