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Recenzja w postgpowaniu habilitacyjnym doktora Jacka Dzioka

Jacek Dziok uzyskal tytul magistra matematyki na Wydziale Matematyki i Fizyki
Wyzszej Szkoly Pedagogicznej w Rzeszowie w roku 1986 oraz stopien doktora nauk
matematycznych w  zakresie matematyki na Wydziale Matematyki, Fizyki i Chemii
Uniwersytetu Eodzkiego w roku 1995 Promotorem w przewodzie doktorskim byl
prof. dr hab. Jan Stankiewicz.

W ramach rozprawy habilitacyjnej dr Jacek Dziok przedstawil monotematyczny cykl
dziewiecin publikacji zatytulowany "Klasy funkeji analitycznych definiowane przez operatory".
Jako pozostale osiagnigcia badawcze habilitant przedstawil 41 publikacji w czasopismach
naukowych. Wedhig przedstawionego wykazu calkowity dorobek habilitanta stanowi 56 prac
naukowych, 52 juz opublikowane w tym 30 w czasopismach majacych okreslony Impact Factor,
oraz 4 przyjete do druku. Indeks Hirscha opublikowanych prac wynosi 5.

Rozprawa habilitacyjna

W sklad monotematycznego cyklu stanowigcego rozprawe habilitacyjng wchodzg
nastepujace prace:

[H1] J. Dziok, The order of starlikeness of the p-valent a-convexr functions and Nunokawa’s
conjecture, Demonstratio Math. 30(1997), 655-660.

[H2] J. Dziok, H.M. Srivastava, Classes of analytic functions associated with the generalized
hypergeometric function, Appl. Math. Comput. 103(1999), 1-13.

[[13] J. Dziok, Classes of functions defined by certain differential-integral operators, J. Comput.
Appl. Math. 105(1999), 245-255.

[H4] J. Dziok, Classes of analytic and meromorphic functions with two fized points, Fixed Points
Theory Appl. (2013), 2013:86.

[H5] J. Dziok, On the conver combination of the Dziok-Srivastava operator, Appl. Math.
Comput. 188(2007), 1214-1220.

[H6] J. Dziok, On the extreme points of subordination families, Ann. Pol. Math. 99(2010),
23-37.

[H7] J. Dziok, Classes of functions associated with bounded Mocanu variation, J. Inequal. Appl.
(2013), 2013:349.

[H8] J. Dziok, On some applications of the Briot-Bouquet differential subordination, J. Math.
Anal. Appl. 328(2007), 295-301.

[H9] J. Dziok, A general solution of the Fekete-Szego problem, Bound. Value Prob. (2013),
2013:98.

Powyzszy cykl prac dotyezy geometrycznej teoril funkeji analitycznych. Poczatek tej teorii
dalo klasyczne twierdzenie Riemanna o odwzorowaniu konforemnym. Znaczacy wklad w
rozw6j tematykl wniesli, migdzy innymi, Ahlfors, Alexander, de Brange, Bieberbach, Koebe,
Littlewood, Lowner, Nevanlinna, Study.

Niech A bedzie klasa funkeji analitycznych w kole U={z: |z| < 1}. Kazdy funkcj¢ [ € A
mozna przedstawi¢ w postaci

Flal = ianz”‘. zel.

n=0
Klase funkeji f € A jednolistnych, z klasycznym unormowaniem f(0) =0, f/(0) = 1 oznaczamy
przez S. Funkcje [ € A nazywamy wypukla w U jezeli f(U) jest zbiorem wypuklym. Mowimy,
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7e zhior D C C jest gwiazdzisty wzgledem punktu wo € D jezeli wraz z kazdym punktem
w € D rowniez odeinek wow zawiera sie w D. Funkeje f € A nazywamy gwiazdzista w U jezeli
f(U) jest zbiorem gwiazdzistym wzgledem punktu wgo = 0.

W 1913 roku Study podal nastepujace kryterium wypuklosci. Funkcja [ € A jest wypukla
wtedy i tylko wtedy, gdy

L

. (1 L)

f'(z)

Zhior funkeji wypuklych f € S oznaczamy przez S¢. W 1921 Nevanlinna otrzymal kryterium
gwiazdzistosei funkeji. Funkcja f € S jest qwiazdzista wtedy 1 tylko wtedy, gdy

>>o (ze U, f'(z) #£0).

zfle :
Re( I )) >0 (z e U, f(z)#0).
f(z)
Zbior funkeji gwiazdzistych oznaczamy S*.
Dla funkeji wypuklych i jednolistnych znane sg nastepujace oszacowania.

TWIERDZENIE (Hayman,W.K., Multivalent functions, Cambridge Uniwersity Press 1958)

Jezeli f(z) = 243250 anz" jest jednolistng funkcjg wypukty, to wowczas dig |z| =7, 0< <1
mamy
T
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Wszystkie te nierownosci sg dokladne, a funkejg ekstremalng jest f(z) = % Dla funkeji
gwiazdzistych latwo uzyska¢ ponizsze oszacowanie wspotezynnikow.

TWIERDZENIE (Hayman,W.K., Multivalent functions, Cambridge University Press 1958)
Niech [(z) = z + agz® + ... bedzie jednolistng funkcjq quiaidzistg. Wowczas

la,| < n (n=25,..)

Oszacowanie to jest dokladne. Funkeja ekstremalng jest tu funkcja Koebego f(z) = (1—:7

W 1916 roku Bieberbach postawil hipotezg, ze powyzsze oszacowanie wspolezynnikow jest
stuszne rowniez w przypadku ogolnym funkeji analitycznych jednolistnych w kole jednostkowym.
W przypadkach szczegélnych stusznosé tej hipotezy byla badana przez wielu matematyvkow:
las| < 2 (Bieberbach, 1916), |as| < 3 (Lowner, 1923), |as| < 4 (Garabedian, Schiffer, 1955),
lag| < 6 (Pederson, Ozawa, 1968), |as| <5 (Pederson. Schiffer, 1972). Wreszcie, w 1984 roku
de Brange udowodnil hipoteze Bieberbacha w przypadku ogélnym.

Mowimy, ze funkcja f € A jest p—listna, gdy dla kazdej liczby zespolonej w rownanie
f(z) = wma w U co najwyzej p pierwiastkow (liczac z krotnosciami) i istnieje liczba w € C
taka, ze pierwiastkow jest dokltadnie p. Przez AP (I,p € N, p < [) bedziemy oznaczali klase
funkeji f € A postaci

60
Jlz] = aF= Zunz“ (z € U).

n=l

Niech A, = Ab,,, Ag:={f€A: f(0)= 1}. Niech Ji(f)(z) = zf'(2) (2 € U). Mozna zapisac
nastepujace kryterium:
e Z[Jl(f)]’(z))
e 8" = Re (———— > 0.
/ T()E)
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Mowimy, ze funkcja f € A jest podporzadkowana (obszarowo) funkcji g € A, co zapisujeny
f < g, gdy istnieje funkcja w € A taka, ze |w(z)| < |z| dla z € U oraz f(z) = g(w(z)).
Wykorzystujac pojecie podporzadkowania, —powyzsze kryterium mozemy sformulowac

nastepujaco:
A=)
(

J(f)(z

fese — < h(z),

gdzie J = J;, h(z) = F=.

1=
W przypadku funkeji ¢ jednolistnej w U kryterium podporzadkowania jest nastepujace:

f=g <+ [f0)=g(0), f(U)Cg(U)
W 1969 roku Mocanu wprowadzil pojecie funkeji a— wypuklych. Funkcje f € A nazywamy
a—wypukla jezeli

Re [(1 - u)z—f@ + a(l + 2l )

/(2) f'(2)
Niech M(a) bedzie klasg funkeji a— wypuklych. Latwo zauwazy¢, ze M(0) = §*, M(1) = S
Autor rozprawy uogdolnil pojecie funkeji a— wypuklych 1 wprowadzil pojecie p— hstnth
a— wypuklych funkeji rzedu (3, ktorych zbior jest oznaczany M, (e, 3). Funkcja p—listna [
nalezy do klasy M,(a, 3) jezeli

)} >0 (z e U).

zf'(2) 2f"(2)
J(z) f'(z)

Jasne jest, ze M(a) = M;(a,0). Niech S;(8) = M, (0, 3) bedzie klasa p—listnych funkeji
a—gwiazdzistych rzedu (. Latwo zauwazy¢, ze jesli 0 < 3y < B2 < 1, to wowezas

Re[(l a)———+a(l+ )}>,6 (z € U).

Sy (B2) € S;(B1) € 5,(0) =: 5 B 27,

Stad, dla ustalonej klasy G C S powstaje problem wyznaczenia najmniejsze] liczby 3, dla
ktorej G C S;(ﬁ) Te liczbe nazwano rzedem gwiazdzistym klasy G. W pracy [H1| autor
otrzvmal rzad gwiazdzisty klasy M,(a).

TWIERDZENIE 1
Rzgd gquiaZdzisty klasy M,(«) wynost

3(p, ) 0 dia —2p <o <p,
olp, a) = al'(1/2+p/a)
VAt e a2p

7 twierdzenia 1, jako wniosek, autor wywodzi, Ze hipoteza Nunokawy z 1989 roku mowigca,
ze rzad gwiazdzisty klasy p—listnych funkeji wypuktych ST = M, (1) jest rowny B(p) = %,
nie jest prawdziwa dla p > 2.

W 1999 roku autor wspolnie ze Srivastava zdefiniowali ciekawy operator. Niech
¢,s € Ny = NU {0}. Dla ustalonych wektorow @ = (a1, ..., ag) € C%,

3= (B, ....0) € (C\{0,—1,—2,...})° niech

= (o), (O‘q
Bz
(@, B; ;) (B)n (,()’

2 5

(z e U),

:3\%

gdzie
RS, o 1 gdy n=20,
T MM+ (A+n—1) gdy neN.
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Niech f.g € A majg postaé f(z) = Y oo aaz", g(z) = 5% o baz™ (z € U). Splotem funkeji f. g

nazywamy funkcje
o0

(f *g}(Z) = Zanbnzn (Z e U).

n=0
Wykorzystujac nogolniong funkcje hipergeometryczng i pojecie splotu funkeji autor wraz ze
Srivastava wprowadzili operator liniowy

H(6015055 003 By cvry B = Hp(a;fi) : Ay — Ay

zdefiniowany jako

H,(&; B) = (£ Fs(@, B; 2)) * f(z) (z € U).
Powyzszy operator jest powigzany z operatorami wprowadzonymi wezesnie]j przez Biernackiego,
Libere, Bernardiego, Ruscheweyha, Owe, Carlsona-Shaffera. W 1960 roku Biernacki
przedstawil operator liniowy:

Mﬂﬂ:li%gﬁ (f € Ay).

W 1965 roku Libera przedstawil operator:

W

L Fle = ] Tiwde (e Ay,

W 1969 roku Bernardi przedstawil operator:

LJ@):”;1AQWU@mt (f € Ay, v> —1).

W 1975 roku Ruscheweyh przedstawil operator:

22" ()™

n!

DM f(z) = (f € Ay, n e Np).

W 1978 roku Owa przedstawil operator:

O =T(2 - N D) f(2) [f & Ay, Mt DB
gdzie
P ) = s [ g (r <0)
d [*
jxﬂavﬁ£;§£é J?bm (0< A< 1),
DI () = D) (0<A<1, neN).

W 1984 roku Carlson-Shaffer przedstawili operator:

L{a,c)f(2) = I‘(—Q)F—(Cl—)/o o721 — )0 f(tz)at (f € Ay, ¢>a>0),

Ic—a
gdzie I' oznacza funkcje Eulera. Proste obliczenia daja
Ll/: Hl(1+yzlu+2):
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D" = Hy(1+n,1;1),
O = Hi(2,1;2 = \),
L(a,c) = Hi(a, 1;¢).
Chcialbym tu zauwazy¢, ze operatory Biernackiego, Libery, Bernardiego, Ruscheweyha, Owy

oraz Carlsona-Shaffera zostaly wprowadzone w celu otrzymania rezultatow geometryczne) teoril
funkcji. Sformutujemy jeden z tych rezultatow.

TWIERDZENIE (Libera)
Niech | € 8¢ lub S*. Wowczas Ly f(2) = 2 [F f(t)dt nalezy do klasy 5 lud, odpowiednio, S*.

z

Bardzo istotne byloby gdyby autor rozprawy otrzymal rezultat ogolny dla operatora
HP(E,B)! z ktorego mozna by wywnioskowaé przynajmnie] jeden z rezultatow Libery,
Bernardiego, Ruscheweyha, Owy czy Carlsona-Shaffera. — Niestety, takiego rezultatu nie
udalo si¢ uzyskac. Za pomocy operatora HP(E,E) wprowadzono natomiast klasy funkeji
analitycznych, dla ktorych otrzymano oszacowania niektorych funkcjonatow: |a,|, |f(2)|, [f/(2)].
Niech p. k,q.s € N1 ay,...,aq 81, .., Bs bedg liczbami dodatnimi, 0 < B < 1, -B<A<LBE.
Funkcja f nalezy do klasy V(g s; A, B) jezeli

f(z):zw_Zaﬂz” (G 20, =k k+ 1,..),
n=~k

oraz jezeli spelnia warunek

H:U(Otl —|—1.(?L’2,...,O:q',ﬁ1,...,,83 f(Z) i gy 4 1+ A -
Hp(als»--\aq;ﬁla---aﬁs)f(z) 1+ B

&

aq

[

Niech
T — ((’Vl)n—lv“'(”’-q)n—p
‘ (‘Hl)n-p--'(«H-S)nfp('”' —p)I’
Co={(B+1)n—(A+1)p}l,.
W pracy [H2] udowodniono nastgpujacy rezultat.
TWIERDZENIE 2
Niech [ € V(q,s: A, B). Jezeli cigg {C,} jest niemalejacy, to

B p(B - A)?k < |j(z)| <Py p(B B A)‘?‘k

a £ Z r (|g] =7 < 1.

Jezeli cigg {<2} jest niemalejgcy, to

C kp(B-A) , , . BB =AY 4
¥ = %—)v'*‘l < |f(2) <prPt 4 i(a—)'r‘“ ! (lz] =r < 1).

Oszacowania w twierdzeniu sy dokladne. W definicji klasy ViE(a,s; A, B) oraz w twierdzeniu
2 wystepuja bardzo liczne warunki, Dlatego nalezaloby zbada¢ jak duza jest klasa funkcji
spelniajacych te warunki.

W pracy |[H3| wprowadzono klasg Ty(a, B) 1 otrzymano analog twierdzenia 2 dla tej klasy.
Niech p,k € N. A, B,a, 0,0 € R, =0 <p < k, a+B8>—-p, 00 <1, -B< A< B
(B # 1 lub cos? < 0). Niech f € A(p, k), to znaczy F(z) = 2P + 3000, a2 i niech log(z — &)
bedzie rzeczywisty. Jezeli z —& >0, z,£ € U, dla a > 0,

1

Q) = 7 fﬂ "1 - /2 ().
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Funkcja f nalezy do klasy T'(a, ) jezeli f € A(p, k)i

d%f(z) " 1+ Az
2P 14+ Bz

Funkcja f nalezy do klasy Ty(a, B) jezeli f € T(a,B) 1 argan = 9. Wowcezas
fz) = 27 4 €7 5%, |ag|z". W pracy [H3] udowodniono nastepujace twierdzenia.
TWIERDZENIE 3
Niech [ nalezy do klasy Ty(a, 3). Wowcezas

> Thtlaal < 69,4, B),

n==k

i 509 A B) = B-A 1 _ Dot B p+8)
gdme é(ﬁ) A: B) N \/1_—82 sin? J— B cos : rﬂ — Dn+A)T(p+atB)’
TWIERDZENIE 4
Niech f nalezy do klasy Ty(a, B), |z| = r < 1. Wowezas dla a < 0

r? — §(9, A, B)Tkr® < |f(2)] <P +38(9, A, B)Tyr
i dlo o < —1
prP~t — k6(0, A, BYDr* ™ < | f(2)] S prPTt 4 KS(D, A, BT,

gdzie 6(9, A, B), T, sq okreslone w twierdzeniu 3.

Tu ponownie trzeba zauwazy¢, Ze zardwno w definicji klasy Ty(a,3), jak i w obu
twierdzeniach wystepuje bardzo duzo parametrow. Nalezaloby zbada¢ jak duza jest klasa
funkeji spetniajacych te warunki.

W pracy [H4] wprowadzono klasy funkeji analitycznych T(p, k), T"(p. k). Sa to klasy
funkeji o zmiennych argumentach wspolezynnikow. Funkcja f € T"(p,k) jezell
flz) = tzeP ~ Zf:k|a.n|e*('”+"’)”z“ (z € U), T(p,k) = UT"(p,k). Funkcja [ nalezy

neR
do klasy M(p, k) jezeli f(z) = 2/ + )0 gr 0nz" lilxé(zlfpf(z)) = 03 lil'ré(z*p_f(z)) = [}
z— Z—
Funkcja [ nalezy do klasy My(p, k) jezeli lil%(zlf‘-"f(z)) = 0 i 2Pf(2) |e=p= 1,
p = |ple™. p € U. Stad funkeja f nalezy do klasy T"(p,k), n € R, jezeli f € M(p.k) i
F(2) = a2 — 2, lanle™+Pim (2 € U).

Niech A, B,d spelniaja warunki 6 > 0,0 < B <1, -1 < A < B iniech o,¢ € M(p, k).

Funkcja f nalezy do klasy W(p, k;p,; A, B, §) jezeli f € M(p, k), (p* f)(z) #0 (zeU)i

G|y e
(e * (=) (@ * f)(z) 1+ Bz
Ponadto,
W, (p, ki 0, ¥ A, B, 6) = M,(p, k) N\ W(p, ki ¢, 4; A, B, 9).
Niech
TW?T = T"(p, k) N Wy(p, ks 0,%; A, B, d),
@lE) =" + Za«nz", Ylz) =27 + Zﬁnzn, 0L o, < fBu(n=Fkk+1,..),
n=k n=k
dy = (6 +1)1+ B)B,— (6(B+1)+A+1on (n=kk+1,..)
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W pracy [H4] udowodniono nastepujgce twierdzenie.

TWIERDZENIE 5
Niech [ € T(p, k). Funkcja f nalezy do klasy TW] witedy 1 tylko wtedy, gdy [ € My(p,k) i

o0

Z(d” —(B = A)p|" P)|a,| £ B - A.

n=*k

Tutaj tez chcialbym zwrocié uwage na kwestie duzej liczby parametrow wystgpujacych w
okresleniu klasy TTW i w twierdzeniu 5. Klasa funkcji speiniajacych te warunki powinna by¢
zhadana.

Pozostaly dorobek
W pracach [D1]-[D41] za pomocy operatorow wprowadzone zostaly inne klasy p—listnych
funcji analitycznych w kole jednostkowym. Dla tych klas otrzymano oszacowania modutu
wspolezynnikow, modutu funkeji, modulow pochodnej 1 pochodnej logarytmiczne].

Podsumowanie
Za pomoca operatorow autor rozprawy wprowadzil kilka klas funkcji p—listnych
analityeznych  w  kole 1 rozwazyl dla tych klas pytania zwlazane 2 oszacowaniem
funkcjonatow: modulu wspolezynnikow, modutu funkeji i modutu pochodnej. Uwazam, ze
rozprawa habilitacyjna doktora Jacka Dzioka zawiera nowe rezultaty i moze by¢ dopuszczona
do kolokwium habilitacyjnego.
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