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Dr Maciej Ulas zajmuje si¢ réownaniami diofantycznymi. Bada rozwig-
zania tych réwnan z punktu widzenia Teorii Liczb jak réwnicz z punktu
widzenia Geometrii Algebraicznej. Jego wyniki dotycza klasycznych rownan
diofantycznych jak tez ich naturalnych uogdlnien. Zagadnienia wokdl kto-
rych koncentruja si¢ prace skladajace si¢ na rozprawe habilitacyjna ([H1] -
[H8]) dotycza rozwiazan kilku typéw réwnan diofantycznych i zagadnien z
nimi bezposrednio zwiazanych:

e (1) Typy rozkladalnosci wiclomianéw z" + Az™ + B parametryzowane
przez krzywe ([H2])

e (2) Réwnania diagonalnego typu az? +by? +cz" +dw® = 0 ([H1], [H7])

3) Rownania diagonalnego typu a(z? — y4) = b(z" — w*) ([H5])

)
(3)
(4) Uklady 2 i 3 réwnan postaci a;(z1,...,2,) = a ([H3], [H4])
(5) Réwnania typu Ng/p(z1wi + -+ + mawy) = f(t). ([HS5], [HE])
(6) Locus punktéw wymicrnych o wymiernej odleglodel od danych
punktdéw wymiernych ([H8]).

Wspdltezynniki wszystkich typéw réwnaf (1)-(6) sa zwykle w nastepu-
jacych pierdcieniach: Z, Z[ty, ..., ], Q, Q[t1, ..., ] poza przypadkiem (5)
gdzie wspdlczynniki sa w cicle k. Jednym z gléwnych zagadnien podjetych
w pracach [H1] - [H8]) jest uzyskanie nicskoficzenie wielu rozwigzan (cal-
kowitych lub wymiernych) rozpatrywanych réwnan diofantycznych. Jedng
z naturalnych metod stuzaca rozwiazaniu tego zagadnienia jest pokazanie
rozwigzan parametryzowanych przez krzywe, najlepiej krzywe wymierne lub
znajdowanie innych krzywych, w szezegdlnosei eliptycznych, na rozmaitodel
odpowiadajgcej danemu réwnaniu diofantycznemu. Omoéwie ponizej wyniki
prac Macieja Ulasa skiadajacych sie na rozprawe habilitacyjna, ktére moim
zdaniem zashiguja na szczegdlng uwage i ktore zaznaczaja jego wklad do
teorii rownan diofantycznych.



W pracy [H1] opisane sa rozwigzania réwnan postaci o? £y7+ 2" +w® = 0
dla wszystkich ukladéw (p, g, r, s) takich, ze }l) + % + % + % = 1. Autorzy znaj-
duja w wiclu przypadkach wymierne rozwigzania a pozostalych przypadkach
rozwigzania lezace na krzywych eliptycznych rangi > 0 potozonych na od-
powiedniej powierzchni rzutowej danej powyzszym réwnaniem. Jednymi z
cickawszych obliczen sa te dotyczace powierzchni x® 4+ 45 4 20 — w? = 0.
Autorzy do uzyskania rezultatéw w tej pracy postuguja sic elementarnymi
przecksztalceniami i podstawieniami algebraicznymi.

Praca [H2] dotyczy typow rozkladalno$ci wiclomianéw postaci 2™+ Ax™ +
B € Q[z]. Z definicji ten tréjmian ma typ rozkladalnodci (ny, na,...,ng) dla
ny <o < g gdy 2" + Ax™ + B = fi(x) ... fr(z) dla pewnych unormo-
wanych, nierozkladalnych f;(z) € Q[z] stopni n;. Traktujac wspélezynniki
wiclomiandéw f;(z) jak zmienne 1 poréwnujac ze wspdlezynnikami tréjmianu
poza wspolezynnikami przy 2™ i przy 20 otrzymujemy réwnania rozma-
itoéei ktora jest krzywa. Autorzy badaja w wigkszodci typy rozkiadalno-
§ci ktdre prowadza do krzywych niskiego genusu g w szezegdlnodel g = 0
lub g = 1. Aby uchwyci¢ ogdélniejsza zasade ktéra kryje sie za danymi
typami rozkladalnodci, autorzy dzialaja réwniez z trojmianami o wspél-
czynnikach w Q[u]. Gléwne wyniki pracy dotycza warunkéw dla istnienia
typow (1,1,2),(1,2,2),(1,1,1,2),(1,1,1,3),(1,1,2,2), (2,2, 2),(3,4),(3.5) i
bardziej skomplikowanych typéw z duzymi n; (Twierdzenia 5.3, 5.4, 5.5, 6.2,
6.3, 6.5).

W Pracy [H4| gléwnym zagadnieniem jest badanie ukladéw 2 réwnan:
0i(T1,. .., Tn) =@

Gy e syil) = b

dla ustalonych i oraz j takich, ze 1 € ¢ < j €< n. Symbol g; oznacza i-ty cle-
mentarny, symetryczny wiclomian o;(21, ..., 2n) := 21 cp <o chign Thy - - Thie
Rezultaty uzyskane przez M. Ulasa rozszerzaja wyniki badan A. Schinzela
(n=3,1i=1,j = 3) oraz wyniki Y. Zhanga i T. Cai (n dowolne, ¢ = 1
lub 7 = 2 oraz j = n). Rozwigzania rozpatrywane przez A. Schinzela by-
ly w liczbach catkowitych dodatnich natomiast rozwiazania w pracach Y.
Zhanga i T. Cai byly w liczbach wymiernych dodatnich. W [H4] M. Ulas
zajmuje si¢ rozwigzaniami parametrycznymi. Pokazal on , miedzy innnymi,
zedlai =1, = n oraz n > 4 uklad ma oo wiele rozwigzan zaleznych
od n — 3 niczaleznych parametréow. Podobny wynik uzyskat dla ukladu w
ktérym n = 4 oraz 2 < i < j = n. Jako wniosek, dla kazdego k € N, otrzy-
muje oo wiele zbiordéw mocy k, zlozonych z ukladdéw o n wspdlrzednych w
Zlxy,...,xy), ktére sa rozwigzaniami w/w ukladu réwnan. Podobny rezul-
tat zachodzi dla ukladdw przy n > 3, 1 <i < j < n gdzie a = o;{ty, ..., ),
b = oj(t,...,tn) dla parametréw ti,...,%, przy czym rozwigzania maja



wspoélrzedne w Q(ty, ..., t,). W koficu pracy pokazano, ze dla kazdego n > 5
istnicje oo wiele trojek liczb (a1, ag, as) € Q? takich, ze uklad 3 réwnan:

Ji(:nla"'):t?'t) = Gy, ?—‘:152:31

ma nieskoficzenie wiele rozwiazan (xy,...,x,) € Q™.

Praca [H3] jest kontynuacja pracy [H4]. M. Ulas, pokazuje, ze dla kazdego
1<i< norazn 2 2 istnieje oo wicle a € Q takich, ze uklad:

G’i(ﬂﬂl, ce ,-’L’Qn) =a

O'ani(ml: e 53:2”) =a
o2 (215 .y Z2n) = 1

ma oo wiele rozwigzai (21,...,72,) € Q3. Autor bada tez uklady 3 row-
naf $;, (T1,...,%p) = ay, dla k = 1,2,3, gdzie s;(z1,...,2,) = 27 Tj
Wynik dotyczacy rozwigzan tych ukladéw jest w duzej mierze podobny do
powyiszego wyniku dla ukladéw zawierajacych wiclomiany elementarne, sy-
metryczne.

Praca [H5] jest kontynuacja [H1] dla réwnan typu a(z? —39) = b(z" —w*)
dla a, b calkowitych ab # 0. Autorzy pokazuja, zc na rozmaitoéci a(z? —y%) =
(2% — wP) istnieje nieskoniczenie wiele rozwiazan w piericienin Z[t] spel-
niajacych warunek NWD(z,y,z) = 1. To daje oo wicle rozwigzan w Z.
Ponadto pokazuja, ze zbidr rozwigzan w Q jest gesty w zbiorze rozwia-
zaih w R w topologii Euklidesowej. Podobnie, dla rozmaitosci a(z? — y9) =
b(z" —w®) z (p,q,7m,8) = (2,4,8,8) lub (2,8,4,8) lub (2,4, 6,12) pokazano,
ze istnieje nieskonczenie wicle rozwiazan w pierdcieniu Z[t] spelniajacych
NWD(z,y, z,w) = 1. Troche bardziej skomplikowane, ale nadal elementar-
ne, jest badanie rozmaitosci dla (p,q,r,s) = (2,6,4,12) lub (2,12,4,6). W
tym przypadku autorzy znajduja rozwiazania wymierne sprowadzajac do
przypadku krzywych eliptycznych rangi > 0 na tych rozmaitosciach. Jed-
nak nie udato si¢ pokazaé, zec te rozwiazania maja wspdlrzedne wzglednie
pierwsze. W pracy [H5] badane sg rowniez inne powierzchnie np. 2t — ¢y? =
h(z* — w?) a takze wyzej wymiarowe rozmaitodei a(yf — fi(z1,...,1,)?%) =
b(ys — fa(z1,...,20)%), gdzie fi(z1,...,m,) € Z[z1,. .., 2z,] sa formami jed-
norodnymi.

W Pracy [H6] jednym z gléwnych zagadnien jest badanie arytmetycznych
whasnosci rozmaitodei normowej (norm variety) Sy opisanej réwnaniem:
NK/k(mlwl frmneg mnwn) = f(f),
gdzie K/k jest skoficzonym rozszerzeniem z bazg (wi,...,w,) oraz f(t) €
k[t]. Glowne wyniki pracy pokazuja, ze jesli k(a)/k jest rozszerzeniem stop-

nia 3, gdzie o jest pierwiastkiem z° + b = 0 oraz f(t) jest pewnym wielo-
mianem stopnia 4 lub 6 to przy dodatkowych zalozeniach np. na istnienie



punktu k wymicernego na Sy lub na wspolezynniki f(f) rozmaitosé Sy jest
k-uniwymierna. Jezeli £ ma zanurzenie w R to dla K /k stopnia 3 i pewnej
szerokiej klasy f(t) stopnia 6 mozna znalezé dowolnie bliski do f(t) (topo-
logia Zariskiego ze wzgledu na wspdlezynniki) wiclomian g(t) € k[t] stopnia
6 taki, ze S, jest uniwymierna.

W Pracy [H7] konstruowane sg pewne rodziny diagonalnych powierzchni
41 6 stopnia posiadajace nieskoficzenie wiele wymiernych punktéw. Auto-
rzy pokazuja, ze istnieja nieskonczone rodziny powierzchni nad @ stopnia
4 o liczbie Picarda 2 lub 3 posiadajace gesty zbior punktéw wymiernych w
topologii Zariskiego. Ponadto pokazuja, Ze istnicjg nieskonczone rodziny po-
wierzchni nad @ stopnia 4 o liczbie Picarda 1 posiadajace nieskoficzony zbiér
punktéw wymiernych. Autorzy konstruuja réwniez, dla kazdego m € Z, po-
wicrzchni¢ az* + by* + cz* + dw* = 0 taka, ze abed = m mod Q? ktéra
ma oo wiele punktdéw wymiernych o wszystkich wspélrzednych niezerowych.
W dalszej czg¢del pracy [H7] konstruowane sa specjalne typy diagonalnych
powierzchni 6 stopnia ktére posiadajg oo wiele punktdéw wymiernych.

Wyniki pracy [H8] skupiaja si¢ wokdl nierozwigzanego i pozornie cle-
mentarnego problemu dotyczacego istnienia punktéw wymiernych na plasz-
czyznie zy, ktorych odlegloéé od wierzchotkdw kwadratu jednostkowego tzn.
of punktéw (0,0), (1,0),(0,1),(1,1) jest wymierna. Autorzy uzyskujy sze-
reg rezultatow, ktore sg rozwigzaniem pokrewnych problemdéw powstalych
podezas prob zrozumienia i rozwigzania wyzej wymienionego otwartego pro-
blemu. Przykladem jest wynik M. Ulasa i A. Bremnera, ktérzy deformujac
kwadrat jednostkowy réwnolegle do osi x dowodza, ze zbidr elementow a € @
takich, ze zbiér punktéw wymiernych (na plaszezyznic zy) ktorych odleglogé
od wierzchotkéw prostokata (0,0), (a,0), (0,1), (a,1) jest wymierna jest nie-
skonczony jest gesty w R w topologi cuklidesowej. Biorge roszerzenie K /Q
takie, z¢ Q(v/2) C K pokazano, ze zbiér punktéw K-wymiernych (na plasz-
czyznic zy) ktérych odleglosé od wierzcholkéw (0, 0), (a,0), (0, 1), (a, 1) jest
clementem ciala K jest nieskoficzony. Wszystkie wyniki pracy [H8] dotycza
zagadnienia istnienia i mocy wymiernych punktow na plaszezyznie bads w
R? odleglych o liczby wymierne od wierzchotkéw pewnej figury (np. kwadra-
tu jednostkowego rozpatrywanego w R®, caworodcianu, szedcianu). Te zagad-
nicnia prowadza od razu do ukladéw réownan kwadratowych, gdzie autorzy
moga postuzyé sig swoim doswiadczeniem z réwnan diofantycznych.

Badania Macieja Ulasa koncentruja sie wokd! zagadnien dotyczacych
réwnan diofantycznych. Aparat uzywany w pracach [H1]-[H8] jest raczej ele-
mentarny ale potrzeba szerokiej wiedzy z Algebry, Geometrii Algebricznej
i Teorii Liczb aby umiejetnie identyfikowad problemy, przeszkody i mozliwe
rozwigzania oraz znajdowad istotne uogdlnienia znanych problemdw. Taka
praca badawcza wymaga bardzo dobrego wyksztalcenia matematycznego



D

ktére Maciej Ulas posiada 1 dzigki temu uzyskuje bardzo dobre wyniki. W
zbiorze prac przedstawionych jako rozprawa habilitacyjna najbardziej po-
dobaly mi si¢ wyniki dotyczace form diagonalnych [H1], [H5], [H7]. Prace
Macieja Ulasa sa w wiekszodei opublikowane w dobrych i bardzo dobrych
czasopismach, miedzy innymi w takich jak: Acta Arithmetica, Acta Math.
Hungar., Bull. Australian Math. Soc., Bull. Polish Math. Soc., Canadian
Math. Jour., Coll. Math., Journal of Number Theory, International Jour-
nal of Number Theory, Galsgow Math. Jour., Rocky Mountain Jour. Math..
Prace Macieja Ulasa s napisane w jasny i przejrzysty sposéb. Prace [H3],
[H4], [H6] sa samodzielne. Pozostalych 5 prac rozprawy jest wspoétautorskich.
Zlozone oéwiadczenia wspdtautordw pokazuja jasno, ze wklad M. Ulasa w te
prace byl znaczacy. Odnosnie cytowan MathSciNet podaje, ze prace Macicja
Ulasa cytowalo 57 autordw 97 razy. Jest to wykladnia tego, ze jego wyniki
spotkaly si¢ z duzym zainteresowaniem.

Uzyskane wyniki przez dra Macieja Ulasa zawarte w zbhiorze prac stano-
wiacych rozprawe habilitacying, jak 1 wyniki zawarte w innych publikacjach,
oceniam bardzo pozytywnie. Jego dorobek naukowy spelnia wymogi usta-
wowe 1 zwyczajowe dla nzyskania stopnia doktora habilitowanego. Wnosze
o nadanie stopnia doktora habilitowanego doktorowi Maciejowi Ulasowi.
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