Recenzja rozprawy doktorskej pana Tomasza Kobosa

Rozprawa pana Tomasza Kobosa sklada sie z dwoch niezaleznych
czesci poswieconych réznym zagadnieniom skonczenie wymiarowej geo-
metrii przestrzeni Banacha. Pierwsza czeé¢ dotyczy problemu wekto-
réow ekwilateralnych, to znaczy takich ukladéw wektoréw z1,zq, ... 2k
z ustalonej n-wymiarowej przestrzeni Banacha (X, || - ||, ktérych wza-
jemne odleglosci sg réwne 1, tzn. ||z;—z;|| = Ldlad,j = 1,...,k, i # J.
Naczelnym zagadnieniem teorii zbioréw ekwilateralnych jest stynna hi-
poteza Petty’ego, ktora przypuszcza, ze w kazdej n-wymiarowej prze-
strzeni Banacha mozna znalezé n+ 1 wektoréw rownoodlegtych. Jest to
problem wecigz otwarty, ktéry udato sie do tej pory rozwiazaé zaledwie
w pewnych do$é szczegdlnych przypadkach, a istniejace oszacowania dla
zbioréw réwnoodleglych w dowolnych przestrzeniach sg dalece niesatys-
fakcjonujgce. Aktualny stan wiedzy przedstawia sie nastepujaco. Wia-
domo, ze hipoteza Petty’ego jest prawdziwa do wymiaru 4 wlacznie, ze
jest prawdziwa dla przestrzeni ktoérych odlegtoéé od przestrzeni Hilber-
ta w sensie Banacha - Mazura nie przekracza 1+~ni—1 oraz dla przestrzeni
odlegltych od £5° o nie wiecej niz 2. W swojej rozprawie p. Kobos roz-
szerza klase przestrzeni spelniajacych hipoteze Petty’ego o przestrzenie
z normg permutacyjnie niezmiennicza (Twierdzenie 4.2) oraz dowodzi,
ze przestrzenie z normg gtadka ktorych odlegtos¢ od pewnej przestrzeni
z normg symetryczng nie przekracza 1+ £ (tu ¢ zalezy od modutu gtad-
koSci normy) posiadaja n-elementowy zbiér wektoréw réwnoodleghych.
Ten ostatni wynik otrzymany jest przy uzyciu twierdzenia Brouwera -
rozumowanie jest zaadaptowane z dowodu Swanepoela i Villi, jednak
zastosowane do sytuacji znacznie bardziej ogdlnej. Kolejnym osiggnie-
ciem p. Kobosa jest dowdd hipotezy Petty’ego dla skonczenie wymia-
rowych przestrzeni Musielaka-Orlicza (Twierdzenie 4.6), oraz podob-
nie jak przy uprzednim rezultacie - w przestrzeni odpowiednio bliskich
przestrzeniom Musielaka, - Orlicza istnieja n-elementowe zbiory réwno-
odlegle (Twierdzenie 4.8). Kolejnym przypadkiem rozwazonym przez
p. Kobosa sa podprzestrzenie £5° kowymiaru 1. Dowodzi on ze dla ta-
kich podprzestrzeni zawsze moc maksymalnego zbioru ekwilateralnego
jest co najmniej 2[2! (Twierdzenie 4.9),p a nawet otrzymuje doktad-
niejsze oszacowania w zaleznodci od podprzestrzeni. I znéw, tak jak
poprzednio, dowodzi pewnej czeSciowej stabej stabilnosci rezultatéw,
pokazujac ze dla nieodleglych (odleglo$é niewicksza niz 2) przestrzeni
mozna znalezé [§] wektoréw réwnoodleglych.

Kolejnym wynikiem zwigzanym z problemem Petty’ego jest kon-
strukcja przestrzeni Banacha dla ktérej mozna znalezé uktad czterech
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wektoréow réwnoodlegtych ktérego nie mozna powiekszyé. Jest to zwig-
zanie z wynikiem Petty’ego o tym, ze dowolny uktad trzech wekto-
row rownoodleglych zawsze mozna powigkszy¢ uzytym przez Petty’ego
do dowodu istnienia czterech wektorow réwnoodlegtych w przestrze-
ni tréjwymiarowej. Skonstruowano (Twierdzenie 3.9) dowolnie wysoko
wymiarows, gtadks écisle wypukly przestrzen Banacha w ktérej istnie-
je maksymalny uktad czterech wektoréw réwnoodlegltych. Poprzednio
znane przyktady nie byly ani gtadkie ani $cisle wypukte.

Jeszcze jednym sktadnikiem pracy jest nowy dowdd tréjwymiarowe-
go twierdzenia Petty’ego oparty o wynik Kramera i Nemetha o mozli-
wosci wpisania w gladks bryte wypukts jednoktadnej kopii dowolnego
sympleksu i jej jedynosci w przypadku Scisle wypukiego ciata dwuwy-
miarowego.

Druga czes¢ pracy poswiecona jest zagadnieniu projekcji minimal-
nych na podprzestrzenie kowymiaru 1 skonczenie wymiarowych prze-
strzeni Banacha. Tutaj podstawa do rozwazan z rozprawy jest rezul-
tat Bohnenblusta ktory stanowi, ze w kazdej n-wymiarowej przestrzeni
Banacha istnieje projekcja o normie co najwyzej 2 — % na jej dowolna
podprzestrzen kowymiaru 1.

Pierwszym wynikiem tej czeéci rozprawy jest podanie oszacowania
na liczbe podprzestrzeni kowymiaru 1 z maksymalng mozliwg norma,
minimalnej projekcji, tzn z norma n — % Pokazano, ze liczba takich
podprzestrzeni nie przekracza 2" 1C(N,n), gdzie 2N jest liczbg n — 1
wymiarowych $cian kuli jednostkowej. Dowdd oparty jest na charak-
teryzacji przestrzeni dla ktérych istnieje podprzestrzen kowymiaru 1
z maksymalng relatywna stalg projekcji (Wniosek 7.6) oraz ciekawej
wlasnosci (Wniosek 7.7) - przestrzen ktéra zawiera podprzestrzefi ko-
wymiaru 1 z maksymalng mozliwg relatywng stala projekcji zawiera
rowniez dwuwymiarows podprzestrzen l-uzupelnialng. W przypadku
przestrzeni tré6jwymiarowej uzyskano mocniejszy wynik. Mianowicie
dowolna przestrzen tréjwymiarowa moze posiada¢ co najwyzej 4 pod-
przestrzenie z relatywna stata projekcji % (Twierdzenie 7.11).

Kolejny wynik pokazuje, ze Wniosek 7.7 jest w pewnym sensie sta-
bilny. Dowodzi sie (Twierdzenie 7.14) , ze istnieje ciggta funkcja f(r)
taka, ze f(0) = 0 o tej wlasnosci, ze jeSli trojwymiarowa przestrzen
Banacha posiada podprzestrzen dwuwymiarows, z relatywna stalg pro-
jekeji % — r to posiada réwniez dwuwymiarows podprzestrzen z rzu-
tem o normie mniejszej niz 1 + f(r) (przy tym funkcja f jest zadana
jawnym wzorem). Jako wniosek pokazano, ze dowolna tréjwymiarowa
przestrzen Banacha posiada dwuwymiarows podprzestrzen z rzutem o
normie mniejszej niz % — 0, 0007.
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Kolejnym wynikiem pracy jest iloSciowy wariant twierdzenia Boh-
nenblusta, ktére méwi, ze istniejg skonczenie wymiarowe podprzestrze-
nie przestrzeni #? bez nietrywialnych podprzestrzeni 1-uzupeknialnych.
To znaczy kazdy rzut na dowolng podprzestrzen wtasciwg ma norme
wiekszg niz 1. Twierdzenie Bohnenblusta nie daje oszacowania jak da-
lece rzuty réznig sie od kontrakcji. W rozprawie dowodzi sie (Wniosek
8.2), ze dla n > 3 istnieje n-wymiarowa przestrzeii Banacha taka, ze
dowolny rzut na jej podprzestrzen kowymiaru 1 ma norme co najmniej
14 (2(n+3)2)~1000+3)*  Jest to czedciowa odpowiedz na pytanie Bosz-
naya i Garaya o tego typu oszacowanie dla dowolnych podprzestrzeni
(nie tylko kowymiaru 1). Zadne tego typu oszacowanie nie bylo wcze-
$niej znane. Na podkredlenie zastuguje fakt, ze dowdd opiera si¢ na
bardzo subtelnych i pomystowych rachunkach.

Wyniki uzyskane przez p. Kobosa i zamieszczone w pracy doktor-
skiej sg wg. mojej wiedzy oryginalne. Ich uzyskanie dowodzi znakomi-
tej orientacji w skoficzenie wymiarowe]j geometrii (izometryczna teoria
przestrzeni Banacha) oraz duzej bieglosci dowodowej. Obie czedci czesé
pracy wydaja sie bardzo obiecujace i perspektywiczne, a pojawiajace
sie w nich metody z calg pewnoscia beda mialy dalsze zastosowanie w
teorii. Praca napisana jest bardzo dobrze, ma przejrzysty uktad, zawie-
ra wprowadzenie zaréwno techniczne jak i historyczne. Na koniec autor
formutuje kilka probleméw, naturalnych w kontekscie uzyskanych wy-
nikow.

Podsumowujac uwazam ze praca z naddatkiem speinia wymagania
stawiane rozprawie doktorskiej i wnioskuje o nadanie p. Tomaszowi
Kobosowi stopnia naukowego doktora.

Michat Wojciechowski



