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rozprawy doktorskiej mgra Tomasza Kobosa
»Wybrane zagadnienia geometrii cialt wypuklych”

Rozprawa doktorska mgra Tomasza Kobosa poswiecona jest badaniu zbioréw ekwilateral-
nych oraz projekcji minimalnych w skoficzenie wymiarowych przestrzeniach Banacha. Rozprawa
sktada sie ze wstepu oraz dziewieciu rozdzialéw. Rozdzial pierwszy zawiera podstawowe pojecia
z geometrii przestrzeni Banacha oraz teorii cial wypuklych; natomiast drugi podstawowe defi-
nicje i przyklady. W tym rozdziale mgr Kobos omawia réwniez pewne znane klasyczne wyniki
o oszacowaniach dolnych i gérnych wymiaréw ekwilateralnych skonczenie wymiarowych prze-
strzeni Banacha. Przypomnijmy, ze jesli X jest skoficzenie wymiarowg przestrzenig Banacha, to
niepusty zbiér S C X nazywamy ekwilateralnym, jesli istnieje stata ¢ > 0 taka, ze ||z —y|| = ¢
dla dowolnych z,y € S, z # y. Wymiarem ekwilateralnym przestrzeni Banacha X nazywamy
maksymalng liczbe e(X) wektoréw przestrzeni X, ktore tworzg zbidr ekwilateralny. W rozdziale
drugim rozprawy autor naswietla réwniez historie nierozwiazanej do tej pory hipotezy, ktéra glo-
si, ze e(X) > n+1 dla dowolnej n-wymiarowej przestrzeni Banacha i prezentuje dowody pewnych
waznych wynikéw o oszacowaniach wymiaréw ekwilateralnych. Warto odnotowaé wynik (Twier-
dzenie 2.14) udowodnione przez Swanepoela i Ville w artykule opublikowanym w Proc. Amer.
Math. Soc. (2008), z ktérego wynika prawdziwo$é wspomnianej powyzej hipotezy dla przestrzeni
Banacha, dla ktérych odleglo$¢ Banacha-Mazura od przestrzeni ¢ nie przekracza 3/2. Metody
zawarte w tym dowodzie zostaly rozwiniete przez mgra Kobosa w Jego rozprawie.

Rozdzial trzeci dotyczy twierdzenia Petty’ego ktére glosi, ze jezeli X jest przestrzenig
Banacha o wymiarze dim(X) > 3, to dowolny 3-elementowy zbiér ekwilateralny mozna roz-
szerzy¢ do 4-elementowego zbioru ekwilateralnego (w szczegdlnosdci z tego twierdzenia wynika
prawdziwo$¢é wspomnianej powyzej hipotezy dla n = 3). W rozdziale tym mgr Kobos podaje
alternatywny dowdd twierdzenia Petty’ego, ktéry opiera sie na twierdzeniu Kramera i Németha
o mozliwo$ci wpisania sympleksu w gladkie i éciSle wypukle cialo. Uzyskany wynik zawarty
jest w artykule opublikowanym w Ann. Pol. Math. (2013). Tutaj nalezy zwrécié uwage, ze
Petty pokazal, ze jesli n > 4, to w przestrzeni X = (R",|| - ||) z norma | - || okreslona wzorem
(1, z0)|| i= |z1]| + (23 + ... + 22)Y/2 dla (z1,...,2,) € X istniejg zbiory ekwilateral-
ne o 4 elementach, ktérych nie da sie rozszerzyé do 5-elementowych zbioréw ekwilateralnych.
Nastepnie Swanepoel i Villa podali konstrukeje szerokiej klasy przestrzeni Banacha, ktére nie sg
gladkie ani Scisle wypukle; ponadto wykazali, ze dla dowolnego 1 < p < 1.32 i n > 4 przestrzen
£3 réwniez posiada powyzsza wiasnoéé. W zwigzku z tymi wynikami interesujacym rezultatem
rozdziatu 3 rozprawy jest Twierdzenie 3.9, z ktérego wynika, ze dla dowolnego n > 4 istnieja
gladkie i Scisle wypukle n-wymiarowe przestrzenie Banacha, ktére posiadaja 4-elementowy zbiér
ekwilateralny maksymalny w sensie inkluzji.



Celem czwartego rozdziatu rozprawy jest udowodnienie dolnych oszacowan wymiaru ekwila-
teralnego dla pewnych klas skoificzenie wymiarowych przestrzeni. W rozdziale tym mgr Tomasz
Kobos bada m.in. klasy skoficzenie wymiarowych przestrzeni Banacha, dla ktérych prawdziwa
jest wspomniana hipoteza. Dowodzi (Twierdzenie 4.2), ze jezeli X jest n-wymiarows przestrze-
nig permutacyjnie niezmiennicza, to e(X) > n + 1. Za wartoéciowe uwazam Twierdzenie 4.4;
autor rozprawy dowodzi, ze e(Y) > n dla dowolnej n-wymiarowej przestrzeni Banacha, ktd-
rej odlegtosé Banacha-Mazura od gladkiej i symetrycznej n-wymiarowej przestrzeni Banacha X
jest wieksza od pewnej stalej R(X) > 1 zaleznej od modutu gladkosci px. Ponadto pokazuje,
ze R(X) > 1+¢/6n, gdzie g9 > 0 spelnia nier6wnoéé px (o) /g0 < 1/6n. Dowdd tego rezultatu
opiera si¢ na rozumowaniu Swanepoela i Villi zaprezentowanym w dowodzie twierdzenia 2.14,
w ktérym kluczows role odgrywa twierdzenie Brouwera o punkcie statym. W rozdziale czwartym
mgr Kobos bada réwniez dolne oszacowania wymiaru ekwilateralnego podprzestrzeni kowymia-
ru 1 przestrzeni £7,. Giéwne wyniki tego rozdzialu zawarte sa w twierdzeniach 4.9 i 4.11. Ze
wzgledu na zlozonos¢ opisu przytocze jedynie dwa oryginalne wnioski wynikajace z tych twier-
dzen. Pierwszy wniosek glosi, ze dla dowolnej (n — 1)-wymiarowej podprzestrzeni X przestrzeni
¢ wymiar ekwilateralny e(X) > 2l2). Uzyskany wynik potwierdza prawdziwos¢ wspomnianej
hipotezy, gdyz dla n > 5 wymiar dim(X) < 4. Natomiast drugi wniosek (wynikajacy z twier-
dzenia 4.11) glosi, ze jezeli Y jest (n — 1)-wymiarows przestrzenia Banacha, ktérej odleglosé
Banacha-Mazura od (n — 1)-wymiarowej podprzestrzeni X przestrzeni £7 jest nie wieksza od 2,
to prawdziwa jest nieréwnosé e(Y) > 2/21.

W rozdziale piatym mgr Kobos przypomina dwie kolejne hipotezy znane od wielu lat, ktére
wigzg sie z wynikami uzyskanymi w rozprawie. Ponadto formuluje pie¢ probleméw dotyczacych
oszacowan wymiaréw ekwilateralnych skoficzenie wymiarowych przestrzeni Banacha.

Pozostate rozdzialy rozprawy poswiecone sa wlasnodciom projekcji minimalnych. Rozdzial
szésty zawiera wprowadzenie do problematyki oraz podstawowe definicje. W celu oméwienia
pewnych najbardziej wartosciowych wynikéw zawartych w kolejnych rozdziatach przypomnijmy,
ze jesli X jest przestrzenig BanachaiY jest domknieta podprzestrzenia w X, to operator (liniowy
i ograniczony) P: X — Y nazywamy projekcja, jesli Ply = Idy. Zbiér wszystkich projekcji z
X naY oznaczamy P(X,Y). Relatywna stata projekcji wyraza sie wzorem \(Y, X) = inf{||P|| :
P c P(X,Y)}, przy czym A(Y, X) := oo, gdy zbiér P(X,Y) jest pusty.

Rozdzial siédmy rozprawy zawiera autorskie wyniki zwigzane z problemem, postawionym
przez Bosznaya i Garaya w 1986 roku, dotyczacym wyznaczenia dla danej liczby naturalnej
n > 3 wartosci supy infycx A(Y, X), gdzie X przebiega zbiér n-wymiarowych przestrzeni Ba-
nacha, natomiast ¥ C X jest podprzestrzenia taka, ze 2 < dim(Y) < n — 1. Gléwne wyniki
rozdzialu zawarte sa w twierdzeniach 7.5 i 7.14. Pierwsze z tych twierdzen podaje warunki ko-
nieczne i dostateczne na istnienie hiperplaszczyzny Y = kerf generowanej przez funkcjonal f
ze sfery jednostkowej n-wymiarowej (n > 3) przestrzeni Banacha X, dla ktérej relatywna stata
projekcji A(Y, X) =2 — % Autor podaje zastosowania; w szczegblnosci dowodzi (Wniosek 7.7),
ze jesli skonczenie wymiarowa przestrzen Banacha X posiada hiperplaszczyzne o maksymalnej
relatywnej stalej projekeji, to posiada dwuwymiarows podprzestrzen Z taka, ze A\(Z, X) = 1.
Interesujagcym wnioskiem z twierdzenia 7.5 jest Twierdzenie 7.8, ktére podaje oszacowanie gor-
ne na liczbe hiperplaszczyzn o maksymalnej stalej projekeji dla przestrzeni X, ktérych kule
jednostkowe posiadaja 2N $cian (n — 1)-wymiarowych.

Gléwnym wynikiem rozdzialu 8 jest Twierdzenie 8.1, w ktérym dla danych liczb calkowitych
n > 4,p > m/2 oraz m > n+2 autor dowodzi, ze jezeli Y jest (n—1)-wymiarows podprzestrzenia
przestrzeni X = (R™,| - [|) z normg |jz|| = (X7, {fi(a:)|2p)1/2p generowana przez niezerowe
funkcjonaty liniowe fi,..., fp: R — R, to A(Y,; X) > 1 + &¢. Zlozony dowdd tego twierdzenia
oparty jest na wielu interesujacych ogdlnych lematach i twierdzeniach, ktére autor dowodzi
w omawianym rozdziale. Nalezy zwrdcié¢ uwage na subtelny fakt, ze kombinacja oszacowan, ktére



uzyskal mgr Kobos w dowodzie Twierdzenia 8.1 daje g9 = (m+206%) =" (a~6214n12m11pt)—12rm,
gdzie parametry 0 < o < 1/2, § > 0 pojawiaja sie¢ w warunkach na funkcjonaly fi,..., fm.
W szczegoblnosci przy odpowiednim wyborze liczb catkowitych p, m oraz funkcjonatéw f; dla 1 <
i < m, mgr Kobos otrzymuje interesujacy wniosek: dla dowolnej liczby catkowitej n > 4 istnieje
n-wymiarowa przestrzen Banacha X taka, ze dla dowolnej (n — 1)-wymiarowej podprzestrzeni
Y C X prawdziwa jest nieréwno$é A\(Y,X) > 1+ (2(n + 3)2)'100(71%)2.

W ostatnim krétkim rozdziale mgr Kobos stawia i dyskutuje trzy naturalne problemy doty-
czgce projekcji minimalnych, ktére zwiazane sa z badaniami zaprezentowanymi w rozprawie.

Ocena rozprawy Rozprawa doktorska mgra Tomasza Kobosa zostala bardzo dobrze zreda-
gowana. Zaprezentowany material przedstawiony zostal jasno i zrozumiale. Wychwycitem kilka
drobnych usterek redakcyjnych. Ponadto na str. 75 pole powierzchni wycinka sfery jest obli-
czone niepoprawnie. Korekta standardowych obliczen zostala przeslana przez autora rozprawy.
Wskazana usterka nie wplywa na dalszy tok rozumowania w rozprawie. Mgr Kobos znakomicie
motywuje swoje badania. Liczne przyktady, ktére podaje oraz dojrzala merytoryczna dyskusja
naukowa dowodzg, ze znakomicie orientuje si¢ w obszarze swojej tematyki badawczej. Rozprawa
dotyczy aktualnych i trudnych probleméw w lokalnej teorii skoficzenie wymiarowych przestrzeni
Banacha zwigzanych z geometrig cial wypuklych i teoria projekcji. Autor rozprawy jest bardzo
dobrze zorientowany w literaturze przedmiotu zwigzanej z tematyka badawcza. Uzyskal wiele
wartoéciowych wynikéw, ktére oméwilem powyzej. Pewne oryginalne wyniki w zakresie teorii
zbioréw ekwilateralnych oraz teorii projekcji minimalnych w skoficzenie wymiarowych przestrze-
niach Banacha, ktére uzyskal, zostang z pewnoscia docenione przez znawcéw przedmiotu, gdyz
mgr Kobos wnosi swéj wartosciowy wktad do badania stynnej hipotezy o dolnym oszacowaniu
wymiaru ekwilateralnego skonczenie wymiarowych przestrzeni Banacha. Nalezy zwrécié uwage,
ze tym problemem zajmowalo sie wielu wybitnych matematykéw. Autor rozprawy uzyskane wy-
niki buduje na bardzo dobrej znajomosci wezesniej znanych rezultatéw oraz dowodéw i dodaje
swoj oryginalny istotny wklad. Rozumowania zawarte w rozprawie pokazuja, ze mgr Kobos po-
trafi stosowac zaawansowane techniki i jednoczeénie wprowadza wlasne niebanalne metody za
pomocy, ktérych dowodzi w swojej rozprawie ogdlne twierdzenia.

Dobrze wiadomo, ze problematyka dotyczaca oszacowan relatywnych statych projekcji jest
niezwykle wazna w wielu dzialach wspélczesnej analizy funkcjonalnej; lokalnej teorii przestrzeni
Banacha; teorii operatoréw. Rezultaty uzyskane w rozdzialach 7 i 8 rozprawy dotyczace rela-
tywnych statych projekcji zastuguja juz na wyréznienie. Wyniki zaprezentowane w rozdziale
7 zawarte sg w artykule opublikowanym w Bull. Austral. Math. Soc. (2015); natomiast wyniki
zawarte w rozdziale 8 wchodza w sktad Jego samodzielnej, ztozonej do druku pracy pt. A uniform
estimate of the relative projection constant.

Podsumowujac swojg ocene stwierdzam, ze rozprawa doktorska mgra Tomasza Kobosa do-
wodzi o Jego kreatywnosci i potencjale twérczym. Rozprawa ta wnosi wartosciowy wktad do
oryginalnej i zaawansowanej tematyki badawczej. Ponadto uwazam, ze ze wzgledu na wysoka
range uzyskanych i juz opublikowanych w trzech artykulach naukowych rezultatéw rozprawa
zasluguje na wyrdznienie.

Konkluzja. Uwazam, ze rozprawa doktorska mgra Kobosa spetnia wszystkie wymogi okre-
Slone w Ustawie o stopniach naukowych i tytule naukowym oraz o stopniach i tytule w zakresie
sztuki z dnia 14 marca 2003 roku. Wnosz¢ wobec tego o przyjecie rozprawy i dopuszczenie mgra,
Tomasza Kobosa do dalszych etapéw przewodu doktorskiego.




