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Rozprawa doktorska ‘Nonstandard perturbations of the spectral action’ ztozona przez mgr
Artura Zajaca, napisana pod kierunkiem prof. dr hab. Andrzeja Sitarza dotyczy rozmaitych
zagadnien zwiazanych z widmem operatora Diraca, a w szczegdlnosci jego zaburzonych wersji
takiego operatora. Tematy rozwazane w rozprawie, a zwlaszcza stosowany w niej aparat poje-
ciowy sg inspirowane geometria nieprzemienng, ale w przewazajacej czesci dotyczg klasyczne;j
geometrii rézniczkowej i algebraicznego podejscia do tejze oraz (w drugiej polowie rozprawy)
klasycznych probleméw analizy dotyczacych badania pewnych rozwinieé funkcyjnych.

Rozprawa doktorska mgr Artura Zajaca, liczaca ponad 100 stron, zostala napisana we-
dtug podejscia ‘od ogétu do szezegotu’. Jej plan wyglada nastepujaco: po krétkim podsumo-
waniu we wstepie gtownych wynikéw i konwencji oznaczeniowych autor zamieszcza rozdzial
o charakterze przegladowym. Przedstawia w nim podstawy geometrii spinowej, konstrukcje
operatora Diraca na rozmaito$ciach typu Spin®, a nastepnie przechodzi do oméwienia geome-
trii spektralnej poprzez aksjomatyke geometrii nieprzemiennej a la Connes, rozumianej jako
rozwazanie trdjek spektralnych o odpowiednich wlasnodciach. Na zakoficzenie rozdzialu autor
omawia krotko pojecie operatoréw pseudordzniczkowych powigzanych z takimi tréjkami.

Kroétki rozdziat drugi ma zasadniczo charakter algebraiczny i omawia pewne klasy zabu-
rzen ogdlnych operatoréw Diraca, skupiajac sie na tym, kiedy powiazane z nimi tréjki spek-
tralne spelniaja tak zwane warunki regularnoéci. Rozwazania te sa kontynuowane w rozdziale
trzecim, gdzie pojawiaja sie pierwsze oryginalne wyniki rozprawy. Tym razem autor zajmuje
sie zachowaniem pierwszych wspdlczynnikéw w asymptotycznym wielomianowym rozwinieciu
tak zwanego “Sladu ciepta”, zadanego dla ustalonego operatora Diraca wzorem
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gdzie (1,)52 , oznacza ciag wartosci wlasnych (wraz z krotnoéciami) operatora D, o ktérym
zakladamy, ze ma dyskretne czysto rzeczywiste widmo o skoniczeniewymiarowych przestrze-
niach wtasnych. Po opartej na algebraicznych rachunkach analizie zachowania takich wspol-
czynnikéw pod wplywem zaburzen wprowadzonych w rozdziale drugim (w podrozdziale 3.1),
autor przechodzi do obliczania widm dla zaburzen klasycznych operatoréow Diraca na plaskich
torusach (Twierdzenia 3.2.6-3.2.8).

Rozdzial czwarty, z mojego (analitycznego) punktu widzenia najbardziej interesujacy, do-
tyczy badania zagadnienia faktycznej zbieznosci asymptotycznych rozwinie¢ uzyskiwanych
formalnie. Z logicznego punktu widzenia rozwazane tu problemy dotycza bardzo klasycznej
analizy transformacji ciggdéw liczbowych i zwigzanych z nimi funkcji. Jedng z nich jest wspo-




mniany wyzej $lad ciepta, kolejna funkcja zeta skojarzona z ciagiem (pn)psq:
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Autor rozprawy, korzystajac z klasycznej transformaty Mellina, bada relacje miedzy zbiezno-
$cig i wlasnosciami odpowiednich szeregéw. Formalizacja abstrakcyjnego pojecia “asympto-
tycznego rozwinigcia” umozliwia eleganckie sformulowanie rezultatéw wyrazajacych wlasnosci
pewnych rozwinieé¢ funkeji htrp w zaleznoéci od wilasnosci odpowiedniej funkeji (p. Cho¢ jak
wspomniano wezeéniej problemy te mozna rozwaza¢ dla dowolnego wyjsciowego ciggu (pin)ps ),
niekoniecznie o pochodzeniu geometrycznym, podrozdzial 4.4 prezentuje przyklady zwigzane
z klasycznymi operatorami Diraca, w ktérych spelnione sa zalozenia pojawiajace si¢ wezesnie]
w wynikach ogdlnych.

Rozdzial pigty zawiera konkretne obliczenia asymptotycznych rozwinieé¢ funkcji zeta i $la-
du ciepla skojarzonych z ciagami pochodzacymi od klasycznych operatoréw Diraca na sferach.
Odmienne zachowanie obserwujemy w przypadku parzysto- i nieparzystowymiarowym; pewne
zamieszczone tu wyniki dotycza tez operatoréw zaburzonych.

Wyniki uzyskane w rozprawie, polaczone wspdélnym tlem i inspiracja wywodzacy si¢ z
nieprzemiennej geometrii, maja w istocie urozmaicony charakter. Cho¢ wiele z nich opiera
sie przede wszystkim na konkretnych rachunkach, wiodace ku nim rozumowania wymagaly
od autora zrozumienia niebanalnych klasycznych koncepcji geometrycznych oraz ich nieko-
mutatywnych odpowiednikéw, pomystowosci zwiazanej z przeksztalceniami algebraicznymi,
a takze pewnej wiedzy zwigzanej z wlasnosciami funkcji specjalnych. Za najsilniejsze strony
rozprawy uwazam wlasnie jej wszechstronnoéé, oraz rezultaty rozdziatu czwartego wraz z ilu-
strujacymi ich zastosowanie przyktadami rozwazanymi w rozdziale pigtym. Pewnym zarzutem
wobec rozprawy moze by¢ brak interpretacji uzyskanych wynikéw oraz szerszego odniesienia
ich do wspélczesnie prowadzonych w podobnych obszarach tematycznych badan.

Napisana po angielsku rozprawa zostala przygotowana starannie, poprawnym, eleganckim
jezykiem i przy bardzo niewielkiej liczbie usterek redakcyjnych i matematycznych (patrz po-
nizej). Bibliografia wydaje sie satysfakcjonujaca i prezentujaca dokladnie zrédla rozwazanych
probleméw, choé jednoczeénie odzwierciedla ona wspomniany wezeéniej pewien brak szersze-
go spojrzenia na wspoélczesng aktywno$é naukows dotyczacg problematyki asymptotycznej
rozwinie¢ §ladu ciepla (juz proste zerknigcie do Mathscinetu na liste prac cytujacych klasycz-
ng juz do pewnego stopnia w tej dziedzinie pozycje [38] pokazuje liczne wspoélczesne badania
takich rozwinieé, niewymienione cho¢by we wstepie rozprawy).

Wiyniki rozprawy zostaly czeSciowo opublikowane w artykutach [11] i [35] (odpowied-
nio wspélnych z dr Michalem Ecksteinem i prof. dr hab. Andrzejem Sitarzem) i uwazam,
ze zostana one zauwazone przez matematykéw i fizykéw matematycznych zajmujacych sie
geometria spektralna w kontekscie nieprzemiennym. Z punktu widzenia logiki argumentacji
wyniki sa poprawne, nie znalazlem tez bledéw w tych rachunkach, ktére sprawdzilem. Ponize]
zamieszczam liste konkretnych uwag i sugestii poprawek dotyczacych rozprawy. Zostaly one
podzielone na dwie czedci; w pierwsze] wymieniam nieliczne punkty wymagajace pewnych
dodatkowych wyjaéniefi badZ stwarzajace perspektywy dalszych badan, w drugiej zaé usterki
redakcyjne i jezykowe.

Miejsca wymagajace pewnych uzupelnien/wyjasnien

— w rozprawie kilkukrotnie pojawiaja sie zaburzenia operatoréw nieograniczonych (pod-




rozdzial 1.6 — choéby definicja 1.6.2, potem podrozdzial 2.1 — Stwierdzenie 2.1.2, i tak
dalej). Autor nie wspomina kwestii dziedzin i samosprzezenia otrzymywanych tak opera-
toréw (sa one oczywidcie symetryczne, ale juz cholby gestodé dziedziny jest potencjalnie
nieoczywista). W wigkszosci wypadkdéw zalozenia o postaci zaburzen pozwalajg udowod-
ni¢ gestos¢ dziedziny i samosprzezonos$é, ale kontekst rozwazan wymaga przynajmniej
odpowiedniego komentarza, a nie tylko rachunkéw algebraicznych.

u podstaw podejscia Connesa do geometrii lezy obserwacja, ze cala struktura rozmaito-
éci typu Spin® jest wyznaczona w pewnym sensie przez operator Diraca. Wobec tego
powiedzmy Stwierdzenie 2.2.6 prosi sie o komentarz moéwigcy o tym, jak rozwazane
zaburzenie klasycznego operatora — prowadzace do kolejnej “przemiennej” trojki spek-
tralnej — zmienia rozwazang rozmaitoéé: topologicznie czy tylko rézniczkowo? Czy daje
sie taka informacje zinterpretowaé geometrycznie?

czy w przypadku rozwazan prowadzonych w podrozdziatach 3.1.3-3.1.5 autor ma podej-
rzenia/hipoteze dotyczace ogdlnej postaci wspétczynnikéw wyzszego rzedu?

w dowodach twierdzen o postaci widm w podrozdziale 3.2.2 autor formalnie rzecz bioragc
wyznacza tylko cze$¢é widma — brak tam jakichkolwiek (nietrudnych) uzasadnien, ze
otrzymany zbiér wektoréw wlasnych jest kompletny. Nalezaloby to uzupetnié.

(Niepelna) lista drobnych usterek redakcyjnych

w tekécie czesto pojawiaja sie przecinki przed ‘that’ — to akurat interpunkcyjna kalka z
polskiego, nalezy je wykresli¢

s.10, 1.13: ‘both denote’->‘denote both’

s.10, 1.21: ‘retain’->‘retains’

s.10, 1.-6: ‘have’->‘has’

s.12, 1.12: brakujace ‘irreducible’

s.18: przypis 6 powinien zawiera¢ odwotanie bibliograficzne

5.20: definicja 1.5.1 (regularnoé¢) — nie ma potrzeby wspominaé o tym, ze a jest ograni-
czony, skoro wczesniej zalozono, ze A C B(H)

8.22, 1.-8: ‘arise’->‘arises’

.23, 1.17: ‘ones’->‘one’s’

524, 1.10: | D> DI®

s.31, 1.12: ‘these’->‘this’

s.31, 1.-1: stowo ‘validity’ nie ma tu sensu
s.33, 1.13: ‘vanish’->‘vanishes’

s.34, 1.12: ‘have’->‘has’




— 8.34, 1.-T: ‘cease’->‘ceases’

— 5.35, 1.8, 1.-4: ‘vanish’->*vanishes’

— .36, 1.-9: ‘multi-index’

— s.43, 1.17: ‘vanish’->‘vanishes’

— s.44, 1.-8: ‘vanish’->‘vanishes’

— $.50, L-9: ‘much less’->‘many fewer’

— 5.54: Twierdzenie 3.2.6 nie wymaga dowodu, caly podrozdzial 3.2.2 mozna skresli¢
— 8.60, Definicja 4.1.2: ‘if the form’->‘of the form’

— s.71, Definicja 4.3.4: nalezy skresli¢ ‘identically’

— 8.72, 1.-8: ‘vanish’->‘vanishes’

— 8.73, 1.-6: w jakim sensie rozwazane tu deformacje sa trywialne?

— 5.82, 1.8: sformulowanie ‘only one zeta function’ jest nienajszczesliwsze

— 8.83, 1.-2: ‘where’->‘were’

— 8.93: warto przypomnieé tu definicje wspotczynnikéw cp,

— s.93, L.-1: brakujace ‘are’ albo ‘denote’

— 8.94, 1.-11: ‘says what is’->‘identifies’

— 8.97, L.1: ‘you’->‘one’

— 8.101, podrozdzial 5.5: czy nie nalezy od poczatku zalozyé, ze G jest skonczona?
— 5.102, 1.-7: sformutowanie ‘work up to’ nie ma tu sensu

— bibliografia wymaga ujednolicenia — czasami autor uzywa imion, czasami inicjaléw,
zmienia sie tez kolejnoé¢ imie-nazwisko (choéby w [11])

KONKLUZJA

Biorge pod uwage wszystkie powyzsze fakty, uwazam ze praca spelnia wszystkie usta-
wowe wymogi stawiane rozprawom doktorskim i rekomenduje dopuszczenie pana
mgr Artura Zajaca do dalszych etapow przewodu doktorskiego.

Warszawa, 21 lutego 2016 roku
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