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Nonstandard perturbations of the spectral action

Praca doktorska jjest napisana w jezyku angielskim. Jest poswiecona pewnym elementom
geometrii nieprzemiennej majacym bezposrednie zastosowania w teoriach fizycznych,
a mianowicie podstawom elementom teorii dziatan spektralnych, dziatan zdefiniowanych
przez zdeformowany operator Dirac'a. Ogélna teoria dla rozmaitosci riemannowskich jest
oparta na istnieniu i wtasnosciach sladu ciepta (heat trace).

Mgr Zajgc badat rozwingt teorie deformacji dziatan spektralnych tak by moc rozwazaé
deformacje operatora Diraca zadane w jezyku algebraicznym. Podstawowe pytanie to czy
standardowe metody maja takze zastosowanie tym przypadku.Autor skupit sie doktadnym
zbadaniu asymptotycznych rozwinieciach $ladu jgdra ciepta.

Rozprawa sktada sie z 5 rozdziatdw.

W rozdziale pierwszym doktorant przedstawit podstawowe pojecia geometrii rézniczkowe;j
i geometrii nieprzemiennej potrzebne do zrozumienia najwazniejszych wynikéw rozprawy.
Rozdziat drugi takze nie zawiera nowych wynikéw, ale zawiera definicje | twierdzenia
dotyczgce rozwiniecia asymptotycznego dziatania spektralnego, pochodzgce z dwoch
niedawno opublikowanych prac autorstwa A. Connes'a i A. H. Chamaseddine'a (2006) oraz
D. Essouabri, B. lochum, C. Levi'ego i A. Sitarza (2008).

Rozdziat 3 wprowadza ogoine wzory dla trzech pierwszych wspétczynnikéw Seeley-De Witt'a
dla dowolnej deformacji operatora Dirac'a jak tez szczegdtowe wzory w przypadku deformaciji
skalarnej, wektorowej jak i chiralnej. Formuty w przypadku ogélnym oraz chiralnym sa
oryginalnymi wynikami, a przypadek skalarny zostat wyliczony wspélnie z promotorem, patrz
Letters in Mathematical Physics 98, 333-348 (2011). Natomiast przypadek wektorowy jest
wynikiem klasycznym.

W czesci drugiej tego rozdziatu jest doktadnie obliczone spektrum dla statych perturbacji
operatora Dirac'a na d-wymiarowym ptaskim torusie. W tej cze$ci autor uogolnia/rozszerza/
wzoruje sie na wyniku pochodzgcym z monografii  Th. Friedricha i A. Nestke, Dirac
Operators in Riemannian Geometry, AMS 2000, ktéry przedstawia explicite spektrum
operatora Dirac'a dziatajgcego na polach spinorowych na ptaskim torusie. Mgr Zajgc zajmuje
sie statymi perturbacjami tego operatora Dirac'a: perturbacjami danymi przez statg,
Theorem 3.2.6, przez stalg 1-forme, Theorem 3.27, a na koniec stalg chiralng perturbacja,
Theorem 3.2.8. Dowody pierwszych dwdch wymienionych twierdzen to prosta adaptacja
dowodu twierdzenia Friedricha, natomiast dowdd przypadku chiralnego jest troche bardziej

wymagajacy.



Rozdziat czwarty zawiera rozwazania na temat istnienia rozwinigcia (asymptotycznego) dla
sladu ciepta (heat trace). W chwili obecnej waznym ciggle nierozwigzanym jest udowodnienie
istnienia takiego rozwiniecia dla dowolnego operatora Dirac'a lub pewnych szczegolnych klas
tego operatora. Autor wspolnie z Michatem Ecksteinem udowodnili istnienie rozwinigcia dla
szczegéinych klas operatora, wyniki pochodzg z niedawno opublikowanej wspdinej pracy.
Zasadniczym narzedziem jest transformata Mellin'a umozliwiajaca skorelowaé witasnosci
(funkcji spektralnej) $ladu ciepta i funkcji zeta dla danego nieograniczonego operatora.
Wyniki udowodnione w tym rozdziale przedstawiajg warunki konieczne wyrazone przy
pomocy funkcji zeta operatora Dirac'a. Najogdlniejszym wynikiem jest Theorem 4.3.3
w ktérym przedstawiono bardzo ogdine warunki konieczne na istnienie rozwinigcia
asymptotycznego. Nastepnie mgr Zajgc zastanawia si¢ kiedy te rozwiniecia sg doktadne lub
prawie doktadne (exact and almost exact), czyli lokalnie jednostajnie zbiezne, (Definition
4.3.4). Rozdziat zamykajg doktadnie wyliczone proste przyktady gdzie rozwinigcie sladu
ciepta jest doktadne, prawie doktadne oraz rozbiezne asymptotycznie, odpowiednio.

Ostatni, piaty rozdziat, po$wiecony jest wynikom i obliczeniom rozwiniecia $ladu ciepta dla
operatora Dirac'a na sferach. W pierwszej czesci doktorant przedstawia wzory na
wspotczynniki $ladu ciepta dla operatoréw, dla ktérych wartosci witasne tworzg ciag
arytmetyczny z wielokrotnosciami wyrazonymi poprzez wielomian. Takimi operatorami sg
operatory Dirac'a na sferach. W czeéci drugiej mgr Zajac pokazuje, ze rozwinigcie jest
rozbiezne dla wszystkich sfer parzysto-wymiarowych, a w przypadku sfer nieparzysto-
wymiarowych rozwiniecie jest skonczone i ma specjalng posta¢. Nastepnie wylicza doktadne
przedstawienia rozwinie¢ dla sfer o wymiarach od 1 do 6. Rozdziat zamykajg pewne
uogélnienia, mozna zwrécié uwage na Theorem 5.5.1 w ktérym autor pokazuje, ze czes¢
osobliwa $ladu ciepta na przestrzeni ilorazowej sfery wzgledem wolnego dziatania skoriczonej
grupy izometrii jest proporcjonalna do czesci osobliwej $ladu ciepta sfery o wspotczynniku
bedacym odwrotnoscia rzedu grupy.

Autor rozprawy wykazuje bardzo dobra znajomo$¢ aktualnej literatury tematu. Widac, ze
dogtebnie przeanalizowat dowody interesujacych go wiasnoéci tak, ze mogt wyabstrahowac
najwazniejsze ich elementy i kroki.

Praca jest napisana solidnie, wyliczenia sg precyzyjne. Elementy dowodow i wyliczen, kolejne
kroki sg przejrzyécie przedstawione. Pomimo tego autor nie uniknat pewnych drobnych
btedéw czy to terminologicznych, jezykowych czy tez pomytek w oznaczeniach.

Uwazam, ze przedstawiona rozprawa doktorska speinia wszystkie wymagania
ustawowe i wnioskuje o dopuszczenie mgr Artura Zajaca do dalszych etapow
przewodu doktorskiego.




