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W rozprawie zajmujemy sie modelami biologicznymi opartymi o kawal-
kami deterministyczne procesy Markowa. Teoria tej klasy proceséw stocha-
stycznych zostala stworzona przez M.H.A Davisa w 1984 roku. Na kawal-
kami deterministyczne procesy Markowa mozemy patrzeé, jak na zjawiska
modelowane w sposéb deterministyczny poprzez uklady réwnan rézniczko-
wych, ktdre zostaja stochastycznie zaburzone. Omawiane zaburzenie pole-
ga na przetgczaniu miedzy sobg dwdéch lub wiecej ukladéw dynamicznych
z pewnymi zadanymi funkcjami intensywnosci przelaczania. W kawatkami
deterministycznym procesie Markowa intensywno$ci te mogg zalezeé¢ od ak-
tualnego polozenia punktu w przestrzeni fazowej. Do badania asymptotyki
dlugoczasowej tych proceséw uzywamy polgrup Markowa.

Rozprawa jest uporzadkowana nastepujaco. W rozdziale IT wprowadza-
my najpierw podstawowe definicje zwigzane zaréwno z samym procesem, jak
i z narzedziami do badania jego rozkladéw oraz asymptotyki dlugoczasowe;.
W drugiej czesci tego rozdziatlu podajemy przyklady modeli biologicznych,
ktére tak sa opisane. W rozdziale III znajduje si¢ pierwszy ze zbadanych
przez autora modeli; dwuwymiarowy model inhibicji enzyméw, opisujacy
wspblzaleznosé dwéch typéw substancji: enzymu oraz inhibitora, ktéry na
enzym dziata hamujaco. Aktywno$¢ inhibitora jest sterowana przez kawal-
kami deterministyczny proces Markowa. Pod wzgledem matematycznym,
badamy proces, w ktérym uklad dynamiczny ma tylko kawalkami réznicz-
kowalne prawe strony. Dowodzimy, ze péigrupa Markowa zwiazana z proce-
sem jest asymptotycznie stabilna. Ponadto, w ostatniej czesci tego rozdziatu
sprawdzamy poprawno$¢ naszych wynikéw, tworzac symulacje rozwazanego
modelu w §rodowisku Wolfram Mathematica w oparciu o stochastyczny al-
gorytm Gillespiego, by zobrazowaé trajektorie procesu oraz przyblizyé¢ jego
rozkiad po uplywie dostatecznie duzego czasu. Rozdzial IV dotyczy dru-

giego ze zbadanych przez autora modeli - modelu ekspresji genéw z trzema
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typami czasteczek (fazami dojrzewania genu): pre-mRNA, mRNA oraz bia-
tek. Dowodzimy ponownie, ze péigrupa Markowa zwigzana z procesem jest
asymptotycznie stabilna. Co wiecej, ze wzgledu na bogatszg dynamike takie-
go ukladu, pojawiajg sie pewne dodatkowe efekty jakosciowe: bistabilno$é i
obecnosé cyklu granicznego. Otrzymany wynik mozna latwo rozszerzyé na
model z wigksza ilodcig faz biorgcych udzial w procesie ekspresji genu. W
nastepnej czesci tego rozdziatu uzyskany wynik sprawdzono symulacyjnie,
przy pomocy rozszerzenia wspomianego wczesniej kodu na mozliwo$¢ analizy
modeli w wyzszych wymiarach niz wymiar 2. Pytanie, jakie zawsze pojawia
si¢ przy modelowaniu proceséw biologicznych, dotyczy dopasowania danych
eksperymentalnych do zbudowanego modelu. W przypadku naszego procesu
najciekawsza wydaje sie kwestia, jak dobra¢ odpowiednio funkcje intensyw-
nosci przejScia miedzy stanami aktywnosci badZz nieaktywnosci. Rozdzial
V zawiera krétkie omdéwienie narzedzi bioinformatycznych przygotowanych
przy wspotudziale autora, opartych o dane eksperymentalne: Seqinspectora
i AnnoGene. Ostatni rozdzial zawiera podsumowanie uzyskanych wynikéw
i dalsze perspektywy badawcze.
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This dissertation is devoted to the class of biological models, which are
based on piecewise deterministic Markov processes (PDMP). The theory
for this class of stochastic processes was first introduced in the literature by
M.H.A. Davis in 1984. We can treat PDMP as the family of processes, which
are in some sense stochastically perturbed dynamical systems. This kind of
perturbation switches between two or more dynamical systems with some
given switching intensity functions. In the case of PDMP those functions
can depend on the current position of the point in the phase space. To
investigate long-time behaviour of the process, we use the theory of Markov
semigroups.

Our work is organised as follows. In the first part of section II we in-
troduce basic definitions connected with the process and with the tools to
investigate its distributions and its long-time behaviour. In the second part
of this Section we mention some examples of biological models described
by PDMP. In section III we introduce first of the investigated models: two-
dimensional model of enzyme inhibition. This model describes the depen-
dence between the enzyme and its inhibitor, which stops the enzyme. Here
the inhibitor‘s population size is regulated by PDMP. In terms of mathema-
tics, we investigate our process in the case, where the dynamical system has
only partially differentiable right sides. We prove that the involved Markov
semigroup is asymptotically stable. In the last part of this Section we per-
form numerical simulations of investigated system, by simulating the model
in Wolfram Mathematica. We use Gillespie’s approach to visualize trajecto-
ries of the process and to approximate its distributions after sufficiently long
time. In section IV we introduce the second investigated model: the model
of gene expression with the presence of three crucial types of the particles
(maturation stages): pre-mRNA, mRNA and protein. We prove again that
the involved Markov semigroup is asymptotically stable. Moreover, due to
the richer dynamics of the three-dimensional model, new quantitative effects
appear: bistability and the existence of the limit cycle. Our result can be
easily expanded with some new phases, which take place in the gene expres-
sion process. We perform again many numerical simulations to show the
trajectories and distributions of the process. During a modelling task, there
goes the question about fitting parameters of our models to experimental

data. In the case of PDMP it seems to be the most interesting, how to choose



