Recenzja rozprawy doktorskiej Andrzeja Tomskiego ,,Kawatkami
deterministyczne procesy Markowa w wybranych modelach
biologicznych”

Rozprawa po$wigcona jest matematycznym modelom proceséw biochemicznych
zachodzacych w komoérkach, zwiazanych z inhibicja enzyméw oraz ekspresja i regulacja
gendw. Procesy te, sktadajace si¢ z szeregu reakcji biochemicznych, sa zazwyczaj
modelowane za pomoca uktadéw réwnan rézniczkowych zwyczajnych (réwnan kinetyki
chemicznej) opisujacych ewolucje w czasie koncentracji substratéw i produktéw.

W przypadku matych komérek i matej liczby substratéw i produktéw nalezy przej$¢ od opisu
deterministycznego do opisu stochastycznego, na przyktad przy pomocy skokowych
proceséw stochastycznych opisujacych zmiang w czasie liczby bio-molekut danego typu.
Dla pewnego zakresu parametréw reakcji odpowiednie jest podejscie hybrydowe: produkcja
i degradacja czasteczek opisywana jest réwnaniami rézniczkowymi, natomiast zmiana stanu
genu lub inhibitora (z aktywnego na nieaktywny lub odwrotnie) skokowym w czasie
procesem typu Poissona. Mamy tutaj do czynienia z kawatkami deterministyczna ewolucja
uktadu, ktéry w losowych momentach czasu zmienia swdj stan i ewoluuje zgodnie ze
zmienionym uktadem réwnan rézniczkowych zwyczajnych.

Rozprawa Andrzeja Tomskiego jest rozprawa interdyscyplinarna. Do opisu inhibicji
enzyméw oraz regulacji gendéw autor proponuje nowe modele kawatkami deterministycznych
proceséw Markowa. Bada ich asymptotyke czasowa. Udowadnia, ze odpowiednia péigrupa
Markowa jest asymptotyczne stabilna, to znaczy istnieje ggsto$¢ niezmiennicza, do Ktorej
zbiega w czasie rozktad prawdopodobienstwa oraz wyznacza no$nik rozktadu stacjonarnego.
Pod wzgledem matematycznym, analizowane przez autora procesy Markowa roznia sig od
dotychczasowo badanych w dwdch aspektach: w modelach inhibicji, cz¢$¢ deterministyczna
ewolucji nie jest rézniczkowalna, w modelach regulacji genéw rozwazany jest uktad trzech
réwnan rézniczkowych (dotychczas badano uktady dwuwymiarowe). Dowody standardowych
twierdzefi wymagaty od autora nowego podejécia i technik dowodzenia. Twierdzenia o
asymptotycznej stabilno$ci pétgrup Markowa (Twierdzenia 4-6) sa gléwnymi wynikami
matematycznymi rozprawy.

Nastepnie autor przeprowadza symulacje proceséw stochastycznych algorytmem Gillespiego.
To jest cze$¢ interesujaca biologéw. Mozemy zobaczy¢ czasowe trajektorie poziomu
inhibitoréw i enzymow oraz czasteczek pre-mRNA, mRNA i biatek, oraz estymacjg
rozktadéw stacjonarnych. W tréjfazowym (tréjwymiarowym) modelu ekspresji genéw

z auto-aktywacja autor pokazat, ze dla odpowiedniego doboru parametréw reakcji
biochemicznych, uktad staje sie bistabilny (stacjonarny rozktad prawdopodobienstwa jest
bimodalny) a dla modelu z auto-represja pojawia si¢ cykl graniczny. Jak wiemy, cykl
graniczny nie moze si¢ pojawi¢ w uktadach dwuwymiarowych. Wykazanie jego istnienia

w modelu tréjwymiarowym jest bardzo waznym wynikiem, niezwykle interesujacym

z punktu widzenia biologii.



Dodatkowo, w celu zbadania wptywu czynnikéw transkrypcyjnych (czynnikéw pod
wptywem ktérych gen przetacza si¢ pomigdzy stanem aktywnym i nieaktywnym) autor
rozprawy (ze wspétpracownikami) stworzyl przydatne narzedzia bioinformatyczne.

Tak wiec widzimy, ze rozprawa doktorska Andrzeja Tomskiego zawiera $ciSle powiazane ze

soba cze$ci matematyczne, biologiczne i informatyczne. Kazda z nich z osobna zastuguje na

uznanie a razem tworza rozprawe, ktéra zdecydowanie spetnia wymogi stawiane rozprawom
doktorskim z matematyki.

Swoje uwagi krytyczne chciatbym podzieli¢ na te odnoszace si¢ do metodologii i konstrukeji
modeléw i na uwagi redakcyjne.

Uwagi metodologiczne

1.

Kawatkami deterministyczne procesy Markowa (PDMP) sa modelami przyblizonymi
catkowicie stochastycznych modeli, gdzie wszystkie reakcje opisuje si¢ skokowymi
procesami Markowa. W PDMP przyjmuje sig, Ze dla uktadéw z odpowiednio duza
liczba czastek, mozna zaniedbaé efekty stochastyczne zwiazane z ich produkcja 1
degradacja. Stosowalno$§¢é PDMP w opisie konkretnych proceséw biologicznych
zalezy od parametréw modelu. Autor nigdzie o tym nie pisze. W tym kontekscie
ciekawe byloby sprawdzenie czy w petnych stochastycznych uktadach
tréjwymiarowych nadal moga wystapi¢ bistabilnosci i cykle graniczne.

Nie mozemy sprawdzaé poprawnosci teoretycznych wynikéw (jak to w wielu
miejscach pisze autor) czyli prawdziwo$ci udowodnionych twierdzefi symulacjami
komputerowymi. Mozemy natomiast przeprowadzi¢ symulacj¢ komputerowa petnego
uktadu stochastycznego i sprawdzi¢ w ten sposéb poprawno$¢ przyblizenia PDMP.
W opisie modelu inhibicji enzyméw, autor pisze na stronie 19-tej, ze inhibitor
przytacza sie do enzymu (patrz réwniez Rys. 4) a nastepnie na stronie 20-tej, ze
stezenie substancji zewnetrznej gra rolg inhibitora i wptywa negatywnie na tempo
produkcji enzymu. To sa dwa r6zne mechanizmy biologiczne i dwa rézne modele
matematyczne. Jest to mylace i nie wiemy co tak naprawde modeluje autor. Nastgpnie
autor pisze, ze inhibitor przechodzi w sposéb losowy miedzy stanem aktywnosci

i nieaktywnos$ci. Autor nie objasnia jakie sa biologiczne podstawy takiego
przetaczania i dlaczego intensywno$ci przetaczen zaleza od koncentracji zar6wno
inhibitoréw jak i enzyméw. W (20) sktadnik degradacyjny enzymu zalezy od
koncentracji inhibitoréw ale juz nie od koncentracji enzyméw, dlaczego w (20)

nie mamy wyrazenia typu X;* X, ? Nawiasem moéwiac nie mamy tu inhibitoréw
aktywnych lub nieaktywnych tylko gen produkujacy inhibitory jest aktywny albo
nieaktywny. Model (19) jest bardzo niejasno opisany.

W (25) autor wprowadza ale nie wyprowadza rOwnania, ktére nazywa rownaniami
Fokkera-Plancka. Réwnania FP zawieraja tradycyjnie drugie pochodne. Przydataby
si¢ tutaj jakas dyskusja.

Symulacje w II1.4 przeprowadzone sa tylko dla jednego zestawu statych
intensywnosci przetaczania. To jest bardzo specyficzny przykiad modelu bez
jakiejkolwiek samoregulacji, w ktérym nota bene mozna policzy¢ wszystkie momenty



rozktadu stacjonarnego dla petnego modelu stochastycznego. Szkoda, ze autor nie
wykonat bardziej systematycznych symulacji.

6. W modelu ekspresji genu, dla statych intensywnosci przetaczania genu mozna
policzy¢ $cile wszystkie momenty rozktadu stacjonarnego, nie tylko wartosci
oczekiwane, o ktérych na stronie 41 pisze autor, nie precyzuje jednak jak to mozna
zrobi¢. Autor twierdzi na stronie 42, ze warto$ci oczekiwane oscyluja w czasie,
ale chyba nie dla statych intensywno$ci przetaczania?

7. Cykl graniczny pojawia sie dla modelu z represja (Rys. 27). Czy dla jego pojawienia
sie konieczna jest 10-ta potega koncentracji biatka w funkcji intensywnosci
wyltaczania genu?

Uwagi redakcyjne

1. Na stronie 8, punkt w przestrzeni d-wymiarowej ma d+1 wspétrzednych, warunek
poczatkowy zostat tam wklejony.

2. Na stronie 10 mamy ,,funkcja intensywnos$ci przejécia i funkcja prawdopodobiefistwa
przejécia”, czy w tym drugim przypadku chodzi o rozktad czaséw oczekiwania?

3. W (14-15) zamiast p powinno by¢ h.

4. W Twierdzeniu 3 pojawia si¢ tajemnicze C.

5. Na stronie 16 (i w innych miejscach tez) X, i X, zamieniaja si¢ nagle w x i y.
6. NaRys. 2 wystepuja niecopisane E'i E .

7. Na stronie 19, metody z [8] nie moga by¢ zastosowane w [10], chyba Ze odwrdcimy
strzatke czasu.

8. W (19) zamiast y pojawia sig .

9. NaRys. 15, rozktad brzegowy to chyba raczej rozktad stacjonarny i wtedy nie
powinni§my mie¢ t w argumencie ?

10. Na Rys. 16, strzatka autoregulacyjna oznacza aktywacje, brak strzatki represyjne;j.

Uwazam, ze wyniki uzyskane w rozprawie s bardzo wazne, zawiera ona oryginalne
rozwiazanie kilku matematycznych probleméw. Wyniki sa bardzo interesujace z
biologicznego punktu widzenia. Zostaly zamieszczone w 4 publikacjach. Rozprawa wypeinia
wszelkie wymogi stawiane rozprawom doktorskim z matematyki. Wnioskuj¢ o dopuszczenie
mgra Andrzeja Tomskiego do dalszych etapéw przewodu doktorskiego.

prof. dr hab. Jacek Migkisz
Instytut Matematyki Stosowanej i Mechaniki
Uniwersytet Warszawski
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Warszawa, 2 grudnia 2015
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