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1 Ogoélna charakterystyka wynikow

Rozprawa doktorska pana magistra Andrzeja Tomskiego nosi tytul ,Kawatka-
mi deterministyczne procesy Markowa w wybranych modelach biologicznych”
i zostata napisana pod kierunkiem prof. dr. hab. Ryszarda Rudnickiego. Autor
poswiecil ja dwom matematycznym modelom proceséw biologicznych, w ktérych
wazna, role odgrywa losowo§é: inhibicji enzymow i ekspresji genow, a gléwnym
wynikiem jest asymptotyczna stabilnosé polgrup operatoréow Markowa opisu-
jacych dynamike rozkladow procesow stochastycznych wystepujacych w tych
modelach. Innymi stowy, Autor dowodzi, ze dla kazdego z tych modeli istnieje
niezmiennicza gestosé rozkladu procesu i ze wraz z rosngcym czasem przybli-
zajg sie do niej rozklady przejsciowe (w sensie zbieznosci w przestrzeni funkceji
calkowalnych), niezaleznie od tego, jaki byl rozklad poczatkowy, o ile tylko byt
on absolutnie ciagty wzgledem miary Lebesgue’a na pewnym podzbiorze prze-
strzeni euklidesowe;j. .

Inicjatorem badan nad asymptotyczng stabilnoscia potgrup operatoréw
W wyzej opisanym sensie i autorem pierwszych glebokich twierdzeri byl nie-
odzatowany Profesor Andrzej Lasota, a prof. Rudnicki jest jednym z najwaz-
niejszych kontynuatoréw tej tematyki. Jego ostatnie wyniki dotyczace tak zwa-
nych potgrup czesciowo jadrowych (albo ,czesciowo catkowych”) pozwalaja, przy
pewnych dodatkowych zalozeniach, uzyskaé¢ asymptotyczng stabilnosé, o ile tyl-
ko wykluczy sie, lezace w pewnym sensie na drugim koricu spektrum, zjawi-
sko wymiatania. (Z powodéw historycznych dychotomie ,albo wymiatanie, albo
asymptotyczna stabilnogé” zwyklo sie nazywaé Alternatyws Foguela). W ciagu



ostatnich kilku lat prof. Rudnicki rozwinat tez dosé¢ szczegolne techniki pozwala-
jace stosowaé wspomniane wyzej abstrakcyjne twierdzenia do pélgrup opisuja-
cych tak zwane kawaltkami deterministyczne procesy Markowa — dosé obszerna
klase proceséw stochastycznych, nad ktorymi, jak sie wydaje, pochylit sie ja-
ko pierwszy w systematyczny sposéb M. H. A. Davis w latach osiemdziesigtych
ubiegtego wieku, a w ktore zaskakujaco obfitujag modele matematyki stosowane;.
W szczegdlnosci prof. Rudnicki zastapit, doéé trudne do sprawdzenia w praktyce
zalozenie ograniczenia gestosci przejsciowych od dotu, naturalnym warunkiem
typu Hormandera, wyrazajacym sie w jezyku nawiasoéw Liego pol wektorowych,
charakteryzujacych deterministyczng czeéé procesu, co znakomicie uproscito do-
wody asymptotycznej stabilnosci.

Tak przygotowane, stosunkowo nowe i do§é¢ wyrafinowane narzedzia badaw-
cze opanowal p. mgr Tomski, ktéry po prof. prof. Lasocie i Rudnickim odziedzi-
czyl zar6wno zamitowanie do teorii pétgrup operatoréw jak i do modelowania
proceséw biologicznych. Pierwszym osiagnieciem jego rozprawy jest stworzenie
i analiza stochastycznego modelu inhibicji enzyméw, w ktérym gtowng role od-
grywa oczywiscie pewien kawaltkami deterministyczny proces Markowa. Autor
pokazuje, ze rozwinieta przez prof. Rudnickiego teoria pozwala dosé¢ tatwo na
wnioski dotyczace asymptotycznej stabilnodci zwiazanej z tym procesem potgru-
py. Pewien pozornie drobny szczegét struktury modelu nie pozwala przy tym na
rachunki zupelnie bezrefleksyjne — jesli jeden z parametréw modelu przekracza
warto$¢ graniczna, to pole wektorowe charakteryzujace deterministyczng, czesé
procesu przestaje by¢ gtadkie i warunek Hérmandera traci sens. Na szczescie, jak
pokazuje Autor, trudnosé te da sie omingé dzieki temu, ze przynajmniej jedno
z pol wektorowych wyprowadza trajektorie zaczynajace sie w newralgicznych,
osobliwych obszarach w rejony, gdzie prawdziwosci oszacowan od dotu dowodzi
sie sprawdzonymi wcze$niej metodami.

Druga czes$¢ rozprawy poswiecona jest modelowi ekspresji genéw. Warto tu
podkresli¢, ze jego pierwotna wersje stworzyli prof. dr hab. Tomasz Lipniacki i je-
go wspolpracownicy i ze wystepujacy w niej proces byl pierwszym przykladem
procesu kawatkami deterministycznego, ktérym zainteresowat sie prof. Rudnicki.
W tym sensie jest wiec ona archetypem tego typu proceséw dla calej istniejacej
dzi§ teorii. Techniki rozwiniete przez promotora od czasu pierwszej publikacji
na jej temat pozwalaja dzi§ na znacznie sprawniejsze sprawdzenie warunkow
gwarantujacych asymptotyczna stabilno§é odpowiednich poétgrup. Dzieki temu
mozliwe jest tez badanie opisanego w pracy modelu zmodyfikowanego, rozsze-
rzonego, w ktérym pojawia sie dodatkowe medium posredniczace w przeplywie
informacji — tzw. preemRNA (w oryginale jego role zaniedbano i ograniczono sie
do badania oddzialtywania pary mRNA-biatko) i dow6d asymptotycznej stabil-
nosci takze w tym przypadku.

Wprowadzenie dodatkowego elementu oczywiscie utrudnito analize; w szcze-
golnosci kluczowego dla analizy zbioru (stochastycznego atraktora procesu) szu-
kaé trzeba bylo wsrod zbiordéw tréj- a nie dwuwymiarowych; decydujacym kro-
kiem byt — po trosze narzucajacy sie — proces diagonalizacji uktadu. W tym kon-
tekscie dosé zaskakujace jest to, ze zbior ten dalo sie opisaé¢ w jawny, analityczny
sposob — to tez niewatpliwie jedno z osiggnie¢ rozprawy. I trudno powiedzieé,



czy jego zgrabna, symetryczna postaé¢ to skutek inherentnej symetrii procesow
biologicznych, czy tez tylko symetrii narzuconej przez model. Moze natomiast
troche szkoda, ze Autor nie poswiecil wiecej czasu, poza kilkoma symulacja-
mi, ktérych wyniki zilustrowano rysunkami, innym efektom, ktore wywotalo
wprowadzenie nowego elementu do modelu — takim jak mozliwos¢ pojawienia
sie stabilnych rozkladéw bimodalnych. Byé moze jednak narzedzia badawcze,
ktérymi dysponowal, nie pozwalaja na zdobywanie tego typu informacji (zob.
nizej).

Na zakoriczenie stwierdzi¢ nalezy, ze charakterystyka wynikéw rozprawy nie
bylaby petna bez informacji o jej biologicznych inspiracjach. Ot6z oba modele
w niej rozwazane pochodza z niezwykle burzliwie rozwijajacej sie¢ w ostatnich
latach teorii ciezek sygnalowych, ktéra mozna by — zamykajac oczy na jej multi-
dyscyplinarny charakter — uznaé za czesé nowoczesnej biologii molekularnej. Ta
tworzona na naszych oczach piekna dziedzina wiedzy stawia przed parajacymi
sie nig naukowcami: biologami, fizykami, chemikami, statystykami, informaty-
kami i po trosze matematykami, wyzwania, ktérym — w moim przekonaniu —
tradycyjna matematyka jest w stanie stawi¢ czota w stopniu niewielkim. Tak
niewielkim, Ze matematyczne wyniki rzadko znajduja oddzwiek w kotach biolo-
gicznych. Cho¢ bardzo czesto wyzwania te, odarte z szat biologicznych, okazuja
sie mie¢ czysto matematyczny charakter. Dobrze wiec, ze sa tez i prace, takie
jak rozprawa mgra Tomskiego, w ktorych matematyk potrafi analitycznie po-
twierdzié choé czeéé hipotez i intuicji rozwijanych w innych dziedzinach nauki.
Innymi slowy, oprécz czysto matematycznych aspektéw pracy warto rozwazyc
tez materie, z ktoéra mial do czynienia Autor — materie wazka i trudng, z ktérg
parajg sie takze nie-matematycy, i docenic role, choé¢by indywidualnie niewielka,
jaka tego typu wyniki maja w zasypywaniu przepasci oddzielajacej matematyke,
nawet stosowang, od wspolczesnej biologii.

2 Uwagi krytyczne

Po konsultacji z prof. dr hab. Tomaszem Lipniackim, uznawanym na $wiecie
specjalistg w dziedzinie sciezek sygnalowych, zauwazam, ze czynnik

a1x2

wystepujacy w drugiej linijce kluczowego dla modelu inhibicji wzoru (20) jest
nieuzasadniony, niezgodny z intuicja. Nie ma mianowicie powodu, by przypusz-
czaé, ze gdy ilo$é molekul enzymu (z1) jest mala, a inhibitora (z2) duza, ta
pierwsza bedzie male¢ z intensywnoscia wprost proporcjonalng do zo. Znacznie
bardziej uzasadniona byltaby na przyktad postaé

min(agz1, a1%2).

Tak zmodyfikowany model bylby bardziej interesujacy dla biologa, a prowadzil-
by do podobnych probleméw technicznych i réwnie ciekawej matematyki, gdyz
tu takze pole wektorowe charakteryzujace dynamike procesu miedzy losowymi
momentami skokéw nie bytoby gladkie.



Szkoda tez, ze Autor nie podal ksztaltu réwnania wyjsciowego dla modelu
inhibicji, przed zmiang zmiennych, w ktorym state A, As,d; 1 do maja jasng
interpretacje, oraz zwigzkéw miedzy nimi a stalymi a; i ae. To pozwolitoby
przettumaczy¢ wyniki matematyczne na jezyk biologii.

Chciatbym tez skonstatowaé, ze kandydat do stopnia doktora — choé¢ zda-
je sie rozumie¢ matematyczna strukture modelu — raczej stabo postuguje sie
biologiczng, terminologia fachowa. Na przyktad wbhrew temu, co pisze na stro-
nie 15, aktywacja, transkrypcja i translacja nie sa etapami dojrzewania genu,
lecz jego ekspresji. Sformutowanie zas ,inhibitor przetacza sie miedzy stanami
aktywnodci” (str. 21) trzeba uznaé za wyjatkowo niefortunny skrot myslowy:
to nie inhibitor, lecz odpowiedzialny za jego produkcje gen moze byé aktywny
lub nieaktywny. Nie mozna tez pisa¢ ,both the inhibitor and the enzyme un-
derlie (sic!) self-apoptosis” (str. 300 w artykule [72], ktory stanowi podstawe
rozprawy), gdyz apoptoza to termin opisujacy $mier¢ calej komorki.

Stabo wypadaja takze niektoére rozwazania matematyczne. Autor korzysta
z zaawansowanej teorii, wiec — zupelnie stusznie — przedstawia jej podstawy
do$¢ skrotowo, omawia takze po krétce niektére wazne rozumowania, w tym
konstrukcje potgrupy opisujacej dynamike rozktadéw interesujacego go procesu.
Robi to jednak tak nieumiejetnie, ze czytelnikowi trudno jest zrozumieé¢ czemu
stuza kolejne kroki; dopiero lektura oryginalnego artykultu (w tym wypadku mo-
jego wlasnego) wyjasnia watpliwosci. Pozostaje wiec ogblne wrazenie, ze Autor
niezbyt wprawnie porusza sie w meandrach teorii, ktérg stosuje.

Sytuacje pogarsza jeszcze ogbélny balagan notacyjny oraz brak dbatosci o je-
zyk 1 sposob prezentacji gtéwnych wynikéw. Musze przyznaé, ze sam interesu-
jacy zamyst pracy i jej klarowny plan sprawity, iz siadatem do lektury z duzymi
oczekiwaniami. I bardzo szybko sie zawiodtem.

e To chyba, niestety, szerszy trend: doktorant ma wyrazne klopoty z umie-
jetnym postugiwaniem sie jezykiem polskim. Swiadezy o tym chociazby
fakt, ze pisze on konsekwentnie o poétgrupach ,czesciowo-catkowych” za-
miast ,czesciowo catkowych”, tak jakby pojecie to miato byé¢ analogiczne
do ,rézowo-niebieskiej” koszulki. Co gorsza, rozprawa pelna jest niezgrab-
nosci stylistycznych, a zdania formulowane sg tak niefortunnie i stabo po-
taczone ze soba, ze my$l Autora trzeba raczej odgadywaé niz jg odczytac.
A juz wyrazenie myséli dtuzszej, bardziej skomplikowanej jest dla Autora
zadaniem ponad sity. Widaé to we wszystkich fragmentach tekstu, ktore
gramatycznie sg zlozone bardziej niz zdanie ,Jesli ..., to ... ”; apogeum

nieporadnosci stylistycznej to chyba strona 21. Mysli, ze tekst rozdzia-

tu trzeciego nie zostal napisany po polsku lecz, jak dowodzi lektura [72],

w duzej mierze przetlumaczony z ww. artykulu kandydata, z zachowa-

niem angielskiej, zupelnie obcej naszemu jezykowi interpunkcji, nie bede

rozwijal.

Pozwalam sobie na te, przyznaje nieco zbyt emocjonalng uwage, nie
dlatego, by kandydata pognebi¢, lecz by w pewnym stopniu wyzalié sie,
ze z powodu kolejnych skutecznych reform naszej edukacji, coraz rzadziej



zdarza mi sie czytaé ciekawe rozprawy matematyczne napisane sensownie
po polsku. Ale to juz na pewno nie jest wina p. mgr. Tomskiego.

Zdecydowanie mozna jednak zarzuci¢ Autorowi kompletny batagan nota-
cyjny i pojeciowy oraz sporg liczbe drobnych bledow, ktoére trzeba byto
poprawié przy korekcie. Na przyktad, na stronie 8 pisze on, ze z, ktéry
ma d + 1 wspotrzednych jest elementem R? i uzywa jednej i tej samej
litery, to znaczy X, na oznaczenie zaréwno przestrzeni topologicznej jak
i procesu stochastycznego. Natomiast T jest tu — zupelnie w pracy niepo-
trzebnym - zbiorem abstrakcyjnym, ktory za chwile zmienia si¢ w p6los
dodatnia, a nastepnie przeistacza w liczbe T' > 0. By bylo zabawniej, T;
beds za chwile zmiennymi losowymi. I to wszystko oczywiscie z peilnego
zaskoczenia. Podobng rozrywke Autor funduje czytelnikowi na stronie 28,
gdzie najpierw dowodzi istnienia pewnego deterministycznego czasu t¥,
w ktorym wszystkie trajektorie procesu zaczynajace sie¢ w pewnym obsza-
rze docieraja do stochastycznego atraktora, a nastepnie uzywa tego faktu,
by pokazaé, ze proces jest dobrze zdefiniowany na calej osi rzeczywistej
(innymi stowy, ze nie wystepuje zjawisko tak zwanej ,eksplozji”). Konia z
rzedem jednak temu, ktéry szybko domysli sie, ze wystepujaca w gaszczu
réznych obiektéw nasza stara dobra znajoma, litera T' oznacza wczesnie]
zdefiniowane t*. Z kolei na stronie 10 Autor przyjmuje, ze I = {1, ...,k}, a
zaraz potem pisze, iz w szczegdlnym przypadku I = {0,1}. Na stronie 14
znajdujemy tez definicje nawiasu Liego, w ktorej czytamy o gtadkich po-
lach wektorowych ,na rozmaitosci M na R® — pal licho, Ze ta rozmaitosé
jest tu potrzebna jak pigte koto u wozu, ale c6z to takiego ,rozmaitosé na
R%7?

Listy wszystkich tego typu kwiatkéw nie ma chyba sensu przedstawiac,
ale moze warto wspomnieé, ze 7’ raz oznaczaja potpotoki, a raz odpowia-
dajace im pola wektorowe, ktore z kolei w innych miejscach oznaczane sg
F;, a w jeszcze innych a lub b. No i na koniec: omawiajac proces inhibicji,
Autor pisze ,caly ten schemat zostal zilustrowany na rysunku (5)” (nie
wiadomo, dlaczego w calej pracy numery rysunkow i twierdzeri pisane sg
w takich wlasnie nawiasach). Wszystko si¢ zgadza, tylko na rysunku tym
wystepujg zupelnie inne state niz w tekscie. I badz tu cztowieku madry.

Nie widze wreszcie zadnego usprawiedliwienia dla faktu, ze w pracy caly
szereg linii nie zostal wyréwnany do prawej strony, ze — innymi stowy —
niektére wyrazy wychodza na margines. O tego typu bledach informuje
przeciez uzywany do sktadu pracy LaTeX. Komputer ponadto musial sy-
gnalizowaé¢ Autorowi liczne litero6wki. Skutkiem zaniedbania Autora praca,
choé¢ drukowana byta jednostronnie, numerowana jest tez na przemian po
stronie lewej i prawej.



3 Konkluzja

Niezaleznie od uchybien, o ktérych pisze wyzej, jestem w pelni przekonany,
ze p. mgr Tomski spelnil wszystkie warunki okre§lone w artykule 13 ustawy
o stopniach naukowych i tytule naukowym i zastuguje na stopieni doktora. Mysle,
ze biorac.pod uwage wszystkie za i przeciw omoéwione wyzej, z czystym sercem
moge postawié¢ rozprawie umowna, ale mocng czworke, bo wiem, ze nie jest to
czwoérka z polskiego.
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