Sylwester Zajac - streszczenie pracy doktorskiej

Moja praca doktorska nosi tytul ,Geometryczna teoria funkcji w wypuklych obsza-
rach tubowych i w dynamice operatorowe]”. Zajmuje si¢ w niej nastepujagcymi dwoma
zagadnieniami: ,Geodezyjne zespolone w wypuklych obszarach tubowych” (rozdzial 1)
oraz ,Operatory kompozycji na rozmaitodciach Steina” (rozdziat 2). Rozdzial 1 bazuje
na wynikach przedstawionych w artykutach [Zajlda] oraz [Zajl4b], natomiast rozdziat 2
oparty jest na wynikach zawartych w artykule [Zaj12].

W pierwszym rozdziale zajmuje sie badaniem wypuklych obszaréw tubowych z punk-
tu widzenia geometrycznej teorii funkeji. Obszary tubowe w C" to zbiory postaci D =
Q+iR", gdzie Q jest obszarem w R™. Moje rozwazania dotycza geodezyjnych zespolonych
w takich obszarach, tj. takich odwzorowan holomorficznych ¢ : D — D, dla ktérych
istnieje lewa odwrotna, czyli funkcja holomorficzna f : D — D taka, ze f(@(N)) = A
dla A € D (przez D oznaczamy tutaj dysk jednostkowy w C). Geodezyjne zespolone
sg fundamentalnymi obiektami badaf w analizie zespolonej. Twierdzenie Lemperta, be-
dace jednym z najwazniejszych wynikéw w tej dziedzinie, zwigzane jest wlasnie z tym
pojeciem: méwi ono, ze w wypuklym obszarze w C", nie zawierajacym afinicznych pro-
stych zespolonych, przez dowolne dwa punkty przechodzi pewna geodezyjna zespolona.
Jego konsekwencja jest réwnosé wszystkich odlegtosci holomorficznie niezmienniczych w
obszarach wypuktych.

Gléwnym wynikiem pierwszego rozdzialu mojej pracy jest warunek réwnowazny na
to, aby odwzorowanie holomorficzne ¢ byto geodezyjna zespolong dla wypuktego obszaru
tubowego D. Punktem wyjécia dla moich rozwazan byt znany juz od dawna warunek réw-
nowazny na geodezyjne zespolone w ograniczonych obszarach wypuktych w C", autorstwa
H. L. Roydena i P. M. Wonga [Roy-Won]|. Zaréwno w jego dowodzie, jaki i zastosowaniu,
w sposob istotny korzystano z ograniczonoéci obszaru D pociggajacej za sobg ograniczo-
noéé odwzorowan ¢ : D — D. Wspomniany warunek dawal bardzo duzo informacji o tzw.
granicach radialnych geodezyinej zespolonej ¢ (niejednokrotnie pozwalajac na doktadne
ich wyznaczenie), ktére z kolei wyznaczaly te¢ geodezyjng jednoznacznie, w czym znow
istotng role odgrywala jej ograniczono$é. Przy probie przejécia z wypuktych obszaréw
ograniczonych na wypukte obszary tubowe (a wiec nieograniczone) pojawialy sie jednak
niematle trudnosci, zaréwno z samym dowodem warunku, jak i z tym, ze w tej sytuacji nie-
ograniczono$é¢ ewentualnych geodezyjnych sprawiala, iz nawet wyznaczenie ich wartosci
radialnych nie dawalo o nich samych zbyt wiele informacji. Méj pomyst polegat na tym,
aby wartosci radialne zastapié przez tzw. miary graniczne odwzorowan holomorficznych.
Jezeli dany wypukly obszar tubowy D nie zawiera prostych zespolonych (zawsze mozli-
we jest zawezenie rozwazan do takich obszaréw), to kazde odwzorowanie holomorficzne
¢ : D — D ma miare graniczng i, co jest bardzo wazne, miara ta wyznacza odwzorowa-
nie ¢ jednoznacznie z dokladnodcig do statej urojonej. Okazato sig, ze przy uzyciu miar
granicznych nie tylko jest mozliwe sformutowanie (w jezyku teorii miary) warunku row-
nowaznego na geodezyjng zespolong w wypukltym obszarze tubowym przypominajacego
warunek znany z obszaréw ograniczonych, ale dodatkowo warunek ten jest bardzo uzy-
teczny przy wyznaczaniu doktadnych wzoréw na wszystkie geodezyjne zespolone w duzej
klasie wypuktych obszaréw tubowych w C". Korzystajac z uzyskanego w ten sposob twier-
dzenia, w mojej pracy doktorskiej wyznaczam doktadne wzory na geodezyjne zespolone
w tych obszarach tubowych w C®, ktére przez odwzorowanie (z1,. .., 2,) — (€%, ... Le7)
nakrywaja pelne, ograniczone i pseudowypukte obszary Reinhardta z usunigtymi osiami.
Otrzymane formuly wykorzystuje nastepnie do wyznaczenia wzoréw na odwzorowania



ekstremalne dla funkcji Lemperta i pseudometryki Kobayashi’ego-Roydena w peinych,
ograniczonych i pseudowypuklych obszarach Reinhardta w C2.

W drugim rozdziale mojej pracy doktorskiej zajmuje si¢ operatorami kompozycji (skia-
dania) na przestrzeniach O(2) funkcji analitycznych na spéjnej rozmaitosdci Steina €2,
wyposazonych w standardows topologie zbieznosci niemal jednostajnej. Jezeli ¢ : 2 —
jest odwzorowaniem holomorficznym, to operatorem kompozycji zadanym przez ¢ nazy-
wamy operator C, : O(Q) 3 f — foyp € O(). Rozwazana tematyka lezy na pograniczu
analizy zespolonej i analizy funkcjonalnej, jednak metody, jakie stosuje si¢ do jej zgtebia-
nia, pochodzg juz w duzej mierze z analizy zespolone;].

Moje badania skupiajg sie na pojeciu hipercyklicznosci operatora Cy, tj. posiadaniu
przez niego gestej orbity. Zagadnienie to byto juz rozwazane zaréwno w przypadku jed-
nowymiarowym, gdy Q jest obszarem na plaszczyZnie zespolonej ([Gro-Mor]), jak i wie-
lowymiarowym, dla pewnych bardzo szczegdlnych obszaréw 2 lub odwzorowan ¢ (np.
[Ber]). Sposréd znanych wynikéw warto wspomnie¢ tu przede wszystkim o tych uzyska-
nych przez K. Grosse-Erdmana i R. Mortiniego w publikacji [Gro-Mor], ktérzy w jedne;
ze swoich prac rozwazali sytuacje jednowymiarows i podali (dla ogdlniejszego problemu)
warunek réwnowazny (dotyczacy ¢ i §2) na to, aby operator C, byl hipercykliczny. W
drugim rozdziale mojej pracy badam hipercyklicznos¢ C, dla dowolnej N-wymiarowe],
spojnej rozmaitosci Steina Q i dowolnego odwzorowania holomorficznego ¢ : 2 — L.
Gléwnym twierdzeniem, jakie tam udowadniam, jest warunek réwnowazny na hipercy-
klicznoéé, dotyczacy odwzorowania ¢ i rozmaitosei €2 1 wyrazony w jezyku tzw. otoczek
holomorficznych zbioréw zwartych. Chociaz stosowane przeze mnie metody sa dos¢ po-
dobne do tych z pracy K. Grosse-Erdmanna i R. Mortiniego, to jednak otrzymany waru-
nek znaczaco sie rézni od tego uzyskanego przez nich dla obszaréw jednowymiarowych.
W mojej pracy uzyskuje tez pewne wnioski ze wspomnianego twierdzenia. Przyktadowo,
pokazuje, ze gdy rozmaitosé € jest c-skoriczenie zwarta, to wspomniany warunek réwno-
wazny daje sie uprosci¢ do postaci takiej, jaka wystepuje w sytuacji jednowymiarowej,
a kazdy hipercykliczny operator C,, jest automatycznie dziedzicznie hipercykliczny (cow
ogdlnodei jest wlasnoscia duzo mocniejsza).
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