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Nini¢jsza rozprawa doktorska ma na celu zaprezentowanie nowej teorii dotyczacej entropil,
a takze przedstawienie zastosowan entropii w problemach kodowania i klastrowania danych

(analizy skupierl). Na rozprawe skladaja si¢ nastgpujace artykuly naukowe:

(1] Marek Smieja, Jacek Tabor, ., Entropy of the mixture of sources and entropy dimension”,
IEEE Transactions on Information Theory, 58/5, pp. 2719-2728, 2012 (impact factor:
2,621, punkty MNiSW: 45),

[II] Marek Smieja, ,Weighted approach to general entropy function”, IMA Journal of
Mathematical Control and Information, doi: 10.1093/imamci/dnt044, pp. 13, 2014 (impact
factor: 0,741, punkty MNiSW: 20),

[II1] Marek Smieja, Jacek Tabor, , Rényi entropy dimension of the mixture of measures”,
prayjete do Proceedings of Science and Information Conference SAI 2014, pp. 5, 2014
(praca konferencyjna),

[IV] Marek Smieja, Dawid Warszycki, Jacek Tabor, Andrzej Bojarski, ,,Asymmetric Clustering
Index in a case study of 5-HT, 4 receptor ligands”, przyjete do PLoS ONE, pp. 13, 2014
(impact factor: 3,73, punkty MNiSW: 40),

[V] Marek .ff?zieja, Jacek Tabor, ,,Image segmentation with use of cross-entropy clustering”,
Proceedings of the Sth International Conference on Computer Recognition Systems CORES
2013, pp. 403-409, 2013 (praca konferencyjna).

Pierwsze trzy prace stanowia teoretyczng cze$é rozprawy, natomiast dwie ostatnie czeSC
poswigcong zastosowaniom. W kazdej z tych dwéch czgsci prace uporzadkowane sg wzgledem
ich waznosci.

Czgs¢ teoretyczna rozprawy dotyczy pojecia entropii opisujgcego statystyczng iloSC
pamigci potrzebnej na zapis dowolnego elementu danych z zadanym maksymalnym bigdem.
Najwazniejszym wynikiem tej czedci rozprawy jest opracowana nowa definicja entropii
wazongj [I, Definition I1.4], réwnowazna klasycznej [I, Theorem II.1], ktdérej zastosowanie
pozwolito na oszacowanie entropii i wymiaru entropijnego kombinacji miar [I, Theorem III.1,
Theorem IV.1, Theorem IV.3], [II, Theorem 4.1], [III, Theorem III.1].

Ponizej postaram sig omowic¢ kolejne prace tej czeSci rozprawy. Celem pracy [I] bylo
wykazanie oszacowan na wymiar entropijny kombinacji miar. Narzedziem uzytym do tego celu
stata sig opracowana definicja entropii wazonej, bgdaca pojeciem pokrewnym do wazonych
miar Hausdorffa, ktére wykorzystat migdzy innymi J. D. Howroyd do obliczania wymiaru

Hausdorf{fa iloczynu kartezjanskiego:
dimy (X) + dimg (V) < dimg(X x V).

Zachodzenie powyzszej nieréwnosci przez wiele lat byto waznym problemem otwartym.



Zanim przejdziemy do opisu najwazniejszych rezultatéow pracy [I] konieczne jest
wprowadzenie podstawowych definicji oraz notacji. Podziat ‘P przestrzeni probabilistycznej
(X, 2, ) na parami roztaczne zbiory zadaje stratne kodowanie deterministyczne: punktz € X
zapisujemy kodem stowarzyszonym z jedynym elementem P € P spelniajacym z € P.
Ustalajac mierzalne pokrycie Q przestrzeni X rozwazamy wszystkie mozliwe podzialy P
wpisane w Q, to znaczy spehiajace warunek: dla kazdego P € P istnieje () € Q takie,
ze P C Q. Operujac jezykiem kodowania, pokrycie @ definiuje maksymalny btad jaki
mozemy popelni¢ w kodowaniu stratnym — podziat P musi by¢ akceptowalny przez to pokrycie
(méwimy ze P jest Q-akceptowalny, co zapisujemy P < Q).

Powyzsze rozumowanie prowadzi do dwdch podstawowych wersji definicji entropii

Shannona: dla podziatu P entropia Shannona jest zdefiniowana jako:

h(p; P) = Z 1(P)log pu(P),

PeP

natomiast dla pokrycia @ mamy:
H(p; Q) := inf{h(x; P) : P jest przeliczalnym podziatem X takim, ze P < Q}.

Wielkos$¢ H (p; Q) nawiazuje do entropii rozwazanej przez A. Rényiego w definicji wymiaru
entropijnego oraz e-entropii opracowanej przez E. C. Posnera, z tym ze jest okreslona na ogolnej
przestrzeni probabilistycznej (niekoniecznie metrycznej).

Proponowane wazone podejscie, zamiast podziatu P, dopasowuje odpowiedni cigg miar
(vg)oeo do ustalonego pokrycia Q. W szczegdlnosci wymagane jest, aby z kazdym elementem

() € Q stowarzyszona byla miara v/ spehiajgca

re(X\ Q) = 0. Q)]

Ponadto, suma tych miar powinna odzwierciedla¢ miare wyj$ciowa, to znaczy

S ve=p ©)

Qe

Nawigzujac do poruszonego problemu kompresji, z kazdym elementem ) € < mozemy
zwigzaé ustalony kod. Miara v okresla prawdopodobienstwo z jakim element x zostanie
zakodowany kodem stowarzyszonym z (). W odréznieniu od kodowania deterministycznego
tym razem dopuszczamy losowos§¢ w sposobie kodowania — element moze zosta¢ zakodowany
kodem zadanym przez dowolne (), a miara v definiuje prawdopodobiefistwo wystapienia tego
kodu.



Wazong entropi¢ Shannona dla ciggu miar (g )geo oraz dla pokrycia @ definiujemy jako:

I (155 (Vg)qee) = — Y, vo(X) logrg(X),
Qe

Hy (w; Q) = inf{h(y; (vg)geo) : (vg)geo spetniajacy (1)1 (2)}.

Najistotniejszy rezultat pracy [I] opisany jest w ponizszym twierdzeniu:

ROWNOWAZNOSC ENTROPII [I, THEOREM I1.1]. Entropia wazona jest réwnowazina

klasycznej, to znaczy dla dowolnego mierzalnego pokrycia Q przestrzeni X zachodzi
H(p; Q) = Hw(; Q).

Wypowiadajac to twierdzenie w jezyku kodowania mozemy orzec, ze dla kazdego kodowania
niedeterministycznego istnieje kodowanie deterministyczne o tej samej entropii i odwrotnie.

Podobnie jak J. D. Howroyd dzigki zastosowaniu wazonych miar Hausdorffa wykorzystat
narzedzia analizy funkcjonalnej do wyznaczenia ograniczenia wymiaru Hausdorffa iloczynu
kartezjaniskiego przestrzeni metrycznych, entropia wazona umozliwita wykorzystanie
przestrzeni wektorowej funkcji do obliczania entropii (a w dalszej kolejnosci wymiaru
entropijnego) mieszaniny Zrodet. W szczegdlnosci wykazana zostata nastepujaca nieréwnosc
[I, Theorem III.1]:

H{aip + agpo; Q) < ay H(pa; Q) + as H(pe; Q) — a1 log ay — as log as, 3)

gdzie aj,ay € (0,1) spelniajg a; + a; = 1, py, po sq miarami probabilistycznymi, a Q
mierzalnym pokryciem. Powyzszy rezultat oznacza w jezyku kodowania, Ze statystyczna
pamigé potrzebna do zakodowania elementu wystanego ze Zrédet polgezonych nie przekracza
pamigci potrzebnej do zakodowania dowolnego elementu algorytmem stowarzyszonym ze
zrodlem skladowym powigkszonej o kod identyfikatora Zrédta (algorytmu kodujacego). W
pracy [I] podany zostat réwniez zachtanny algorytm budujacy kodowanie spehniajace powyzsze
ograniczenie.

Podana nastgpnic zostata formuta na wymiar entropijny wypuklej kombinacji miar [I,
Corollary IV.1]:

dim(ayp + aspe) = ardim(uy) + asdim(ps),

co jest nawigzaniem do wspomnianych waznych wynikéw uzyskanych przez J. D. Howroyda.

Rozwazona zostata takze zalezno$¢ pomigdzy gdérnym wymiarem entropijnym a gornym



wymiarem lokalnym miary (twierdzenie Younga). Uzyskany wynik [I, Theorem IV.3]:

dim(p) < ; D, (z)du(z),
R
stanowi poprawe oszacowania wykazanego przez A. Fan w 2002 roku.

W pracy [II] rozwazony zostal problem réwnowaznej definicji wazonej wersji entropii dla
szerokiej klasy funkcji. Jak wiadomo entropia Shannona okresla w przyblizeniu statystyczna
dtugo$é kodu w przypadku gdy koszt kodowania symbolu jest linowg funkcjg dtugosci kodu.
W przypadku wystgpienia innej zaleznosci pomigdzy kosztem kodowania a dtugo$ciami kodéw
inne funkcje entropii realizujg statystyczny koszt kodowania. L. L. Campbell pokazal, ze w
przypadku gdy koszt kodowania jest wyktadnicza funkcja dtugosci, entropia Rényiego stanowi
dolne ograniczenie kosztu kodowania. Zostaly réwniez wypowiedziane twierdzenia kodowe
dla innych funkcji entropii.

W pracy [II] sformutowany zostat warunek ogdlnej funkcji entropii, ktéry pozawala

okresli¢, kiedy dana funkcja entropii daje si¢ rownowaznie wyrazi¢ w formie wazonej:

ROWNOWAZNOSC ENTROPII [II, THEOREM 3.1]. Majqc dane ciggte funkcje rzeczywiste

I, g, funkcja entropii postaci:

FO 2 9(ulPy)),

PEP
daje sig rownowaznie przedstawic w formie wazonej, jesli zachodzi jeden z ponizszych
warunkow:
— [ jest rosnqca, a g jest subaddytywna i wklesta,

— [ jest malejgca, a g jest superaddytywna i wypukta.

Powyzszy warunek jest spetniony przez najwazniejsze funkcje entropii, takie jak entropia
Shannona, Rényiego oraz Tsallisa. Jako przyktad wykorzystania tego twierdzenia wyznaczone
zostato oszacowanie na entropi¢ Tsallisa HI, o > 0,a # 1, Zrédet potaczonych g, o [I1,
Theorem 4.1]:

HY (aypy + agpa; @) > ay H (115 Q) + ag Hy (a3 Q),
af+ay —1
T =

gdzie ay, as sg nieujemnymi liczbami spetniajacymi a; + a; = 1, a @ mierzalnym pokryciem

HE (aypy + agpig; Q) < a HE (1415 Q) + a HY (193 Q) +

X. Pokazany zostat zwigzek tego wyniku z oszacowaniem uzyskanym dla entropii Shannona
analogicznej kombinacji [I, Theorem III.1].

Praca [III] koncentruje si¢ oszacowaniu wymiaru entropijnego. Wymiar entropijny
(skojarzony z odpowiednig funkcja entropii) opisuje asymptotyczne wilasnoSci entropii w

przestrzeni metrycznej. Doktadniej, okres§la on jak zachowuje si¢ entropia pokrycia rodzing



kul Qs o ustalonym promieniu § > 0 wzgledem logarytmu tego promienia w przypadku
granicznym (gdy promien zmierza do zera):
i
dim(p) = %1:1{1) %’g%}%.
Powyzsza formuta jest dobrze zdefiniowana, jes$li badana granica istnieje. W przeciwnym
przypadku méwimy jedynie o wymiarze dolnym 1 gérnym.

[. Ciszdr podal oszacowanie na entropig Rényiego kombinacji miar dla rzeczywistych
przestrzeni probabilistycznych. Wprost z tego wynika formuta na wymiar entropijny Rényiego
kombinacji. W pracy [III] rozwazony jest analogiczny problem estymacji wymiaru, ale dla
ogdlnych przestrzeni metrycznych.

Przy pomocy wazonej wersji entropii, ktéra to moze zosta¢ réwnowaznie zdefiniowana dla
funkcji entropii Rényiego (jak wynika z [I1]) uzyskujemy oszacowanie na entropi¢ Rényiego
kombinacji miar. Stosujac podobne techniki jak w pracy [I] ten wynik wykorzystujemy do

znalezienia formuty na wymiar entropijny Rényiego kombinacji:

WYMIAR ENTROPIINY KOMBINACII MIAR [III, COROLLARY IIL.1]. Jesli py, j19 majq
wymiary entropijne Rényiego, to kombinacja ayji, + asjio, gdzie ay, a9 € (0,1) oraz

a1 + ag = 1, tez ma wymiar entropijny oraz zachodzi:

max{dimg(p1), dim,(p2)}, dla o € (0, 1),

4
min{dim, (1), dim,(p2)}, dla o € (1, c0). d

dimg, (ay 1 + agpa) = {

Powyzsza formuta jest identyczna z tg wyprowadzong przez 1. Ciszdra, z tym ze zostata ona
formalnie dowiedziona dla ogdlnych przestrzeni metrycznych.

Druga cze§é rozprawy skupia sie na zastosowaniach narzedzi entropijnych w klastrowaniu
danych. Rozwazone w tej czgSci sg dwa problemy — pierwszy dotyczy oceny zgodnosci
uzyskanego podziatu danych z zadanym podziatem referencyjnym, a drugi zastosowania
klastrowania opartego o entropig krzyzowa w segmentacji obrazow.

Praca [IV] rozwaza problem podzialu zwigzkéw chemicznych aktywnych wzgledem
receptora 5-HT;4. Jest to oSrodek odpowiedzialny za regulacje niektérych funkcji uktadu
nerwowego, a zwiazki aktywne stanowig Zrédlo lekéw na choroby tego uktadu. Jedng z
podstawowych metod reprezentacji zwiazkdw chemicznych sg fingerprinty, czyli ciagi binarne.
Kolejne wspdtrzgdne fingerprintu oznaczaja obecnos$é okreslonej cechy zwigzku lub jej brak.
W uzyciu jest wiele reprezentacji fingerprintowych, a najbardziej ztozone, takie jak fingerprint
Klekota-Roth, zawierajg nawet 4860 bitéw. Celem pracy jest okreSlenie, ktére metody

klastrowania (wraz z reprezentacjg fingerprintowg danych) dokonujg najwlasciwszego podziatu



zwigzkéw chemicznych pod wzgledem ich cech strukturalnych. Jako podzial referencyjny
zostat przyjety manualnie utworzony podziat ekspercki przez D. Warszyckiego.

Do oceny wykorzystano wskaznik ACI (Asymmetric Clustering Index), bazujacy na
informacji wzajemnej. Informacja wzajemna opisuje ilo§¢ informacji jaka jedno klastrowanie
niesie o drugim. Aby utworzony wskaznik przyjmowatl wartosci z zakresu od zera do jeden,
informacja wzajemna I(R, P) zostata znormalizowana przez entropie podziatu referencyjnego

h,(R)Z
(R, P)
hR)

Najwazniejszg cecha wprowadzonego wskaZznika jest jego asymetria, co odréznia go od

ACIR(P) =

innych powszechnie uzywanych wskaznikéw walidujacych. Pozwala to wyrdézni¢ podzial
referencyjny oraz okresli¢ na ile utworzony podzial odzwierciedla referencjg, a nie jak (o si¢
zwykle robi — na ile podzialy sg do siebie podobne.

Zbadano grupe hierarchicznych metod klastrowania z réznorodnym zestawem parametrow,
takim jak metryka, funkcja taczaca oraz reprezentacja danych. W wyniku eksperymentu
wytoniono kombinacje metryki Busera z funkcja taczaca “complete linkage function” oraz
reprezentacjg za pomocg fingerprintu Klekota-Roth, ktéra pozwala na utworzenie podziatu
najlepiej opisujacego charakter badanej przestrzeni. Badania dowiodly, ze najwigkszy wptyw
na dokonywany podzial ma funkcja faczaca, w drugiej kolejnosci przyjeta reprezentacja danych,
a ostatecznie metryka. Ten wynik pozwala mie¢ nadzieje, ze wyznaczone parametry bgda
réwniez wlasciwe do podziatu danych w innych przestrzeniach chemicznych.

W pracy [V] zostalo przedstawione zastosowanie metody klastrowania opartej o entropi¢
krzyzowa, CEC (cross-entropy clustering) do segmentacji obrazéw. Algorytm CEC dzieli dane
na grupy tak, aby minimalizowa¢ tgczny koszt ich zapisu przyjmujac dla kazdej grupy pewien
optymalny normalny rozktad prawdopodobieristwa. Dokfadniej, majac dane parami roztgczne
grupy (U;); przestrzeni danych X < R oraz rozwazajac klase gaussowskich rozkladéw

prawdopodobieristwa minimalizowana jest funkcja uogdlnionej entropii krzyzowe;:

k , )
- N 1
E(U,...,Ux) =Y _p(Us)- (5 n(27e) = In(p(U3) + 5 Indet(Se,)), (5)
=1
card(U;)
card(U)
jest przeprowadzana z uzyciem powszechnie znanego podej$cia Hartigana 1 znajduje ona

gdzie p(U;) = oraz Yy, oznacza macierz kowariancji U;. Procedura minimalizacji
pewne minimum lokalne funkeji (5). Z uwagi na obecno$¢ entropii Shannona w powyzszym
wzorze okreslajacej koszt pamigtania identyfikatora grupy, wprowadzony jest dodatkowy
koszt utrzymywania klastra, dlatego tez algorytm jest w stanie redukowaé nadmiarowe grupy

automatycznie.



Praca [V] skupia si¢ na uzyciu CEC w problemie segmentacji obrazow. Zaprezentowany
jest proces przeksztalcenia danych obrazu do wejscia algorytmu klastrowania. Pojedynczy
wektor stanowi zestawienie wspétrzednych koloréw okreslonego otoczenia danego piksela
(bloki wymiaru b x b). Na takim zestawie przeprowadzamy procedure PCA w celu
redukeji nadmiarowych wspotrzednych. Nastepnie kazdy wektor wynikowy uzupetniamy
wspotrzednymi przestrzennymi badanego piksela. Zbiér takich wektoréw stanowi wejscie do
algorytmu CEC.

Uzyskane wyniki pokazuja przewage przedstawionej metody nad segmentacja z uzyciem
k-means, jednej z najpopularniejszych metod klastrowania. Praktyczna przydatno$¢ zbadane)
metody jest podyktowana jej duza niezmienniczoscig na transformacje afiniczne takie jak

skalowanie zdjecia oraz automatycznym doborem wynikowej iloSci grup.



