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Temat: Osobliwosci w potoku gradientowym dla odwzorowan harmonicznych. / Singularities in heat
flow for harmonic maps.

Streszczenie rozprawy doktorskiej:

Na przestrzeni odwzorowari F' : M — N pomiedzy riemannowskimi rozmaitosciami M i N mozna
zdefiniowaé rzeczywisty funkcjonal, oznaczany F(F'), nazywany energia Dirichleta. Punkty krytyczne tego
funkcjonatu, nazywane odwzorowaniami harmonicznymi, sa naturalnym uogoélnieniem funkcji harmonicznych
i graja istotna role w matematyce i fizyce.

Na pytanie o istnienie nietrywialnych odwzorowarn harmonicznych dla N o niedodatniej krzywiznie
odpowiedzieli Eells i Samspon w pionierskiej pracy z 1964 r. Autorzy pracy wynalezli technike potoku
gradientowego, ktéra polega na wprowadzeniu ciaglej deformacji dowolnego gtadkiego odwzorowania zgodnie
z rOwnaniem M;Et) = —J0E(F(t)), gdzie 0E(F(t)) to gradient energii Dirichleta.

Przy zatozeniu, ze N ma wszedzie niedodatnig krzywizne Riemanna Eells i Sampson pokazali, ze
rozwiazania takiego potoku gradientowego istnieja dla dowolnie duzych czaséw oraz, ze F(t) dazy jednos-
tajnie do Fyo = limy_,oo F (1), gdzie Fi jest odwzorowaniem harmonicznym. Wyniki te pozwalaja uzy¢
rozwiazan potoku gradientowego jako homotopii pomiedzy poczatkowym odwzorowaniem F'(0) = Fy i
asymptotycznym odwzorowaniem Fy,, co dowodzi istnienia odwzorowania harmonicznego homotopicznego
do F[).

Metoda potoku gradientowego nie dziata jednak dla rozmaitosci N o dodatniej krzywiznie Riemanna ze
wzgledu na powstajace osobliwosci: gradient odwzorowan VF(t) staje sie nieograniczony w skonczonym
czasie. Osobliwosci te sprawiaja, ze rozwiazania potoku gradientowego mozna zdefiniowaé jedynie w
stabym sensie, uzywajac przestrzeni Sobolewa. Stabe rozwiazania nie gwarantuja jednak zachowania klasy
homotopii odwzorowania F'(t) w trakcie ewolucji, co uniemozliwia przeprowadzenie dowodu w duchu pracy
Eellsa i Sampsona.

W mojej rozprawie doktorskiej analizuje potok gradientowy dla odwzorowan F : R — S9. postaci

F:(r,w) = (u(r,t),w). (1)

W powyzszym sformulowaniu uzylem skrotowej notacji, gdzie w to polozenie na S 1, czyli (r,w) to
standartowe wspotrzedne sferyczne na R?, a (u(r,t),w) okredla punkt na S% Odwzorowania klasy (?7?) sa w
literaturze nazywane odwzorowaniami korotacyjnymi i sa popularnym uproszczeniem potoku gradientowego.

Dla odwzorowan korotacyjnych potok gradientowy redukuje sie do efektywnie jednego rownania na u
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Owu = Oppt + " Ort — 5,3 sin(2u). (2)
Wraz z warunkami poczatkowymi i brzegowymi
u(r,0) = uo(r), u(0,t) =0, u(oo,t) = nm

(z n € N) rownanie (2) moze by¢ traktowane jako problemem Cauchy’ego. Ogolne twierdzenie o istnieniu
rozwigzan dla potoku gradientowego gwarantuje, ze dla krotkich czaséw u istnieje i jest gltadkie. Z drugiej
strony, poniewaz S¢ ma (stala) dodatnia krzywizne, dla niektorych danych poczatkowych uy powstang
osobliwoséi w skoriczonym czasie.
Z symetrii odwzorowania (1) mozna wywnioskowaé, ze osobliwosci moga powsta¢ jedynie w punkcie
r = 0 1 przejawiaja sie jako
tli/n%wru(o,t)\ = 400

dla pewnego 0 < T' < oo (jednoczesnie samo rozwiazanie u(r,t) pozostaje ograniczone). Dla wszystkich
wezesniejszych czasow ¢t < T rozwiazanie u(r,t) jest gladkie. Ponadto, osobliwosci w rozwiazaniach
rownania (2) cechuja sie natychmiastowa regularyzacja, co oznacza ze rozwiazanie u(r,t) ponownie staje
sie gtadkie dla t > T. Uzycie rozwiazan (2) w stabym sensie jest wiec konieczne jedynie w momencie
powstania osobliwoéci, czyli w t = T'. Przejscie do przestrzeni stabych rozwigzan wiaze si¢ jednak z utrata
kontroli nad topologia odwzorowan (1) oraz jednoznacznoscia rozwiazan.



Celem mojej pracy jest przeanalizowanie zachowania regularnych rozwiazan u(r,t) przed i po czasie,
w ktéorym powstaje osobliwod§é. Wyniki takiej analizy pozwalajg na okreslenie w jaki sposéb zmienia
sie stopieri homotopii odwzorowania zadanego przez u oraz skad bierze sie niejednoznacznosé stabych
rozwiazan.

W pierwszej czesci mojej pracy analizuje osobliwodci powstajace dla wymiaréw d = 3,4, 5 oraz 6. W
tym przypadku rozwigzania osobliwe maja posta¢ rozwigzan samopodobnych, czyli ze
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zaraz przed powstaniem osobliwosci. Profil f jest zadany przez rozwigzania rownania zwyczajnego
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z warunkami f(0) = 0 oraz f(oco) = b dla pewnego skoriczonego b. W pracy pokazuje, ze sposrod przeliczalnej
rodziny { fy}n=123,.. rozwiazan problemu brzegowego (3) tylko f; jest rozwiazaniem stabilnym. Dojscie
do osobliwoéci wzdluz fi gwarantuje, ze
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dla r > 0. Nastepnie pokazuje, ze problem Cauchy’ego (2) z ug(r) = u(r, T—) ma tylko jedno rozwiazanie.
Dla pozostalych profili { f,, }n—23,... analogiczny problem Cauchy’ego moze mie¢ wiecej niz jedno rozwiazanie.
W drugiej czedci pracy doktorskiej opisuje asymptotyke rozwiazan osobliwych w wymiarach d > 7.
W takich wymiarach rozwiazania samopodobne nie istnieja, a mechanizm powstawania osobliwo$ci jest
bardziej skomplikowany: osobliwosci realizowane sa jako rozwigzania wieloskalowe. Rezultatem mojej
analizy jest nastepujacy opis ilosciowy tempa przyrostu gradientu dla stabilnych osobliwosci (produktem

ubocznym jest rowniez opis niestabilnych osobliwosci). Tempo przyrostu gradientu dla wymiaru d > 8 ma
posta¢ (dlat & T)
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a wiec dla d > 8 przyrost gradientu jest szybszy niz w przypadku osobliwosci samopodobnych, gdzie
0,u(0,t)| ~ 1/(T —t)*/2. Wymiar d = 7 odgrywa role przypadku granicznego pomiedzy osobliwosciami
samopodobnymi (dla d = 3,4,5 oraz 6) a osoblwio$ciami wieloskalowymi (dla d > 7) i cechuje sie
nietypowym tempem zadanym przez
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dlat ~T. Jak w przypadku d = 3,4,5 lub 6, dla wymiaréw d > 7 opis powstawania osobliwo$éi jest
kluczowy dla konstrukcji rozwigzan stabych.
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Do tej pory badania nad powstawaniem osobliwosci w potoku harmonicznym skupialy sie na wymiarze
d = 2. Moja praca poszerza te wiedze o klasyfikacje osobliwosci w wyzszych wymiarach. Jednoczesnie,
badania nad przejsciem przez osobliwos¢ pozwalaja na wysuniecie hipotezy, ze dla wyzszych wymiaréw
przejscie przez osobliwosé jest jednoznaczne dla generycznych osobliwosci, niezaleznie od mechanizmu
wybuchu.



