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Recenzja rozprawy habilitacyjne]
Wybrane nieré6wnosci wielomianowe w koNtekscie funkcji Greena
i dorobku naukowego dr Leokadii Biatas-Ciez

Na dorobek naukowy dr Leokadii Biatas-Ciez. w chwili obecnej, sklada sie
16 opublikowanych artykutéw naukowych. Wiekszosé z nich zostata opubli-
kowana w czasopismach matematycznych rangi miedzynarodowej. Pie¢ z nich
zostalo opublikowanych przed doktoratem lub wchodza w jego sktad.

W niniejszej recenzji skoncentruje sie na ocenie dorobku naukowego uzys-
kanego przez Kandydata po doktoracie. Dorobek ten sktada sie z 6 prac
tworzacych rozprawe habilitacyjna oraz 5 prac poza rozprawa.

Nieréwnosci wielomianowe, zwiazane z oszacowaniem wielomianéw i ich
pochodnych na zwartych podzbiorach przestrzeni jedno- lub wielowymiaro-
wej, odgrywaja znaczaca role w roznorodnych dziedzinach matematyki. Cho-
dzi tutaj przede wszystkim o konstruktywna teorie funkeji, teorie potencja-
tu oraz analizie rzeczywista 1 zespolona. Znaczenie omawianych nieréwnosci
podkresla fakt, ze znalazly one wazne zastosowania w metodach numervez-
nych z powodu ich zwiazkéw z interpolacja wielomianowa i aproksymacja
funkeji. W szezegolnodei, algorytmy wykorzystujace wielomianowe nieréwno-
sci sa stosowane w metodach przyblizonego rozwiazywania rownail roznicz-
kowvch czastkowych.

Niech P, = P,(K") bedzie przestrzenia wszystkich wielomianéw stopnia
co najwyzej n okre$lonych na przestrzeni N zmiennych, o wspotezynnikach
z ciata K € {R, C}. Najbardziej znanym oszacowaniem wielomianowym jest
nierownos¢ (typu) Markowa, ktéra méwi, ze

IIVP||e < Mn™||P|lg. P € Pa(KY), (1)

gdzie stale M, m > 0 sa niezalezne od wielomianu P, a || - || g jest norma sup
na zbiorze zwartym E C K”. Klasyczna nieréwnoéé Markowa (A. Markow,
1889 dla & = 1, W. Markow, 1892 dla £ > 2) ma postac

1P ey < TPDIPlleery. P € Pa (2)

gdzie k& € N oraz T}, jest n-tym wielomianem Czebyszewa pierwszego rodzaju
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Piekno nieréwnosci Markowa lezy w jej prostej formie oraz w przydatnosci
w rozwiazywaniu réznych probleméw. Zbidr zwarty E. na ktérym zachodzi
nierownos¢ Markowa (1), z pewnym wyktadnikiem m, nazywa sie zbiorem
Markowa 1 zapisuje sie E € AMI(m).

[stnieje pewna lokalna wersja nieréwnoéci wielomianowej (1). Mianowicie,
z definicji zbiér zwarty E C KV ma lokalna wlasnoéé Markowa z wykladni-
kiem m > 1, w skrocie F € LM P(m), jesli istnieja stale s > 1, ¢ > 0 takie,
ze dla wszystkich zp € F oraz r € (0. 1], n € N, o € NJ) zachodzi

sy |
‘ cn
D°PLo)l < (S ) I1Plsnmeon: P € PalK™), G
gdzie B(zo,7) :={z: |z — 20| <7} W pracach L. Bosa i P. Milmana (1993,

1995) udowodmono. ze w przypadku rzeczywistym oszacowania (1) i (3) sa
rownowazne.

Warto podkresli¢, ze omawiane nieréwnosci, a szczegdlnie LM P(1), sa
zwiazane z zagadnieniami rozwazanymi w odniesieniu do przestrzeni funk-
cyjnych Lipschitza i Hardy'ego. Nieréwnosci typu Markowa wykorzystuje sie
rowniez przy rozwiazywaniu pewnych probleméw dotyezacych wielomiandw
ortogonalnych.

Szerokie zainteresowanie nieréwnosciami typu Markowa generuje natural-
ne pytania o przvklady, strukture i geometrie zbiordéw, na ktérych zachodza
te nieréwnosci. W tej chwili lista znanych zbioréw z wlasnoscia (1) zawie-
ra m.in. kazdy niejednopunktowy spdéjny zwarty podzbiér plaszezyzny C,
ttuste zwarte zbiory subanalityczne w R", a takze pewne zbiory niespéjne,
np. zhiory typu Cantora. W ten sposéb pojawia sie pytanie o najmnieszy
dopuszczalny ,rozmiar” zbioréw z wlasnoéceia (1) lub (3).

Jednym z najciekawszych i waznych zagadnief jest zwiazek nieréwnosci
wielomianowych z teoria potenciatu. Funkcja Greena zbioru zwartego E C
CV moze zostaé zdefiniowana wzorem

Ve(z) :=sup{u(z): u€ Ly, u(z) €0 20 € E}, ze€CV,

gdzie Ly jest klasa Lelonga funkcji plurisubharmonicznych w CV o loga-
rytmicznyvm wzrodcie w poblizu nieskonczonoscei. Jedna z globalna wlasnosei
Ve, ktora zalezv jedynie od jej zachowania w poblizu zbioru E. jest wlasnoscé
Holdera, w skrocie HCP. funkeji Greena: dla o € (0,1] zbior E € HCP(a),
gdy

Ve(w) — Ve(2)] < Ajw — z|*. (4)

z pewna stata A > 0. Wiadomo, ze z warunku £ € HCP(1/m) wynika
nierownosc Markowa z wyktadnikiem m. czyli istnieje stata M > 0 taka, ze



dla kazdego wielomiamu P € P,(C") zachodzi oszacowanie (1) dla zbioru
E. 7Z tego wynika, ze waznym zagadnieniem jest rowniez badanie wiasnosci
funkcji Greena w poblizu zbioru Markowa. Gléwnym wyzwaniem jest tuta]
znalezienie dowodu lub kontrprzyktadu dla implikacji

FEe AMI = FEe€HCP. (5)

Scidle zwiazanym z problemem implikacji (5) jest zagadnienie o zaleznosci
miedzy nieréwnoscia Markowa a L-regularnoscia zbioréw Markowa.

Gléwne wyniki w cyklu artykutéw Kandydata [A1-A6] dotycza wlasnie
implikacji (5) oraz pewnych zastosowan nieréwnosci Markowa.

Badania na temat implikacji (5) sa prowadzone przez Kandyda dwuto-
rowo: z jednej strony badana jest gtadkos¢ funkeji Greena w odniesieniu do
nieréwnosci Markowa, a z drugiej strony poszukuje sie zlozonych przykiadow
zbioréw Markowa w nadziei znalezienia takiego zbioru, ktéry nie bedzie miat
wlasnosci HC'P.

Nieréwnos¢ Markowa dla prawie wszystkich znanych przykltadow niespéj-
nych zbioréw Markowa byla dowodzona przez wykazanie wlasnodci HCP.
Zgodnie z Th. 1.1 pracy [Al] mozna wykazywaé nieréwno$¢ Markowa na
zbiorze £ C C, dowodzac jedynie tej nierownosci na pewnym rzucie kolo-
wym zbioru E. W ten sposoéb w [Al] otrzymano jeden z pierwszych calkowi-
cie niespdjnych zbiérow Markowa E C C, dla ktérych nieréwnosé Markowa
dowodzona jest bez wykazywania wtasno$ci HC P. Takie przyklady sa bardzo
wazne z punktu widzenia poszukiwania kontrprzyktadu do implikacji (5).

Pewien krok w kierunku rozwiazania problemu prawdziwosci implikacji
(5) zostal wykonany w pracy [A2]. Gléwne wyniki [A2] wiaza funkcje Greena
ze stalymi Bernsteina i Markowa zbioru zwartego £ C CV. Dla ulatwienia
rozwiazania problemu implikacji (5). w [A2] podano nowy wzér na funk-
cje ekstremalna Siciaka ®g, a tym samym na funkcje Greena Vg = In @p.
Wykorzystano do tego najlepsze (a. v)-state M{¥(E, w) w nieréwnosci Bern-
steina zbioru E w punkcie w € CV oraz (a, v)-state Markowa zbioru E, gdzie
a,v € N). W szezegblnoéel wykazano (Th. 2.4, Th. 3.1), ze jesli E jest nie-
pluripolarnym zbiorem zwartym w CV, to dla kazdego o, v € N} funkcja

2 (MW(E, DM zeCm,

jest plurisubharmonoczna oraz w pewnym sensie jest asymptotycznie bliska
funkcji ekstremalnej ® g, edy |v| — .

Praca [A3] zawiera ciekawe przyktady zastosowania nieréwnosci Markowa
(1) do interpolacji wielomianowej w przypadku, gdy E C C jest zwartym wie-
lomianowo wypuklym zbiorem o nieskonczonej liczbie punktéw. Wiadomo,



ze clagi Leji (ay,);=, zbloru £ dostarczaja znakomityvch punktéw do inter-
polacji wielomianowej funkcji analitycznych. Jednak w praktyce znalezienie
punktow Leji dla ustalonego zbioru E jest na ogél mozliwe tylko dla malych
wartodci n. Dlatego w pracy [A3] zdefiniowano nowa klase wezléw interpo-
lacyjnych poprzez ostabienie warunkdéw w definicji ciagu Leji - pseudociagi
Leji. Podobune, ciag (an)72, € E nazywa sie pseudociagiem Leji o wzroscie

kontrolowanym przez ciag Endreia (1,;,):5,. jesl

My |wa(an)| 2 |Wa

|E-. n £ N,
gdzie M, = 1. lim, ., Jl'f_,%/ " =1, oraz
wn(z):=(z—ag) - (z2—ap_1), n=Ll

Przy tym kazdy ciag Leji jest pseudociagem Leji o wzroscie kontrolowanym
przez ciag M, = 1, n € N. W [A3] (Th. 2) udowodniono. ze pseudocia-
gi Leji réwniez dostarczaja znakomitych wezldéw interpolacji wielomianowej:
wielomian interpolacyjny Lagrange’a L{ag, ..., an; f] funkcji f analitycznej
W pewnym otoczeniu niepolarnego, wielomianowo wypuklego zwartego zbio-
ru E C C zmierza jednostajnie z szybkoscia geometryczna do f na E. gdy
n — oc. Co wiecej, w przeciwienstwie do ciagu Leji, elementy pseudocia-
gu Leji sa raczej tatwe do znalezenia. W [A3] (Th. 3, Th. 4) przedstawiono
rowniez dwa podstawowe twierdzenia dotyczace rozktadu pseudociagéw Le-
ji. Kluczowa role odgrywa tutaj nieréwnosé¢ Markowa (1). Ponadto Th. 4 z
[A3] jest punktem wyjécia dla prostego algorytmu numerycznego konstru-
ujacego pseudociag Leji dla zbioréw Markowa. Przy tym zasadnicza role od-
grywaja stata M 1 wyktadnik m w nieréwnosci Markowa, bo wyznaczaja one
efektywnosé¢ zapropowanego algorytmu. W pracy [A3] przedstawiono réwniez
pseudociagi Leji skonstruowane dla szerokiej klasy zbioréw £ C C.

Najlepsze wykladniki po(E) 1 ao(E) w nierdwnosciach (1) i (4) sa w
ostatnich latach przedmiotem wielu publikacji. Ze wzgledu na nieréwnosé
ap(E) < 1/po(E) badanie wyktadnika Markowa w nieréwnosei (1) wyda-
Je sie celowe z punktu widzenia otwartego problemu implikacji (5). Jednym
z probleméw jest pytanie o to, czy oszacowanie (4) zachodzi z najlepszym
wyktadnikiem a = ay(E) we wlasnosci Holdera funkeji Vg oraz, czy nierow-
nosé¢ (1) jest prawdziwa z wykladnikiem Markowa m = po(E) dla dowolnego
zbioru Markowa E. W pracy [A4] (Propositions 2.5, 2.6, Corollary 2.7) po-
kazano, ze na drugie pytanie odpowiedZ jest negatywna na przestrzeniach
CY lub RY dla dowolnego N > 2. Oprécz tego w [A4] wykazano, Ze nie ma
gornego ograniczenia dla wykladnikéw Markowa zbiorow Markowa w R lub
C.

W pracy [A5] pokazano, ze lokalna whasnosé Markowa jest réwnowazna
nieréwnosci typu Kolmogorowa dla dowolnego zbioru zwartego w C. Jest to
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pierwszy krok do udowodnienia rownowaznosci LA/ P 1 AMT dla podzbiorow
E C C (przy pewnym koniecznym zalozeniu) i w konsekwencji, do pokazania
L-regularnosci zbiorow Markowa na C. Warto podkresli¢, ze wybrane meto-
dy wykorzystane w dowodach z [A5] pozwalaja skonstruowaé wyrafinowane
zbiory Markowa.

W pracy [A6] zostal rozwazany problem implikacji (5) poprzez rozwazanie
uogdlnienia nieréwnosci Markowa (2). Ta nowa nierownosé¢ typu Markowa
okazuje sie stanowi¢ warunek réwnowazny wtasnosei HC'P funkeji Greena
wielu zmiennych zespolonych. Z definicji z [A6], dla ustalonego m > 1 zbidr
zwarty £ € CV dopuszeza nieréwnosé V. Markowa, w skrocie E € VA (m),
jedli istnieje A > 0 takie, ze dla kazdego o € N}

m|a|

HDGP”E § j\,;‘[hl i

WHP”E P € Po(CY). (6)

Z definicji wynika, ze VMI(m) = AMI(m) dla kazdego m. W [A6] (Th. 2.9)
udowodniono podstawowe stwierdzenie, ktére mowi, ze wtasnos¢ Holdera jest
réwnowazna VAL, Jedli E jest zwartym podzbiorem CY im > 1, to

EeVMI(m) < E e HCP(1/m).

Dzieki temu stwierdzeniu problem otwarty dotyczacy implikacji AMIT =
HCP mozna sformulowaé¢ w sposdb rownowazny: czy z E € AMI wyni-
ka E € VMI 7 Poniewaz wlasnodci AMI i VMI wyrazone sa za pomoca
pochodnych wielomiandw, wiec jest bardzo prawdopodobne, ze problem im-
plikacji AMT = VM1 jest tatwiejszy do rozwiazania niz problem wyjsciowy
(3). W oparciu o Th. 2.9 przedstawiono nowe warunki réwnowazne HC P (Co-
rollary 2.10), a takze podano zastosowania do wykazania wlasnosei HC'P dla
konkretnych podzbioréw C i CV (Prop. 5,1, 5.2).

Prace Kandydata [BG] - [B9]. ktére nie znalazly sie w rozprawie, dotycza
roznorodnych pytain powiazanych z nieréwnodciami Markowa i funkcja Gre-
ena. W szczegdlnoscel, w pracy [B7] udowodniono, ze jesli £ C C jest zbiorem
z LMI, to E jest zbiorem L-regularnym, a praca [B8| przedstawia ostatnie
osiagniecia dotyczace zwiazkdéw wlasnosel funkeji Greena ze wzrostem cia-
gu statych Markowa A,(E). W pracy [B10] udowodniono, ze pewna klasa
pojemnosci ma wlasnosé produktowa.

Rozprawa habilitacvina dr Bialas-Ciez dotyczy trudnych i wartosciowych
probleméw teorii funkeji wielu zmiennych, a Kandydat ma istotny dorobek
naukowy. W mojej opinii rezultaty przedstawione w autoreferacie ukazuja
Kandydata jako badacza o szerokich zainteresowaniach matematycznych oraz
potrafiacego uzywac roznorodnych metod i narzedzi. Dr Bialas-Ciez porusza



sie swobodnie po wielu dzialach matematyki i potrafi umiejetnie taczy¢ i
stosowaé rézne metody badai.

W ogdlnym podsumowaniu nalezy pokreslié wysoki poziom merytoryczny
1 orvginalnos¢ badan Kandydata. Kluczowe prace opublikowane sa w wyso-
kiej klasy czasopismach. takich jak: Constr. Approz.. Potential Anal., Anal.
Mat. Pura. Appl., Studia Mathematica. Wyniki w nich zawarte referowa-
ne byly na specjalistycznych miedzynarodowych konferencjach naukowych.
Dokonania Kandydata sa szeroko znane spotecznosci matematycznej zajmu-
jacej sie problemami konstruktywnej teorii funkcji wielu zmiennych, co jest
potwierdzone dobrym wskaznikiem cytowari.

Podsumowujac uwazam, ze rozprawa habilitacyjna dr Biatas-Ciez stanowi
znaczny wkiad w rozwdéj teorii funkeji, a caly dorobek naukowy Kandvdata
jest znaczny 1 uzasadnia nadanie stopnia naukowego doktora habilitowanego.

Oleksandr Gomilko



