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Abstract
G. Héhn and G. Mason sklasyfikowali wierne dzialania skoficzonych grup auotmorfizméw symplekty-
cznych na rozmaitosciach typu K32 Posrod nich jest 15 maksymalnych. Nazwijmy je Gs,..., G2 W
tej rozprawie klasytikujemy wszystkie pary trojki (X, h, G), gdzie (X, h) jest spolaryzowana rozmaitosciag
typu K32, G jest skoriczonym wiernym h-spolaryzowanym dzialaniem automorfizméw X, G zawiera G
dla pewnego 7 jako wiasciwa podgrupe i G dziala automorfizmami symplektycznymi na X. Konstruujemy
tez przyklady takich bardzo symetrycznych rozmaitosci.

Centralnym problemem geometrii algebraicznej jest problem klasyfikacji rozmaitodci algebraicznych. Oczeku-
jemy, ze kazda gtadka rzutowa rozimaitosé algebraiczna moze byé przeksztalcona do minimalnego modelu czyli
do fibracji rozmaitodciami Fano albo do rozmaitogei o dywizorze kanonicznym, ktory jest nef. Problem klasy-
fikacji sprowadza sie wtedy do klasvfikacji minimalnych modeli. Rozmaitodci o trywialnej klasie kanonicznej
sg minimalnymi modelami i znajduja siq migdzy dobrze poznanymi rozmaitoéciami Fano (o ujemnej klasie
kanonicznej) i nicuporzadkowanym zbhiorem rozmaitosci generalnego typu (o dodatniej klasie kanonicznej).
Problem klasyfikacji rozmaitosct o trvwialuej klasie kanouicznej wiaze sie z wieloma dziedzinami matematyki
i jest intensywnic badany w wiclu odérodkach na calym $wiecic.

Druga motywacja do badania rozmaitosci o trywialnej klasic kanonicznej jest hipoteza symetrii lustrzane)
pochodzaca z fizycznej teorii strun. Hipoteza ta przewiduje dualnosé, ktéra uporzagdkowuje takie rozmaitosci
w pary bedace swoimi lustrzanymi odbiciami. Mozemy obserwowaé t¢ dualnos$é na duzym zbiorze przykiadow
jednak matematyczna teoria nic jest wystarczajaco rozwinigta aby udowodnié ogblna postaé hipotezy symetrii
lustrzancj.

Przedstawione osiagniecia naukowe dotycza problemu klasyfikacji rozmaitodei o trywialnej klasie kanon-
lcznej. Aby opisaé nasze wyniki zdefiniujiny najpicrw gtowny obiekt badan.

Definicja 1. Zespolona rozmaitosé X wymiaru parzystego nazywany rozmaitoscia hiperkdhlerowska jezeli:
1. X jost kiihlerowska
2. X jest jednospdjna i zwarta
3. HY%(X,0%) jest generowanc przez nigdzic nic znikajaca dwu-forme p.
Przypomnijmy twierdzenie Beauville’a Bogomolova o klasyfikacji rozmaitoéci o trywialnej klasie kanon-
icznej:

Twierdzenie 1. Nicch X bedzic zespolona rozimaitoscia kiihlerowsks z trywialna klasg kanoniczng. Istnieje
wowcezas nicrozgalezione nakrycic X/ rozmaitosci X izomorficzne jako rozmaitosé kdhlerowska ze skoriczonym

T [[vix [ x:
gdzic T jest torusem zespolonym, Vi sa zwartymi rozmaitosciami kihlerowskimi takimi, ze dim V; = m;, ktoére

sy jednospojne z grupa holonomi SU(m;), oraz X; sg zwartymi rozmaito$ciami kéhlerowskimi takimi, ze
dim X; = 2m,, ktore sa jednospojne z grupa holonomi Sp(m;).

iloczynem kartezjanskim



Rozmaitosci V; nazywamy rozmaitodciami Calabi—Yau natomiast rozmaitosci X; rozmastosciami hiper-
kéhlerowskimi.

Kodaira pokazal, ze w wymiarze dwa wszystkie rozmaitosci Hiperkéhlerowsk sa deformacyjnic réwnowazne.
W wyzszych wymiarach sytuacja jest bardziej skomplikowana i nie ma ogélnych wynikéw klasyfikacyjnych. W
kazdym wymiarze wiekszym lub réwnym 4 znamy dwic rodziny: deformacje schematu Hilberta n punktow na
danej powierzchni K3 nazywane typu K3[™oraz deformacje schematu Hilberta n + 1 punktéw sumujacych sic
do zera na powierzchni abelowej nazywane typu K, (T'). Skonstruowanc zostaly przez O’Gradiego ponadto
dwie rodziny w wymiarach 6 i 10 jako rozwigzania osobliwodci odpowicduich przestrzeni moduli snopéw na
powierzchni abelowej lub powierzchni K3.

Celem rozprawy jest badanie rozmaitosci hiperkéhlerowskich z duzymi skonczonymi grupami automor-
fizméw. Niech X bedzie rozmaitoscig hiperkéhlerowska. Automorfizm X nazywamy symplectycznym jeshi
zachowuje forme symplektyczna, w przeciwnym razie — niesymplektycznym. Grupa H? (X.Z) ma naturalna
strukture kraty dzigki formic Beauville’a-Bogormolova (7 (vide [Bea83]). Jesli X jest powicrzchnia K3, ta
forma indukuje forme przecigeia na grupie Picarda.

Dla dziatania skorniczonej grupy G na rozmaitosci hiperkéhlerowskicj X. istnicje nastepujacy ciag dokladny.

1—»@—>G’~>/Lm—>1. (1)

gdzie u., jest grupa pierwiastkow z jednosci stopnia m dla naturalnej liczby m. a G to podgrupa wszystkich
symplektycznych automorfizméw G. W przypadku K3 powierzchni, ten ciag byt jednym z podstawowych
narzedzi w klasyfikacji skoriczonych grup symplektycznych automorfizmow na K3 powierzchniach autorstwa
S. Mukai’a ([Muk88]). Mi. in. w pracach [Kon99, BS21, BH21] zaj¢li si¢ rozszerzeniami tych grup do dalgj
skoriczonych ale juz niekoniecznie symplektycznie dzialajacych grup automorfizméw.

Naszym celem jest podazanic za tym schematem na podstawic przedstawionej w [HM19] klasyfikacji
skoficzonych grup automorfizméw symplektycznych na rozmaitogciach typu K32 Wsrod nich jest 15 maksy-
malnych. Dokonujemy klasyfikacju rozmaitosci typu K3M z dziataniami skoniczonych grup G, takich ze @ jest
jedna z tych 15 grup. Nazywamy te rozmaitodci bardzo symetrycanymi. Rozprawa w duzej micrze bazuje na
wezesniejszych artykutach [Waw22, BMW24, BW24].

Do otrzymania rezultatéw, uzywamy systemow obliczeniowych [GAP21. MAGMA, M2].

Omoéwienie wynikéw
Gléwnym wynikiem pracy jest ponizsza klasylikacja bardzo symetrveznych rozmaitosel typu K312
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(1) Czasem nazywanej forma Fujikiego-Beauville’a-Bogomolova.
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Table 1: Klasyfikacja

Picrwsza kolumna opisuje polaryzacje b w grupic Picarda gdzie h? to wartosé formy Beauville’a-Bogomolova,
na h, a divh to podziclnosé jako clementu kraty. W drugiej kolumnie G jak w 1, m jak w i, w 1, tak ze
razem opisuja G najwiekza grupe automorfizmow X zachowujaca polaryzacje h. Przez Tx 1 LY oznaczamy
macicrze Grama odpowicdnio kraty transcendentnej X tj. dopelnienia ortogonalnego grupy Picarda X w
HQ(X . Z) i podkrate niczmicunicza H2(X. Z) wzgledem dziatania Gs. Kolumna #var méwi ile spolaryzowanych



rozmaitosci przypada na wiersz (wszytkie sg biwymierne). Kolumina K3 mowi. ¢zy rozmaitodé jest biwymicrna
ze schematem Hilberta dwoch punktéw na K3 ("t" oznacza, ze tak jest, "{". ze nie, a "-" nicwiadoma).

Ostatnia kolumna zawiera informacje czy znamy konstrukcje przykiadu explicite.

Konstrukcje przyktadow

EPW sekstyki to hiperpowierzchnie w P® opisanc po raz pierwszy przez Eisenbuda, Popescu and Waltera
([EPWO01]). Maja one kanoniczne podwéjne nakrycie, a dla ogolnej EPW sckstvki. to nakrycic jest rozmaitoscia
hiperkihlerowska typu K3P ([0’ G06]). Nazywamy je EPW sckstyky. Opiszmy pokrotee t(‘ konbtl ukeje.

Ustalmy szesciowymiarowsg przestrzen zespolong Vi z formg objetosei vol: /\6 Vs — C. Rozwazmy
podwiazke F' C /\3 Ve & Op(vy), ktorej wiokno [v] € P(Vy) jest zadane przez:

3
={a ¢ /\ Voi oA v =0},

Niech LG( /\3 Ve) bedzie lagranzowskim grassmaniancin parametryzujacym lagranzowskic podprzestrzenic
A Ve i ustalmy A € LG(A® Vg).
Zdefiniujmy locusu degeneraci

Yalk] = {[v] € P(Vy)|dim(AN E) > k1.

Locus Y4 = Y4[1] nazwiemy EPW sckstyka. Powicmy, ze A nic zawicra rozktadalnyeh wektorow, jesli nie ma
niezerowych wektoréw postaci Ay A z (tj. P(4)NGr(3,Vs) = 0 w P(A’ Vi)). Odtad bedzieny zaktadaz,
ze A nie ma rozktadalnych wektorow. Wtedy Yl jest zawsze hiperpowicrzchnig stopnia 6. Waznym faktem
dotyczacym Y4 jest to, ze
3
Aut(Ya) = {g € PGL{Vs)|(/\ 9)(4) = 4} (2)

i grupa ta jest skpriczona ([DK18, Proposition B.9/).
Niech

SN V6)® = {4 € LG(A” Vo) | P(4) 1 Gr(3.V5) = 0. Ya[3] = 0) =
= {A e LG( /\ V)| Sing V4 = Y4 [2]. Sing V(2] = Y4[3] = 0}.

Dla A from z powyzszego podzbioru(otwartcgo w lagranzowskim grassmanianic). istnicje kanoniczne nakryeie
WE YA — Y4 rozgalezione wzdluz Ya[2], ktére jest rozmaitoscia hlp(ﬂmhl( rowska typu K37, Rozmaitosé
Y4 ma kanoniczng polaryzacje H = 75Oy, (1), a obraz morfiznmu Yy — P(H" (} 4. H)Y) jest izomorficzny z
Ya.

Kazdy automorfizm Yy indukuje automorfizm Y. ktory ustala klase H ([DK18. Proposition B.8(b}]). W
drugg strone, kazdy automorfizm ?A, ktory ustala H. indukuje izomortizm P(H (fq H)Y) =2 P(Vg), zatem tez
i Y4. Oznaczmy przez Aut H(f/A) grupe automorfizmow ustalajacych klase H., przez Aut%(?A) jej podgrupe
automorfizméw symplektycznych a przez ¢ inwolucje nakryciows, 7 4.

Proposition 0.1 (Kuznetsov). Niehc A C /\3 Vs bedzie podprzestrzeniq logranzowska bez wektoréw rozktadal-
nych. Zachodzi B
Auty(Ya) = Aut(Ya) x (1)

gdzie Aut(Yy) odpowiada Autly (Ya).

We wspélniej pracy z Simonem Billim [BW24], skonstruowalismy dwie podwojne EPW sckstyki z sym-
plektycznym dziataniem grupy. A7. Nastepnie sam skonstruowalem przyvklady dla grup L3(4) i My (pdznici
uzyte do konstrukeji nowych rozmaitosci w[BMW24]).

Ogola metoda to rozwazenie reprezentacji szukancj grupy na P(Vy). policzenic jej trzeciej potegi zewnetrznej,
sprawdzenie, czy tak otrzymana reprezentacja jest rozkladalna i czy skiaduiki rozktadu naleza do LG(/\3 Vs)Y.
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