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1 Wstep

W ramach swojego dorobku naukowego dr Andrzej Grzesik wyrdznit ponizszy cykl publikacji
jako osiagnigcie naukowe p.t. ,,Ekstremalne problemy teorii graféw dotyczace zliczania podgra-
fow” (w dalszej czgsci recenzji nazywane krétko osiggnigciem):

[A1] Andrzej Grzesik, Daniel Kral’, Laszl6 Miklos Lovész, Elusive extremal graphs, Proce-
edings of the London Mathematical Society 121 (2020), 1685-1736.

[A2] Andrzej Grzesik, On the maximum number of five-cycles in a triangle-free graph, Journal
of Combinatorial Theory, Series B 102 (2012), 1061-1066.

[A3] Andrzej Grzesik, Barttomiej Kielak, On the maximum number of odd cycles in graphs
without smaller odd cycles, Journal of Graph Theory 99(2) (2022), 240-246.

[A4] Andrzej Grzesik, Oliver Janzer, Zoltin Lérant Nagy, The Turdn number of blow-ups of
trees, Journal of Combinatorial Theory, Series B 156 (2022), 299-309.

[AS] Andrzej Grzesik, Ping Hu, Jan Volec, Minimum number of edges that occur in odd cycles,
Journal of Combinatorial Theory, Series B 137 (2019), 65-103.

[A6] Andrzej Grzesik, Jan Volec, Degree conditions forcing directed cycles, International Ma-
thematical Research Notices rnac114 (2022), 1-43.

[A7] Timothy F.N. Chan, Andrzej Grzesik, Daniel Kral’, Jonathan A. Noel, Cycles of length
three and four in tournaments, Journal of Combinatorial Theory, Series A 175 (2020),
105276.

[A8] Andrzej Grzesik, Daniel Kral’, Laszl6 Miklds Lovasz, Jan Volec, Cycles of a given length
in tournaments, Journal of Combinatorial Theory, Series B 158 (2023), 117-145.

Ponadto, dr Grzesik jest autorem 22 innych prac naukowych. W dalszej czgsci recenzji od-
nios¢ si¢ osobno do osiagnigcia (obszerniej) i pozostatego dorobku (krécej).



2 Ocena cyklu publikacji p.t. ,,Ekstremalne problemy teorii
grafow dotyczace zliczania podgrafow”

Przedstawiony cykl publikacji dotyczy teorii graféw ekstremalnych, obszaru badan w ramach
teorii graféw zajmujacego si¢ znajdowaniem gérnych lub dolnych ograniczefi na liczbg wysta-
pien r6znego rodzaju struktur w grafach, z reguty jako funkcji liczby wierzchotkéw (n), czgsto
ograniczajac si¢ do pewnej klasy podgraféw, np. zadanej przez zabronione struktury. Cecha cha-
rakterystyczng tego fragmentu teorii graféw jest to, ze w dowodach stosuje si¢ narzgdzia wykra-
czajace poza kombinatoryke.

2.1 Komentarz do poszczegolnych prac wchodzacych w sklad cyklu

Cykl otwiera praca [A1]. Obala ona hipoteze Lovasza z 2008 roku dotyczaca struktury graféw
ekstremalnych, tzn. (rodzin, ciagdéw) graféw osiagajacych (w granicy) ekstremalng (minimalna,
maksymalna) liczbe¢ wystapien danego podgrafu. Z reguly zamiast liczby wystapienn méwi si¢
0 gestosci, tj. liczbie wystapieni podzielonej przez liczbg wszystkich podgraféw odpowiednie]
wielkoSci; ponadto rozwaza si¢ gestoS¢ niekoniecznie jednego, ale kilku graféow H, ..., Hy.
Lovasz podejrzewal, ze mozna wymusi¢ unikalno$¢ ciagéw graféw o zadanych granicznych ge-
stoSciach podgraféow Hy, ..., H) przez okreslenie dodatkowo gestoSci skonczonej liczby (in-
nych) podgraféw. Autorzy pokazuja kontrprzyktad, przez skonstruowanie ciagu H, ..., Hy,
ich gestosci dy, ..., d; 1 pewnej rodziny W grafonow, tj. symetrycznych mierzalnych funkcji
W :[0,1]*> — [0, 1] ktdre reprezentuja zbiezne ciagi graféw, o tej wlasnosci, ze dowolny grafon
ktéry realizuje zadane gestoSci podgraféw Hi, ..., Hy i przy okazji réwniez pewne ggstosci in-
nych podgrafow H7, ..., H| jest izomorficzny do pewnego grafonu W € W, a ponadto rodzina
W zawiera nieskonczenie wiele grafonéw o tych samych gestosciach Hj, ..., H/. Uzyskany
wynik wydaje si¢ nieco hermetyczny, jest jednak imponujacym osiagnigciem pod wzgledem
technicznym, a rozwinigte na potrzeby dowodu techniki z duzym prawdopodobienstwem beda
inspiracja dla kolejnych badaczy postugujacych si¢ grafonami.

Praca [A2] jest gtbwnym wynikiem rozprawy doktorskiej habilitanta. Zawiera ona pigkny
wynik: dowdd hipotezy pigciokatnej Erddsa z 1984 roku, méwiacej ze dowolny graf n-wierzchot-
kowy bez tréjkatéw (cykli C3) zawiera co najwyzej (n/5)° cykli Cs. W tym celu autor zastosowal
mato jeszcze wowczas (W czasie pisania [A2]) znane podejScie algebr flagowych, wprowadzone
przez Razborova. Niezaleznie, Hatami 1 inni (praca [59] w autoreferacie) uzyskali taki sam wy-
nik rowniez uzywajac teorii algebr flagowych. Jednakze dowdd Andrzeja Grzesika jest struktu-
ralnie prostszy i bardziej elegancki, gdyz uzywa mniejszej liczby narzedzi: wprowadza pojecia
typu i flagi, a nastgpnie stosuje lemat udowodniony m.in. przez Razborova (Lemma 1), ktéry
pozwala na uzyskiwanie gérnych ograniczen na ggsto$¢ za pomoca rozwigzania programu pot-
okreslonego. Dzigki temu czytelnik nie musi nawet zna¢ formalizmu algebr flagowych aby w
petni zrozumie¢ artykutl. Czytajac ten dowdd wydaje sig, ze znajac podejsScie Razborova wystar-
czylo dobra¢ odpowiednio parametry lematu 1, znalez¢ wspotczynniki odpowiedniego programu
dodatnio pétokreslonego (co sprowadza si¢ do prostej kombinatoryki wykonanej rgcznie lub z
pomoca programu komputerowego), a nastgpnie rozwiazaé (z pomoca komputera) ten program.



Jest to jednak czgsta w matematyce sytuacja, w ktérej gotowe rozwiazanie wydaje si¢ naturalne
1 proste do znalezienia: istotnie, Hatami i inni obrali przeciez duzo bardziej zawita drog¢ do tego
samego celu.

Gdy hipoteza Erd0sa zostata juz w [A2] rozstrzygnigta, pojawia si¢ naturalne pytanie, czy
podobna wtasnos¢ zachodzi dla dtuzszych cykli, mozna np. spytaé¢ czy dla dowolnego k£ > 5
graf n-wierzcholkowy bez cykli dlugosci co najwyzej k — 2 zawiera co najwyzej (n/k)* cykli
Ck . W [A3] Andrzej Grzesik (wspdlnie z magistrantem) odpowiada pozytywnie na to pytanie,
cho¢ jedynie dla nieparzystych k. Co ciekawe, tym razem zastosowanie podej$cia Razborova
nie bylo konieczne, wystarczyt , klasyczny”, argument probabilistyczny, w ktérym generujemy
k-cykl w grafie w sposob losowy i szacujemy z dotu prawdopodobienitwo, ze ustalony k-cykl
zostanie wylosowany. Jednakze, aby ten plan zadziatal, konieczne okazato si¢ wykonanie bardzo
nieoczywistej modyfikacji naturalnego algorytmu: losujemy wierzchotki cyklu po kolei, ale po
2-gim wybieramy 4-ty, nastgpnie 3-ci, 1 dalej juz ,,normalnie” 5-ty, 6-ty itp. W rezultacie autorzy
otrzymali zwigzly i1 elegancki argument.

Praca [A4] dotyczy kolejnej hipotezy Erddsa, tym razem dotyczacej maksymalnej liczby
krawedzi w grafach z zabronionym pewnym dwudzielnym grafem r-zdegenerowanym £': Erd6s
przypuszczat, ze krawedzi tych nie moze byé wigcej niz O(n?>~'/"). Znane sa dowody nieco
stabszych oszacowan oraz dowody witasciwej hipotezy w szczegdlnych przypadkach, np. gdy F
ma maksymalny stopieil r z jednej strony (Fiiredi) lub F' = K, , \ K,_, s, (Firedi i West).
W [A4] pokazano, ze hipoteza jest prawdziwa rowniez gdy F' jest dowolnym r-zdegenrowanym
grafem dwudzielnym o tzw. ztozonosci co najwyzej 2 oraz gdy F jest (r,t)-rozdmuchaniem
(blow-up) drzewa. Obie te klasy graféw wygladaja na nieco sztuczne, maja jednak t¢ zaletg
ze uogodlniaja rownocze$nie wspomniane wyniki Fiiredi’ego oraz Fiiredi’ego-Westa. Ponownie
stosowany jest argument probabilistyczny: zakladamy, ze nasz graf zawiera zbyt duzo krawedzi 1
dowodzimy, ze pewna losowa procedura znajdujaca podgraf z dodatnim prawdopodobiefistwem
znajdzie zabroniony podgraf F'.

Praca [AS] bada postawiong w 1992 roku hipotez¢ Erd6sa, Faudree i Rousseau, méwiaca, ze
dla dowolnego nieparzystego k > 5, dowolny n-wierzchotkowy graf o co najmniej [n?/4] + 1
krawedziach nie tylko zawiera cykl Cj, ale ma co najmniej %nQ — O(n) krawgdzi wystepu-
jacych w takich cyklach. W artykule [AS] autorzy uzyskali pelne zrozumienie wspomnianego
problemu. Pokazali, ze hipoteza jest nieprawdziwa dla £ = 2, ale staje si¢ prawdziwa gdy %
zastapimy przez “1—(‘5& (i tego utamka nie da si¢ juz poprawic, co tez zostato pokazane w [AS]).
Natomiast dla £ > 3 hipoteza zostata w [AS5] udowodniona. Autorzy uzyli metody algebr flago-
wych, podobnie jak w [A2]. Inaczej niz w [A2], tym razem nie wystarczylo jednak uzy¢ goto-
wego lematu Razborova i potrzebne byly znacznie bardziej zr6znicowane techniki dowodowe.
Autorzy dowodza (ponownie rozwiazujac duzy program dodatnio pétokreslony) pewnej tozsa-
mosci w algebrze flagowej. Ta tozsamos$¢ prowadzi do poszukiwanej tezy w przypadku, gdy graf
zawiera wiele tréjkatéw, natomiast w przeciwnym przypadku autorzy dowodza, ze graf jest bliski
pelnemu grafowi dwudzielnemu.

Trzy ostatnie prace osiagnigcia dotycza graféw skierowanych. W [A6] autorzy zajmujg si¢
hipoteza Kelly’ego i innych z 2010 roku, ktéra podawata minimalng warto$¢ pétstopnia (mini-
mum ze stopnia wchodzacego i wychodzacego) wymuszajaca cykl zadanej dlugosci /. Autorzy



[A6] pokazuja, ze Kelly et al. mieli racje¢ tylko dla ¢ = 3, natomiast dla ¢ > 4 graniczna wartos$¢
jest nieco wigksza niz podejrzewana. Réwniez i w tym przypadku autorzy pokazuja takze grafy
ekstremalne, wskazujace, ze ich oszacowan nie mozna juz poprawic. Dla odmiany, w warstwie
technicznej praca [A6] postuguje si¢ gldwnie technikami kombinatorycznymi, wspomagajac si¢
takze znanymi lematami o regularno$ci oraz kilkoma wynikami addytywnej teorii liczb.

Praca [A7] zajmuje si¢ z kolei hipoteza Liniala-Morgensterna o tym, jak minimalna liczba
skierowanych 4-cykli w turnieju zalezy od liczby 3-cykli. Wczesniej zaleznos¢ ta znana byta je-
dynie dla dwéch konkretnych gestosci 3-cykli (% 1 }L), natomiast praca [A7] podaje odpowiedz
dla dowolnej gestoSci co najmniej 3—16. W pracy tej autorzy siggaja po nowy zestaw narzedzi:
analiz¢ spektralng i metody optymalizacji (ciaglej). Zauwazaja mianowicie, ze liczba 3-cykli i
4-cykli jest tozsama (odpowiednio, blisko zwiazana) z liczba homomorfizméw z C3 i Cy, ate z
kolei zaleza w prosty sposéb od Sladu macierzy sasiedztwa, ktéry z kolei wyraza si¢ przez war-
toSci wlasne. Autorzy wykorzystuja specyficzne wtasnosci macierzy sasiedztwa turniejéw, aby z
pomoca algebry liniowej otrzymaé wynik dla gestoSci co najmnie;j %. Wskazanie graféw ekstre-
malnych okazuje si¢ w tym przypadku trudniejsze niz zwykle. W tym celu autorzy wprowadzaja
nowe pojecie turnamentonu', czyli odpowiednika grafonu dla turniejéw oraz podaja doktadna
charakteryzacjg¢ turniejonéw wybijajacych pokazang zalezno$¢ migdzy gestoSciami cykli, co opi-
suje (dos¢ skomplikowana, w poréwnaniu z sytuacjami w innych pracach osiagnigcia) rodzing
turniejow ekstremalnych. Ciekawy jest rowniez przypadek gestosci 3-cykli pomiedzy % a %:
aby zrozumiec strukture odpowiednich wartoSci wlasnych, autorzy formutuja pewien problem
optymalizacyjny, po czym charakteryzuja jego rozwigzania optymalne za pomoca mnoznikéw
Lagrange’a.

Uzycie turnamentondw 1 analizy spektralnej przyniosto owoce takze w ostatniej pracy cyklu,
[A8], w ktdrej autorzy zajmuja si¢ maksymalna liczba cykli zadanej dtugosci ¢ w turniejach (a
wigc takze dowolnych grafach skierowanych). Wczesniej znane byly rozwiazania dla ¢ < 7 oraz
postawiono hipoteze okreslajaca maksymalna liczbg ¢-cykli osobno dla ¢ niepodzielnego przez
4 1 podzielnego. Autorom [A8] udato si¢ podac petna odpowiedZ w przypadku niepodzielnym i
nowe gorne oszacowanie w przypadku podzielnym.

2.2 Ocena calego cyklu

Podsumowujac, Andrzej Grzesik w ramach swojego osiagnigcia uzyskat szereg znakomitych
wynikéw w ramach teorii graféw ekstremalnych. Tym samym odpowiedzial w ten sposéb na
szereg waznych pytan i hipotez, postawionych czgsto wiele lat wczesniej przez wybitnych ma-
tematykéw (Erdds, Lovasz, Linial). Mysle, ze wiele z tych wynikow ma potencjal, zeby znalezé
si¢ w przysztych podrecznikach teorii graféw ekstremalnych. Imponujaca, i niezwykle rzadka
w postgpowaniach habilitacyjnych, jest rozpigtos¢ stosowanych w pracach osiagnigcia technik
matematycznych: od kombinatorycznych, przez dyskretny i ciaglty rachunek prawdopodobien-
stwa, algebrg liniowa z analiza spektralng, analiz¢ wraz z optymalizacja ciagta, po addytywna
teorig liczb. W pracach [A1]-[A8] autor rozwinal szereg podejs¢, metod dowodowych i nowych

ITak tlumaczy na jezyk polski stowo tournamenton autor w polskiej wersji autoreferatu, lepszym ttumaczeniem
bylby chyba turniejon?



pojec, z ktérych beda czerpac kolejni badacze. Odzwierciedleniem jakosci uzyskanych wynikéw
sq prestizowe miejsca publikacji, wsrdd ktérych warto wyrdznic¢ Journal of Combinatorial The-
ory, Series B (najlepsze pismo w teorii grafow) oraz Proceedings of the London Mathematical
Society (znane pismo ogélnomatematyczne o wielkich tradycjach).

3 Ocena pozostatego dorobku

Oprécz prac wechodzacych w sktad osiagnigcia, dr Grzesik ma w swoim dorobku jeszcze 22
artykuty. Wszystkie opublikowano w dobrej jako$ci migdzynarodowych czasopismach lub spra-
wozdaniach z recenzowanych migdzynarodowych konferencji.

Ponizej napisze kilka stéw o trzech z tych prac, mozliwie r6znorodnych tematycznie.

Praca [B6] uogdlnia klasyczne ograniczenie na liczbe krawedzi w grafie planarnym do 3-
krawedziowych Sciezek (odpowiedz dla Sciezek dtugosci 2 byta znana). Autorzy stosuja metody
kombinatoryczne.

W pracy [B8] autorzy podaja pierwszy wielomianowy algorytm dla problemu zbioru nieza-
leznego o maksymalnej wadze w grafach bez indukowanej Sciezki F. Jest to praca z pogranicza
strukturalnej teorii graféw i algorytmiki. Problem zbioru niezaleznego jest jednym z najwaz-
niejszych probleméw NP-trudnych (w ogdlnosci) i praca [B8] wpisuje si¢ w szeroki nurt po-
szukiwania klas graféw, dla ktorych istnieje algorytm wielomianowy. Praca zostata przyjeta na
czolowa Swiatowa konferencje algorytmiczna Symposium on Discrete Algorithms (SODA), co
nalezy uznac za prestizowe osiagnigcie.

Praca [B13] dotyczy algorytméw randomizowanych dla pewnego uogdlnienia problemu wy-
boru sekretarki. Autorzy ustalili (co do rzedu) prawdopodobienstwo sukcesu optymalnego algo-
rytmu.

Ogodlnie, pozostaty dorobek habilitanta nie wchodzacy w sktad osiagnigcia stoi na bardzo
dobrym poziomie i pokazuje, ze habilitant jest w stanie osiagga¢ dobrej jakoSci wyniki nie tylko
w dziedzinie graféw ekstremalnych, ale takze w innych obszarach teorii graféw oraz informatyki
teoretycznej.

Habilitant poza Uniwersytetem Jagiellonskim pracowat takze na Uniwersytecie Warszaw-
skim oraz University of Warwick (i dzigki temu spetnia ustawowy warunek pracy w co najmniej
dwoch instytucjach naukowych).

Habilitant regularnie aktywnie uczestniczy w konferencjach migdzynarodowych (takze za-
proszone) oraz wyglasza wyktady seminaryjne w licznych uniwersytetach w Polsce i za granica.

Andrzej Grzesik wydaje si¢ by¢ rowniez znakomitym dydaktykiem. Potwierdzeniem tego
przypuszczenia sa wysokie oceny prowadzonych przez niego zaj¢é na UJ, zaréwno przedmiotéw
kursowych (analiza mat., rachunek p-stwa) jak i specjalistycznych (teoria graféw, ekstemalna
teoria graféw), a ponadto zaproszenia na zaawansowane mini-kursy dla doktorantéw w innych
oSrodkach (Warszawa, Brno, Lyon).

Na szczeg6lne podkreslenie zastuguje dziatalno$¢ popularyzatorska i praca z uzdolniong
mlodzieza. Andrzej Grzesik jest jednym z filaréw Olimpiady Matematycznej 1 innych podob-
nych inicjatyw, jak konkurs Naboj. Wygtosit niezliczone odczyty popularnonaukowe, jest takze
cztonkiem komitetu redakcyjnego Delty.



Dr Grzesik ma rowniez sukcesy w zdobywaniu grantéw (SONATA 2017-2020 i SONATA
BIS 2022-2027). Wypromowal 5 prac magisterskich, z ktérych dwie byly nagrodzone w ogol-
nopolskim Konkursie im. J6zefa Marcinkiewicza na najlepsza prace studencka z matematyki or-
ganizowanym przez PTM. Obecnie jest promotorem pomocniczym trzech doktorantow. Te fakty
sugeruja, ze habilitant ma zadatki na dobrego promotora prac doktorskich.

4 Podsumowanie

Uwazam, ze prace wchodzace w sktad osiagnigcia stanowia pomyS$lna realizacje spdjnego i prze-
myslanego programu badawczego. Podejmuja naturalne pytania, stawiane i badane przez czoto-
wych naukowcé$w (w tym tak znanych jak Erdds, Lovasz czy Linial) i stosuja zaawansowane
narzedzia kombinatoryki, rachunku prawdopodobiefistwa a takze analizy i algebry. Uzyskane
wyniki §wiadcza o wyrdzniajacym si¢ warsztacie matematycznym autora. Cz¢$¢ z nich moze staé
si¢ klasykami w swojej dziedzinie. W mojej ocenie przedstawiony cykl prac z nawiazka spetnia
wymagania zwyczajowe 1 ustawowe w postgpowaniach habilitacyjnych. Pozostate osiagnigcia
naukowe s3 réwniez na dobrym poziomie. ROwniez osiagnigcia organizacyjne, dydaktyczne,
popularyzatorskie i aktywnos$¢ migdzynarodowa z duzym nadmiarem spetniaja wymagania w
postepowaniach habilitacyjnych.

Podsumowujac, po szczegétowym przeanalizowaniu przedtozonych materialéw stwierdzam,
ze dorobek dr. Andrzeja Grzesika stanowi znaczny wkiad w dyscypling matematyka, w szcze-
g6Inosci w teorig graféw ekstremalnych. Jestem przekonany, ze dorobek ten spelnia z nawiazka
zZwyczajowe 1 ustawowe wymagania stawiane w postgpowaniach habilitacyjnych. W zwiazku
z tym popieram wniosek dr. Andrzeja Grzesika o stopiefi naukowy doktora habilitowanego w
dziedzinie nauk matematycznych w dyscyplinie matematyka. Biorac pod uwage jakos$¢ osia-
gnigtych wynikéw i prestiz czasopism w jakich je opublikowano, wnioskuj¢ o wyréznienie tej
habilitacji.
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