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“Graph coloring games”

1. OMOWIENIE PRACY

Przedmiotem rozprawy sa dwie nowo zdefiniowane gry kolorowania graféw:
kolorowania wickszo$ciowego 1 kolorowania spojnego (magjority coloring game,
connected coloring game). Klasyczna gra kolorowania grafow polega na na-
przemiennym kolorowaniu wierzchotkow danego grafu G z zachowaniem wa-
runku whadciwego kolorowania (proper coloring), to znaczy: kolor nadawany
nowemu wierzchotkowi nie moze byé taki sam jak kolor ktéregokolwick jego
sasiada, ktéry juz zostal pokolorowany. Kolory wybierane sg przez graczy
z ustalonego zbioru k koloréw, oznaczanych zwykle liczbami od 1 do k.
Najmniejsze k takie, zc zaczynajacy gre gracz A ma strategic pozwalajaca
uzyskaé wlasciwe pokolorowanie calego grafu G nazywa si¢ jego rozgrywang
liczbg chromatyczng (game chromatic number) 1 oznaczana jest symbolem
Xo(G). Jest ona oczywiscie nic mnicjsza niz zwykla liczba chromatyczna x(G)
grafu, tzn. minimalna iloé¢ koloréw, dla ktorej istnicje wlasciwe pokolorowa-
nie grafu G.

W przedstawionej rozprawie doktorskiej rozwazane s dwa warianty klasycz-
nej gry. W kolorowaniu wigkszosciowym warunck wlasciwego pokolorowania
ostabiony jest do wymogu, zeby liczba sasiadéw pokolorowanych (dotychczas)
tym samym kolorem co aktualnie kolorowany wierzcholek v nic przekraczala
nigdy potowy liczby wszystkich sasiadéw v (czyli polowy stopnia wierzchotka
v w grafie G). Odpowiedni parametr minimalnej ilosci kolorow potrzebnych
dla gracza A do uzyskania w grzc petnego wigkszosciowego pokolorowania
grafu G nazywa sic rozgrywang wigkszosciowq liczbg chromatyczng (magjority
game chromatic number) i oznaczany jest przcz py(G). Mozna tuta] rozwa-
zaé réwniez odpowiedni parametr 1(G) w wersji bez grania, ale jest on o tyle
niecickawy, ze nictrudno zauwazyé, ze p(G) < 2 dla dowolnego grafu G (to
znaczy dwa kolory zawsze wystarcza, zeby graf pokolorowac wickszo$ciowo).

Dla odmiany, w kolorowaniu spdjnym warunck wiasciwego pokolorowania
jest wzmocniony wymogicm, zeby kolejny wicrzcholek wybicrany do poko-
lorowania tworzyt graf spojny z dotychczas pokolorowanymi wierzchotkami.
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Minimalna ilo$¢ koloréw potrzebna graczowi A do uzyskania w tcj grze pel-
nego wlasciwego pokolorowania grafu, oznaczana Xe(G), nosi nazwe spéjne;
rozgrywanej liczby chromatycznej (connected game chromatic number). Je-
den wariant z drugim nie na nic wspélnego (poza wyjsciowym pojeciem).
Spojne kolorowanic ma sens tylko w przypadku gicr.

Jeden z klasycznych algorytméw whasciwego pokolorowania grafu polega na
ustawieniu najpicrw wierzchotkéw grafu G'w porzadku liniowym vy, ..., vy, a
nastepnic nadawaniu kolejnym wierzchotkom najmniejszego dostepnego ko-
loru spemiajgcego warunek wiagciwego pokolorowanie (wobec dotychezas po-
kolorowanych wicrzchotkéw). Minimalna liczba koloréw potrzcbna przy tym
kolorowaniu nosi nazwe liczby kolorujacej (coloring number) grafu G i ozna-
czana jest col(G). Ponownie mamy naturalna nieréwnosé col(G) = x(G).

Rozprawa sklada sie z pieciu rozdzialéw. W rozdziale pierwszym mamy ogdlne
wprowadzenie do tematyki kolorowania graféw oraz opis struktury rozprawy.
Rozdzial drugi zawiera definicje, zaréwno elementarne dotyczace graféw, jak
1 te odnoszace si¢ do gier kolorowania graféw. Rozdzial 3 zatytutowany “Ma-
jority coloring game” prezentuje rezultaty pracy opublikowanej w 2019 roku
w Discrete Applied Mathematics, pod tym samym tytulem, napisancj przez
autora rozprawy wspoélnic z promotorami B. Boskiem i J. Grytczukiem. Roz-
dziat 4 zatytulowany “Connected coloring gamc” zawicra rezultaty kolejnej
wspolnej pracy tej samej trojki autoréw, z lat 2017-2018, ktére nic doczckaty
si¢ publikacji, jako ze w 2019 ukazaly si¢ w zasobic arXiv artykuty innych
autoréw z podobnymi rezultatami, opublikowane poznicj w Discrete Applied
Mathematics. Autor rozprawy przeckonywujaco uzasadnia, zc rezultaty tego
rozdziatu byly osiggnicte przez nicgo i dwoéjke promotoréw niczaleznic i weze-
$niej. Ostatni krétki rozdziat dyskutuje cztery najbardzicj interesujace, ciggle
otwarte, przypuszczenia w tematyce rozprawy.

W Rozdziale 3, najcickawszy rezultat pokazuje, ze rozgrywana wickszosciowy
liczba chromatyczna grafu g moze byé¢ dowolnie duza, i to w ograniczo-
nej klasie graféw dwudzielnych. Kontrastuje to drastycznie ze wspomnianym
faktem, zc¢ nicrozgrywany odpowicdnik (G) < 2 dla wszystkich graféw. Po-
dobny rezultat na brak ograniczenia liczby p, autorzy uzyskali dla klasy gra-
féw z liczbg kolorujaca col(G) = 3. Rozdzial zawicra ponadto dwa rezultaty
na ograniczenie liczby p,(G) < 3 dla klasy drzew binarnych i dla specjalnych
(petnych) podpodziatéw graféw, oraz ogolne ograniczenie py(G) przez inny
(bardziej ztozony) parametr tzw. rozgrywang liczbe kolorujacy col,(G).



Rozdzial 4, dotyczacy spéjnego kolorowania graféw zawiera 11 stron réznego
rodzaju uwag na temat tego nowego wariantu gry kolorowania grafu. W szcze-
golnodci, sg to réznc oczywiste obserwacje lub uwagi, zc przy pomocy takich
samych lub nieznacznie zinodyfikowanych dowodéw mozna uzyskac rezultaty
analogiczne do tych uzyskanych dla klasycznego rozgrywancgo kolorowania
graféw. Dopicro w drugiej polowie rozdzialu mamy dwa nowe rczultaty na
temat ograniczenia spéjnej rozgrywancj liczby chromatycznej x.(G) w kla-
sach graféw zewngtrznic planarnych i triangulowanych zewngtrznie planar-
nych (przez 6 i 5, odpowiednio) oraz rezultat dowodzacy, ze w klasic grafow
z liczbg kolorujaca col(G) = 4 liczba x.(G) jest nicograniczona (dla klasy z
liczba, col(G) = 3 pozostaje to otwartym problemem).

2. UWACGI MERYTORYCZNE I OGOLNE

Najbardzicj drastycznym niedocignigciem calej rozprawy sa proby sformu-
lowania formalnej lub pétformalnej definicji rozwazanych parametrow zwia-
zanych z grami. Dla przykiadu, zupemic nieudang proba jest Definicja 2.1.
Pomylone sa zmiennc ¢; z wartodciami kolordéw c;, brakuje warunkéw na roz-
noéé kolejnych wybieranych wicrzchotkéw i spetnienie warunku prawidtowego
pokolorowania na kazdym kroku. W prezentowanej formie Definicja 2.1 jest
nie do przyjecia i w zaden spos6b nic przyczynia si¢ do rozjasnicnia wywodu,
lecz wlagnic z powodu nicpoprawnoéci, wprowadza zamicszanic. Podobnic
jest z Definicjami 2.9 1 3.1. Troche dziwig sie, ze promotorzy nie zwrécili
na to doktorantowi uwagi. Myéle, zc warto, aby autor rozprawy sprobowal
sam dla siebie sformutowaé w pei poprawng forimalng definicje i zobaczyt
ile jest z tym klopotu. Pomoze to w prawidlowym zrozumiecniu roli i sensu
formalnego zapisu w pracach matematycznych.

Drugi problein to niescisto$¢ i niejasnod¢ w definicji gry spojnego kolorowania
i zwigzanej z tym Definicji 4.1. Logicznie wydaje sig, ze definicje te dotycza
tylko graféw spdjnych (cho¢ nie jest to zaznaczonce). Wtedy bez watpienia sa
poprawne i wszystkie rezultaty sic zgadzajg. Jednak pewne wzmianki w dal-
szym ciggu moga, sugerowad, ze chodzi takze o grafy niespojne. Na przyktad,
Hipoteza 5.4 i Rysunek 14 sugeruja, ze w gre wchodzg takze grafy niespéjne.
Ale wtedy Definicja 4.1 wymagalaby jakiego$ usciSlenia. Brak Scislejszej de-
finicji wprowadza nicpotrzebne zamicszanie.

7 pomicszaniem pojeé mamy tez pod koniec Rozdziatu 2 na stronie 19. De-
finicja marking game jest nicpoprawna. Chodzi o zminimalizowanic liczby
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wstecznych sasiadéw, a nie liczby col(G) (ktéra jest stata dla dancgo grafu G
i niezalezna od porzadku wierzchotkéw). Nastepujaca po tym Definicja 2.9.
dotyczy wlasnie tej liczby, a nie jak blednie jest napisane liczby rozgrywanej
coly(G).

Ogdlnie, rozprawa jest mocno niejednorodna. Rozdziat 3, bazujacy na opubli-
kowanej pracy z dwoma wspdétautorami mocno kontrastuje z pozostala cze-
$cig rozprawy, ktorej zarzucié mozna liczne bledy jezykowe i niezbyt udang
momentami matematyczng prezentacje. Dzis istniejg znakomite narzedzia j¢-
zykowe pozwalajace uzyska¢ bardzo poprawny angiclski tekst. Najwyraznicj
autor nie uznal za stosowne poddaé swéj tckst takicj automatycznej wery-
fikacji. Wyglada tez na to, ze weryfikacja prezentacji matematyczne] przez
promotoréw byta raczej powierzchowna.

Niemniej, chociaz moja uwaga dotyczy réwnicz prezentacji nicktérych dowo-
déw, po dokladnicjszym wejrzeniu, bytem w stanie je zrozumie¢ i wszystkie
dowody uwazam za poprawne.

3. KONKLUZJA

Bez watpienia przedlozona mi do oceny rozprawa stanowi oryginalne roz-
wigzanic problemu naukowcego oraz wykazuje ogdlng wicdze tcoretyczng kan-
dydata w danej dyscyplinic naukowej. Pewne watpliwosci nachodzg mnie
przy stwierdzeniu, ze rozprawa pokazuje umicj¢tnoéé autora samodzielnego
prowadzenia pracy naukowej. Brakuje mi o$wiadczenia wspolautoréw, ktore
mogloby mnie upewnié w tej kwestii, ale rozumicm, ze przy rozprawach dok-
torskich nie ma ani takicgo ustawowego wymogu, ani takicgo zwyczaju. Za-
kladam wicc, zc wktad wszystkich autoréw w uzyskanic wynikéw jest réwny
i wynosi po okolo 30 procent. Przy tym zalozeniu, stwierdzam, zc rozprawg
mozna uznaé za czynigca zadosé zwyczajowym i ustawowym wymaganiom
dla rozpraw doktorskich, i w zwiazku z tym rckomenduj¢ nadanie mgrowi
Gabrielowi Jakébezakowi stopnia doktora nauk matematycznych.

Wroctaw, w dniu 21 sierpnia 2025 r.

Andrzej Kisielewicz
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NIEKTORE UWAGI SZCZEGOLOWE

Jesli chodzi o jezyk angielski, to nie czuje sig, az tak kompetentny, zeby dys-
kutowa¢ kolejne bledy jezykowe, ale mozna (bylo) poradzié¢ sic na przyktad
Chata GPT, ktérego mozna poprosié o oceng jezykowej poprawnosei frag-
mentu tekstu i o ewentualng korckte. Zwrbcg natomiast uwage na nicktére
konkretne mankamenty matematycznej prezentacji. Autor nic wykonal tez
zwyktego spell-check (przynajmnicj do ostatnicj wersji rozprawy), bo w tek-
scie sa zwykle literéwki (nicktére z nich przywotuje ponizej poprzez wskazanic
strony i zacytowanic)

str 5: “biewicksza”
str 14: “plane” zamiast “planar”
str 15: do definicji “tree” trzeba dodaé “connected”

str 16: pojecie subdivision jest szersze, chodzi tu o specjalny rodzaj podpo-
dzialow

str 16: “grapg”
str 17: “Anout”

str 18: Nazwa “2-coloring number” jest nicfortunna, bo sugeruje pokolorowa-
nie dwoma kolorami; niefortunne jest tez umicszezenic definicji tej liczby w
rozdziale wstepnym, skoro pierwsze i Jedyne odwotanie do tej definicji mamy
dopiero na stronie 38. Najlepsze miejsce dla definicji wzytych tylko raz w

calej pracy, jest w micjscu uzycia.
str 25: “a strategy” powinno byé¢ “the strategy”
str 26: w Theorem 3.4 powinno byé “complete binary tree”

str 36: w Definicja 4.9 pojecic “hackward neighbor™ nic zostato zdefiniowanc,
chociaz zostaly zdefiniowane bardziej elementarne pojecia. Nawiasem mo-
wige, wezesniejsze zdefiniowanie tego po jecia i uzycie w Definicji 2.9, 1 kilku
innych micjscach, rozjasnitoby wywad.

str 37: opis “activation strategy” na tej stronie jest malo czytelny. Zmuszony
bylem siegnaé po oryginalny opis w pracy, gdzie ta strategia zostala zdefinio-
wana. Nalezatoby zaczaé od wskazania warunkéw, gdy Alice wybiera do po-
kolorowania pierwszy nicpokolorowany osiagalny wicrzchotck (co ma micjsce
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w dwdéch przypadkach), a dopiero potem opisaé iteracyjng procedurg prze-
chodzenia przez wsteczne wicrzchotki. (Albo postuzy¢ sie bardzicj formalna,
ale scisla definicjg z pozostawieniem jej przeanalizowania czytelnikowi).

str 38: Na rysunku na tej stronie brakuje numeru, jak réwniez wyjasnienia
oznaczen. Nic wiadomo, ktéry fragment tckstu si¢ do niego odwoluje, co
dotyczy zresztg kilku dalszych, numerowanych rysunkéw — nie ma do nich
odwolania w tekscie.

str 40: caly opis “monctary order” jest nieprzydatny, bo nie jest uzyty w tej
rozprawie.

str 44-45: poczatek opisu nicjasny. Stwicrdzone Jest, ze Alice musi najpierw
zmodyfikowac strategie; przydatoby sie dodaé dlaczego nie moze uzyé strate-
gil niczmodyfikowancj. Niejasne jost, czy rozwazamy jaka$ (dowolna) trian-
gulacje¢ rozwazancgo grafu, i do niej odnoszg si¢ pojecia “brotherhood” i
podohne, czy tez modyfikujemy te pojecia?

str 46: “our it”
str 47: Czego przykladem jest Figure 127 Nic ma do niej odwotania w tekscic.
str 47: “indecndent”
str 49: Czy “almost triangulated” to to samo co “triangulated”?
str 50: “Example 10” powinno byé¢ “Figure 10”
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