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Recenzja rozprawy doktorskiej mgra Piotra Pikula
,.Backward extensions of weghted shifts on directed trees”

Przedlozona rozprawa doktorska dotyczy wlasnosdci operatoréw przesunieé
wazonych, podstawowego dziatu teorii operatoréw. Ta klasa operatoréw do-
starcza szeregu bardzo pozytecznych przykltadéw modelowych operatoréw
o zadanych wlasnoséciach, a jednoczesnie badanie ogélnych klas operatorow
(np. kontrakcji na przestrzeni Hilberta) czesto sprowadza si¢ do badania
dosé szczegdlnych klas przesunieé wazonych (choé czesto z wagami operato-
rowymi).

Autor rozwija konstrukcje, idee i pomysly gtebokiej pracy (lub raczej matej
monografii) Z. Jabloriski, L.B. Jung, J. Stochel, Weighted shifts on directed
trees, Mem. Amer. Math. Soc. 216 (2012), no. 1017, gdzie zostaly stwo-
rzone podstawy teorii operatoréw przesunie¢ wazonych na drzewach skiero-
wanych. Teoria ta znaczaco uogdlnilta klasyczna teorie przesunie¢ wazonych,
wskazata szereg nowych efektéw i byta aktywnie rozwijana, miedzy innymi,
przez sporg grupe matematykow krakowskich oraz grupe matematykow z
Indii, m.in. S. Chavana.

Oczywistym faktem jest to, ze operator ograniczony na £2(Z.) (Z4 =
N U {0}) definiuje sie swoim dziataniem na elementach bazy standardowej
(en)n>0 W £2(Z4),inp. klasyczne prawe przesuniecie Sy z waga A = (An)22,
jest zwykle opisywane jako Sxe, = Anent1,n € Zy, przeprowadzajac w
ten sposdb wektory bazowe w wielokrotnosci podzbioru wektoréw bazowych.
Sposob w jaki elementy bazy odwzorowuja sie na podzbiér swoich wielo-
krotnosci moze by¢ owszem bardziej skomplikowany, ale woéwczas wlasnoéci
odpowiedniego operatora jest ciezko kontrolowaé, i s3 one w pewnym sensie
,niewidoczne”. Zatem naturalnym pomystem jest znalezienie ujecia algebra-
icznego, w ktérym strukture operatora da sie opisaé w sposéb przejrzysty, a
jednoczesnie prowadzacego do istotnych zastosowan i pozwalajacego odkryé
nowe zjawiska w poréwnaniu do przypadku klasycznego. (Warto zauwazyé¢,
ze pewne bardzo pozyteczne realizacje tego pomystu pojawialy sie juz w
latach 60-ch w pracach Foguela i Halmosa dostarczajacych kontrprzyklady
do stynnego problemu B. Sz-Nagy’a o podobienstwie operatoréw potegowo
ograniczonych na przestrzeni Hilberta do kontrakcji, gdzie rozwazane byly
wazone operatory przesuniecia na kratach, o tym wspominam tez nizej).

Takie ujecie dostarcza podejscie Junga, Jablonskiego i Stochela, ktore
wklada badanie przesunie¢ w bardzo bogaty kontekst graféw, odpowiadaja-
cych za kombinatoryke przeksztalcen wektoréw bazowych, mianowicie kon-
tekst przesunie¢ wazonych na drzewach skierowanych. Wymaga ono wyrafi-
nowanego aparatu teorii grafow, istotnie korzysta z szeregu pojec tej teorii,
w szezegolnosel graféw nieskoriczonych i wprowadza tez nowe obiekty i na-
rzedzia w ramach tej teorii. W pewnym sensie, operatory przesuniecia na
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drzewach skierowanych stanowig uogolnienie operatoréw sasiedztwa, odpo-
wiadajacych grafom nieskonczonym. 7 kolei takie operatory sasiedztwa sg
nieskoriczenie wymiarowym analogonem dobrze znanego pojecia macierzy
sasiedztwa, pochodzacego z klasycznej teorii graféw skoiiczonych. Przedto-
zona rozprawa, jest kolejnym krokiem w tym kierunku. W ramach badania
przesunieé na strukturach algebraicznych, wprowadza i bada ona nowe i dos¢
pozyteczne pojecie przesuniecia na lesie skierowanym i jednoczednie rozwija
istniejaca teorie przesunie¢ na drzewach. Dosé cigzko jest omowi¢ jej pod-
stawowe osiggniecia nie wprowadzajac zawilej 1 miejscami doéé technicznej
teorii algebraicznej. Zatem bede staral sie przekazaé raczej duch rozprawy,
niz doktadne sformutowania w niej zawarte.

Pewne intuicje przekazuje opis operatora wazonego przesuniecia na lesie (a
zatem drzewie) skierowanym podana nizej. Para 7 = (V,p) jest nazywana
w rozprawie lasem skierowanym, jesli V jest zbiorem niepustym, a funkcja
p: V — V jest taka, ze zn € N, v € V i p*(v) = v, wynika p(v) = v. Ele-
menty zbioru root(7) := {u € V': p(u) = u} nazywane sg korzeniami lasu 7,
za$ elementy V- wierzchotkami tego lasu, a funkcja p - funkcja rodzica. Jesli
u,v € V sg wierzchotkami spelniajagcymi warunek p(v) = u # v, to u jest
nazywany rodzicem v. Z kolei elementy Chi(v) := p~!(v) \ {v} nazywane sa
dzieémi wierzchotka v. Drzewem skierowanym nazywany jest las skierowany,
sp6jny jako graf, tzn. drzewem tym jest las skierowany, skladajacy sie z
jednego drzewa. Dla lasu skierowanego 7 = (V,p) i rodziny wag zespolo-
nych A = {\, }yev takich, ze A, = 0 dla v € root(7), ograniczony operator
Sy przesuniecia wazonego w £2(V) ma postaé Sxe, = ZueChi(v) Auey, gdzie
{e, :v € V} jest baza ortonormalna w £2(V). W tym ujeciu klasyczne prze-
suniecie w prawo na £2(Z, ) moze byé rozwazane jako przesuniecie na drzewie
skierowanym 7T = (Z4,p), zakladajac, ze p(0) =0ip(n+1) =n,n > 0.

Przechodzac do szczegdlowego omowienia rozprawy zauwaze, Ze mimo jej
dosé¢ skromnego rozmiaru, jest ona do$é bogata w wyniki i obserwacje, ktore
w caloéci jest ciezko omowié (nawet pobieznie) w tej krotkiej recenzji. Za-
tem skupie sie na wybranych rezultatach najbardziej wartogciowych z mojego
punktu widzenia. Zaznacze, ze rozprawa cze$ciowo opiera sie na opublikowa-
nej pracy autora P. Pikul, Backward extensions of weighted shifts on directed
trees, Integral Eq. Op. Theory 94 (2022), no. 3, No. 26. (Fakt ten nie jest
wspomniany w rozprawie, by¢ moze z tego powodu, ze praca ukazala sie juz
po zlozeniu rozprawy.)

Rozprawa doktorska mgra Pikula sklada sie ze wstepu, zawierajacego
ogdlne omowienie rozprawy wraz z niezbednymi oznaczeniami i podstawowsg
terminologiag, pieciu rozdziatléw, bibliografii oraz spisu 14-tu rysunkéw za-
wartych w rozprawie (ostatnie nieco oddaje specyfike rozprawy). Pierwszy,
dosé krotki rozdzial w miare wyczerpujaco wprowadza w tematyke rozprawy
i podaje niektére motywacje do badaii w niej zawartych. (Ten rozdziat nale-
zatoby nieco rozbudowaé, poniewaz tematyka rozprawy dotyczy dos¢ nowego
kierunku badan.) Drugi rozdzial rozprawy jest catkowicie poswigcony wpro-
wadzeniu pojeé lasu i drzewa skierowanych, wyjasnieniu ich podstawowych
wlasnosci i struktury, oraz zwigzkow pomiedzy tymi pojeciami. O ile drzewa
skierowane zostaly dokladnie zbadane w pracy Junga, Jabloiiskiego i Sto-
chela wspomnianej wyzej, o tyle pojecie lasu, wydaje sie, nalezy do autora
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rozprawy, 1 pozwala na wprowadzenie wygodnego formalizmu do rozwazania
probleméw teorio-operatorowych, badanych w kolejnych rozdziatach (m.in.
wsteczne rozszerzenie zakorzenionego drzewa skierowanego). Rozumowania
zawarte w tym rozdziale sg elementarne, ale niebanalne, i wymagaja pomy-
stowosci. Niektore z konstrukeji wprowadzonych w tym rozdziale, np. sumy
proste drzew i laséw oraz ich potegi, sa Sciste zwigzane z teoria operato-
réw i, wydaje sig, nie wystepowaly w istniejacej literaturze (przynajmniej
w tej postaci). W trzecim rozdziale autor definiuje przesuniecia wazone na
lasach skierowanych i omawia ich zwigzki z poréwnywalnie dobrze zbadanym
pojeciem przesuniecia wazonego na drzewie skierowanym. Miedzy innymi,
pokazuje on, ze klasa przesunie¢ wazonych na lasach skierowanych posiada
szereg specyficznych wygodnych wlasnosci. Miedzy innymi, klasa ta jest nie-
zmiennicza wzgledem poteg 1 sum prostych, a (w istocie) kazde przesuniecie
na lesie skierowanym jest suma prosta przesunieé¢ na drzewach skierowanych.
Ponadto, mgr Pikul wykazuje, ze wazone przesuniecia na lasach skierowanych
pozwalaja na usuniecie krawedzi z zerowymi wagami, i sg unitarnie réwno-
wazne przesunieciu z wagami nieujemnymi. Sa to dosé proste, ale pozyteczne
wyniki.

Rozdziaty czwarty 1 piaty sa kluczowymi rozdziatami rozprawy. W roz-
dziale czwartym, autor charakteryzuje wazone przesuniecia na lasach skie-
rowanych, dla ktorych ustalona potega jest hiponormalng. To twierdzenie
oraz szereg lematow (z ktorych kilka posiada odrebng wartosé) prowadzi
do centralnego twierdzenia rozdzialu, charakteryzacji laséw skierowanych,
na ktoérych kazde wazone przesuniecie hiponormalne jest potegowo hipo-
normalne. Jak wykazuje mgr Pikul, takie lasy mozZna opisa¢ w terminach
sgeometril” odpowiednich graféow. Jest to dobra ilustracja specyfiki abs-
trakcyjnego kontekstu grafowego dla przesunieé, poniewaz w sytuacji kla-
sycznej potegi kazdego hiponormalnego przesuniecia wazonego s hiponor-
malne. Rozdzial czwarty zawiera ponadto charakteryzacje subnormalnych i
catkowicie hiperrozciagajacych przesunieé¢ wazonych na lasach skierowanych.
(Przypomnijmy, ze ograniczony operator T' na przestrzeni Hilberta jest na-
zywany calkowicie hiperrozciagajacym (,compeletely hyperexpansive”) jesli
Ap(T) == ?=0(—1)j (?)T*jTj < 0 dla wszystkich n € N. Pojecie hiperroz-
ciagalnodci zostato wprowadzone przez Athavale’ego i jest pojeciem w pew-
nym sensie dualnym (badz dopemiajacym) do pojecia subnormalnosci zgod-
nie ze znanym opisem J. Aglera kontrakeji subnormalnych 7" przez warunek:
An(T) > 0, n € N.) Pierwsza charakteryzacja, uzywajaca ciaggi momentéw
Stieltjesa, jest dos¢ bezposrednim analogonem odpowiedniego twierdzenia
dla przesunieé¢ klasycznych nalezacego do Lamberta, za$ drugie twierdzenie
wymaga pewnych nietrywialnych teorio-funkcyjnych rozwazan dotyczacych
ciggow alternujacych (choé tez rozwazania te sa bliskie sytuacji klasycznej,
badanej m.in. przez Jablonskiego, Junga i Stochela). Te dwa wyniki sg
istotne dla rozwazan autora w ostatnim, piagtym rozdziale rozprawy. W
tym rozdziale mgr Pikul bada doglebnie skonczone rozszerzenia wstecz dla
przesunieé¢ wazonych na drzewach zakorzenionych i ich rodzin, zdefiniowane
na sumie zakorzenionej tych drzew. Aby wyjasni¢ tematyke tego rozdziatu,
przypomnijmy, ze dla ustalonego k& € N przesuniecie wazone Sy (W prawo)
na [2(Zy) z wagami A = (\,)%%, C C, nalezace do pewnej klasy K (np.
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klasy operatoréw subnormalnych), posiada rozszerzenie wstecz o k krokéw z
(tejze) klasy K, jesli istnieje zestaw niezerowych (A_g, ..., A_1) C C taki, ze
przesuniecie wazone Sy x (w prawo) na [?(Z.) z wagami (A,_)2, nalezy
do klasy K (Warto zauwazy¢, ze Sy j jest unitarnie réwnowazne obcieciu Sy
na \/y., ep.) Takie rozszerzenia przesunie¢ s naturalng i uzyteczng kon-
strukcja, dobrze zrozumiang w klasycznym przypadku. Zostaly one wiozone
w ogdlny kontekst przesunieé¢ na drzewach skierowanych i dokladnie zbadane
w pracy Jabloriskiego, Junga i Stochela w Mem. AMS, wspomnianej wyzej.
Korzystajgc z bogatej struktury algebraiczno-grafowej przesunie¢, dostarcza-
nej przez drzewa skierowane, autor rozwija rozwazania Jablonskiego, Junga
i Stochela i rozpatruje wspoélne rozszerzenie wstecz dla rodziny przesuniec,
bedace przesunieciem na drzewie nakrywajacym drzewa wejSciowe 1 rozsze-
rzajacym w sposob naturalny przesuniecia z zadanej rodziny. Wprowadza
on pojecie wlasnosci wspolnego rozszerzenia wstecz, gwarantujacej, ze dla
kazdego k € Z., istnienie rozszerzenia wstecz o (k + 1) krokéw dla kaz-
dego przesuniecia S; z co najwyzej przeliczalnej rodziny (Sj);es przesunieé
na zakorzenionych drzewach skierowanych takiej, ze sup; [S;]| < oo, jest
rownowazne istnieniu wspolnego k-krokowego rozszerzenia wstecz dla calej
rodziny (S;)jes na drzewie bedacym suma zakorzeniong drzew dla poszcze-
golnych przesunieé. Ta wlasnosé, jak pokazuje autor, posiada szczegdlng
wartosé dla klas przesunieé¢ bliskich do klasy operatoréw normalnych. Za-
znacziny, ze wiasno$é wspolnego rozszerzenia jest daleka od bycia banalna.
Dobrze ilustruje to udowodniony w rozprawie fakt, ze klasa ograniczonych
z dotu przesuniec wazonych na drzewach skierowanych nie posiada wspdl-
nego rozszerzenia wstecz. Jednoczednie kazde indywidualne przesuniecie z
tej klasy posiada k-krokowe rozszerzenie wstecz dla kazdego k& € N. Za
pomocy do$é¢ wyrafinowanych argumentéw, autor wykazuje, ze klasy sub-
normalnych i potegowo hiponormalnych przesunie¢ wazonych na drzewach
zakorzenionych maja wlasnosé wspolnego rozszerzenia wstecz. Sa to wazne
wyniki, ktore na pewno beds mialy ciekawe zastosowania. Na tej drodze,
mgr Pikul otrzymuje takze opisy przesunie¢ posiadajacych potegowo hipo-
normalne i subnormalne rozszerzenia o k krokéw wstecz. Charakteryzacje
z rozdzialu czwartego oraz techniki oparte na badaniu natury pewnych cia-
gow momentoéw Stieltjesa i ciggdw alternujacych odgrywaja tu istotna role.
Z drugiej strony, podany przez autora pomystowy kontrprzyktad wykazuje,
ze wlasnosé wspoélnego rozszerzenia wstecz nie zachodzi dla klasy przesu-
nie¢ wazonych catkowicie rozciggajacych o analogicznej strukturze grafowej.
Mimo podanego kontrprzyktadu, charakteryzujac catkowicie rozciagajace k-
krokowe rozszerzenia wstecz dla przesunie¢ wazonych, autor udowadnia, ze
istnienie (k + 1)-krokowych rozszerzen wstecznych dla wszystkich elementow
zadanej jednostajnie ograniczonej rodziny catkowicie rozciggajgcych przesu-
nie¢ wazonych na drzewach zakorzenionych implikuje istnienie k-krokowego
rozszerzenia wstecz dla nakrywajacegodperatora przesuniecia na sumie pro-
stej zakorzenionej odpowiednich drzew. Ponadto, rozdzial zawiera szereg
spokrewnionych twierdzen, miedzy innymi dos¢ atrakcyjne twierdzenie o
strukturze przesuniecia realizujgcego wspdlne rozszerzenie.
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Analityczne techniki rozprawy sa bliskie metodom wypracowanym przez
Jablonskiego, Junga i Stochela (wspomn. praca w Mem. AMS) oraz pra-
com badajacym sytuacje przesuniec klasycznych. Jednakze, wiele konstrukeji
o podlozu teorio-grafowym, sy nowe i wymagaja inwencji. Pewien niedo-
syt budzi ograniczenie sie autora do klas przesunieé¢ wazonych zwigzanych
z pojeciem normalnosci. Jak wspominatem wyzej, konstrukcje przesunieé
oparte na kombinatoryce obrazéw wektoréw bazowych byly rozwazane juz
przez Foguela-Halmosa, i okazaly sie niezwykle pozyteczne (patrz tez Hal-
mos, Duke Math. J.(1972)). Dalsze rozwiniecie pomystéw Foguela-Halmosa
w strong bardziej zaawansowanych operatoréw przesuniecia mozna znalezé
np. w pracach Miiller, Tomilov, JFA (2007) i M. van Oosterhout, The
Blum-Hanson property, M. Sc. Thesis, Delft Univ. of Technology, 2009,
https://repository.tudelft.nl/ (ostatnia praca wkitada idee Foguela-Halmosa
w kontekst grafow nieskoriczonych). Mozna byloby sie pokusi¢ o badanie
wlasnosci cyklicznodci, rachunkéw funkeyjnych, konstrukeji modeli etc., roz-
wazajac rowniez np. zestawy przesunie¢ przemiennych. Ale byé moze jest
to kwestia niedalekiej przysziodci.

Rozprawa jest starannie zredagowana, jej struktura jest dobrze przemy-
glana. Nie zauwazylem istotnych usterek matematycznych. Kilka zauwazo-
nych drobnych mankamentéw, np ,,paper” w abstrakcie powinno by¢ ,thesis”;
... assume boundedness” w sformutowaniu Prop 5.3 jest bardzo niefortunne,
poniewaz wiekszo§¢ klas na wypunktowanej liscie sklada sie z operatoréw
ograniczonych, ,, ... are uniformly bounded” w sformutowaniu Th. 5.27
brzmi niepoprawnie (jednostajnie ograniczona ma byé rodzina badz ciag),
etc., ktore w zaden sposodb nie wpltywaja na moja wysoka ocene rozprawy.

Przejrzalem wickszo$é dowodéw i zaden z nich nie budzi moich zastrze-
zen. Wszystkie argumenty sg klarowne, a wiekszoéé twierdzen jest obdarzona
komentarzami oraz dyskusja wnioskéw.

Konkluzja: Recenzowana rozprawa doktorska stanowi istotny wkiad w teorie
operatoréw. Wprowadzone pojecia s3 pozyteczne i na pewno beda wykorzysty-
wane w przysziosci, a zawarte w niej wyniki s3 oryginalne i czesto oparte na
pomystowych dowodach. Autor rozprawy wykazat sie solidnym warsztatem z
zakresu teorii operatoréw i spokrewnionych zagadnien, oraz duza samodzielno-
Scig. Uwazam, Ze recenzowana rozprawa doktorska spetnia wymagania stawiane
rozprawom doktorskim i z petnym przekonaniem wnosze o dopuszczenie mgra
Pikufa do dalszych etapéw przewodu doktorskiego.
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