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Recenzja rozprawy doktorskiej
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Backward extensions of weighted shifts on directed trees

Rozprawa doktorska mgra Piotra Pikula liczy 85 stron i sklada si¢ z rozdzialu
wstepnego, czterech rozdzialow stanowiacych zasadnicza tres¢ pracy oraz spisu lite-
ratury i spisu ilustracji. Dysertacja jest napisana w jezyku angielskim i dotyczy opera-
torow przesunie¢ wagowych na lasach skierowanych (ang. directed forest). Wszystkie
wyniki (poza Twierdzeniem 3.10) dotycza operatoréw ograniczonych.

1. ZAWARTOSC PRACY

W rozdziale wstepnym Doktorant nakresla perspektywe badawcza, krotko opisuje
zawarto$¢ poszczegolnych rozdzialow oraz precyzuje oznaczenia.

Rozdzial drugi zawiera definicje¢ lasu skierowanego oraz innych zwigzanych z nim
pojeé (korzen, lis¢, drzewo), a takze dowody podstawowych wilasnosci lasow. Tutaj
takze opisane sa operacje na lasach (suma prosta, suma ukorzeniona, rozszerzenie
wsteczne i k-ta potega) oraz wprowadzona jest definicja czesciowego porzadku na
zbiorze lasow o tym samych zbiorze wierzchotkow (Definition 2.12) — jej rozne wla-
snosci sy opisane w Twierdzeniu 2.13 i Lemacie 2.15.

W Rozdziale 3 autor wprowadza pojecie operatora przesuni¢é wagowych na lesie
skierowanym. Jest to uogolnienie definicji przesunie¢ wagowych na drzewach skiero-
wanych, rozwazanej przez Jabloriskiego, Junga i Stochela w [18|'. Takze podstawowe
wtasnoéci takich operatorow udowodnione w tym rozdziale (charakteryzacja przesu-
nie¢ ograniczonych, opis k-tych poteg czy unitarna réwnowaznos¢ kazdego przesunie-
cia z przesunigciem o nieujemnych wagach) sa (raczej bezposrednimi) uogoélnieniami
odpowiednich wynikow z [18|. W rozdziale tym autor wskazuje takze korzysci ptynace
z rozwazania klasy przesunie¢ wagowych na lasach raczej niz na drzewach: klasa ta
jest zamknieta na sumy ortogonalne oraz potegi.

Rozdzial 4 rozprawy jest po$wiecony charakteryzacjom przesunie¢ wagowych na-
lezacych do trzech wybranych klas operatoréw: potegowo hiponormalnych, subnor-
malnych i catkowicie hiperekspansywnych. W szczegolnosci, dla klas operatorow
potegowo hiponormalnych Doktorant wykazuje warunek konieczny i wystarczajacy
na to, aby potega przesunigcia wagowego byta hiponormalna (Twierdzenie 4.1), a na-
stepnie bada, dla jakich lasow skierowanych zachodzi rownowaznos¢, ze kazde przesu-
niecie wagowe jest hiponormalne wtw, gdy jest potegowo hiponormalne. Okazuje si¢
(Twierdzenie 4.12), ze wlasnos¢ ta zachodzi (doktadnie) dla laséw, ktérych bezlistny
nosnik (Definicja 2.25) jest bezwidlny. Warto podkresli¢, ze — ile Twierdzenie 4.1
jest uogo6lnieniem Twierdzenia 5.1.2 z [18] wykorzystujacym podobne metody — o tyle
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Twierdzenie 4.12 (wraz z poprzedzajacymi je lematami) nie ma swojego odpowied-
nika we wezedniejszych wynikach, a cale rozumowanie prowadzace do niego wymaga
duzej pomystowosci i bieglodci autora.

Trescig rozdzialu 5 jest badanie istnienia wstecznych rozszerzeri przesunie¢ wago-
wych na drzewach ukorzenionych przy zachowaniu pewnej klasy C operatora. Ta-
kie rozszerzenie ma by¢ zdefiniowane na grafie, w ktorym do oryginalnego korzenia
dolaczono graf liniowy o k wierzchotkach wy,...,wy tak, ze Chi(w;) = {w;_.} dla
J=1,...,k—1. Dla trzech klas C operatoréw badanych w rozdziale 4 (potegowo hi-
ponormalne, subnormalne, catkowicie hipereksapsywne) Doktorant znajduje zgrabne
warunki rownowazne na to, aby dane (niezerowe, ograniczone i wlasciwe) przesuniecie
wazone klasy C posiadalo wsteczne rozrzerzenie o k krokéw w klasie C (odpowiednio:
Lemat 5.11, Twierdzenie 5.18 i Twierdzenie 5.23). Doktorant bada takze, CZY POWYZ-
sze klasy maja joint backward extension property (wtasnoc wspolnego rozszerzenia
wstecznego). Oznacza ona (mniej-wigcej), ze rozszerzenia przesunie¢ wagowych klasy
C zdefiniowanych na skladowych spéjnych w petni ukorzenionego lasu jest rowno-
wazne istnieniu rozszerzenia wstecznego na ukorzenionej sumie sktadowych spdjnych.
Okazuje si¢ (Twierdzenie 5.8), ze wlasnos¢ ta (jesli prawdziwa), pozwala rozszerzaé
przeliczalne rodziny przesunieé¢ wazonych danej klasy, kazde zdefiniowane na drzewie
ukorzenionym, na drzewa, bedace dowolnym uzupelnieniem sumy mnogosciowej
wyjsciowych drzew o skoniczonej glebokosei (takiej samej dla wszystkich korzeni). W
rozprawie wlasno$¢ wspolnego rozszerzenia wstecznego jest wykazana dla klasy ope-
ratorow potegowo hiponormalnych i subnormalnych. Przyktad 5.26 wykazuje, ze nie
zachodzi ona dla klasy operatoréw caltkowicie hiperekspansywnych (tylko implikacja
w jedna strone pozostaje prawdziwa — Twierdzenie 5.28).

Rozdziatu 5 stanowi — w mojej ocenie - najistotniejsza cz¢S¢ rozprawy, zawierajac
liczne wyniki nie bedace prostym uogélnieniem wynikow z pracy [18|. Przedstawione
dowody zawieraja liczne sprytne rozumowania i nieoczywiste szacowania.

Na koniec chcialabym zauwazy¢, ze poza wynikami z teorii operator6w praca za-
wiera takze ciekawe wyniki z teorii graféw (np. Twierdzenie 2.24 czy Propozycja 4.7)
— nie bedac specjalistka w tej dziedzinie, nie potrafie stwierdzi¢, czy S one nowe.

2. OCENA ROZPRAWY

Praca napisana jest w sposéb przejrzysty i doktadny, dzigki czemu czyta sie ja
bardzo przyjemnie. Definicje i rezultaty czesto sq uzupelnione bardzo pomocnymi
przyktadami (w tym rysunkami!) oraz komentarzami, w ktérych Doktorant zwraca
uwage na pewne niuanse. W rozprawie znajduja sie tez liczne wprowadzenia do
twierdzeri, ktore w opisowy sposéb wyjasniaja znaczenie prezentowanych wynikow.
W wielu miejscach autor precyzyjnie odsyta do wezesniejszych faktow, definicji czy
oznaczen. Przedstawiona dysertacja jest napisana w sposob bardzo dojrzatly, niecze-
sto spotykany na tym etapie kariery naukowej.

W rozdzialach 2-4 zasadnicza wigkszoé¢ przytaczanych rezultatow jest podana z
dowodami - nawet jesli sa prostym uogélnieniem znanych wynikow, czy tez w przy-
gotowanych przez Doktorata artykulach naukowych sa pominiete jako proste lub
standardowe. Co wiecej, prowadzone rozumowania sa opisane w sposob elegancki,
zwykle wystarczajaco szczegotowy, aby czytelnik mogt podaza¢ tokiem myslenia au-
tora. Uwazam, ze tak wlasnie powinna by¢ napisana rozprawa doktorska. Rozdziat 5
niestety jest pod tym wzgledem znacznie stabszy — dowody sa w standardzie publika-
cji naukowej, czyli bardzo cze¢sto wymagaja od czytelnika samodzielnego uzupelinienia
lub doliczenia pewnych krokéw.




Jak kazda praca, ta réwniez nie jest wolna od pewnych usterek redakcyjnych, z
ktorych kilka przytaczam ponizej. Podkreslam Jednak, Ze nie s3 one na tyle znaczace,
aby wplyna¢ na bardzo pozytywna ocene redakeji pracy.

e str. 12: W Lemacie 2.7(a) czy na pewno mozna wzia¢ dowolne ky?

e str. 36: Sprawdzanie hyponormalnosci operatora odbywa si¢ (dwukrotnie!)
nie w oparciu o definicj¢ przytoczong na str. 7, ale w oparciu o warunek
rownowazny (|7 f||* > ||T* f||), ktéry nigdzie si¢ nie pojawia.

e str. 44: W dowodzie Twierdzenia 4.12, (b)=-(a) brakuje wyjasnienia, dlaczego
mozna wybra¢ odpowiednig trojke wierzchotkow w, vy, vy (kluczowy jest tu
wybor za u takiego wierzcholka, ktory sprawia, ze graf nie jest bezwidlny).

e Rozdzial 5: jak juz wspomnialam weczesniej] brakuje mi tutaj wyjasnienia
pewnych faktow, np. Wniosek 5.4 (zwlaszeza przypadek power hyponormal),
dowdd twierdzenia 5.23 (str.73, 1.-6), dowod Wniosku 5.24 (pierwsza nierow-
nos¢ na str.74, 1.-3).

3. PODSUMOWANIE

Podsumowujac, uwazam, ze mgr Piotr Pikul w przedstawionej rozprawie wyka-
zal si¢ zarowno umiejetnoscia rozwigzania nietrywialnych probleméw matematycz-
nych, wymagajacych zaawansowanej wiedzy z teorii operatoréw i teorii grafow, jak
i dojrzaloscia w ich prezentacji. Jego wyniki sa oryginalne i ciekawe, a ich dowody
- pomystowe. Uwazam, ze przedlozona rozprawa spelania ustawowe i ZWycCzajowe
wymagania stawiane rozprawom doktorskim z matematyki i wnosze o dopuszczenie
Doktoranta do dalszych etapéw przewodu doktorskiego.
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