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Recenzja rozprawy doktorskiej
Rouzbeha Mohseniego ,Integrability, Foliations and Twistors”

Rozprawa doktorska Pana Rouzbeha Mohseniego w znacznej czesci dotyczy
przeniesienia klasycznej teorii twistoréw na przestrzenie sfoliowane, ostatni rozdziat
rozprawy poswiecony jest catkowalnosci pewnych uktadéw dynamicznych przy
wykorzystaniu metod pochodzacych z rézniczkowej teorii Galois. Powyzsze dwie czesci
rozprawy nie sg ze sobg bezposrednio zwigzane, ale dotyczg aktualnie badanych
zagadnien fizyki teoretycznej. Rozprawa liczy 78 stron, sktada sie z czterech rozdziatéw i
bibliografii ( 78 pozyc;ji).

Za poczatek teorii twistorow mozna przyjac prace Penrosa z 1967 roku, ktdrej
wyniki stosowane sg obecnie w geometrii rozniczkowej i catkowej, teorii reprezentacii
oraz w fizyce teoretycznej. Teoria Penrosa byfa i jest nadal intensywnie rozwijana.

W 1978 r. Atiyah, Hitchin i Singer przeniesli ja na 4-wymiarowg zorientowang rozmaitos¢
riemannowska (M,g), wowczas przestrzenig twistorows jest S2-wigzka Z nad M, zas
twistor t z Z to struktura zespolona na odpowiedniej przestrzeni stycznej, zgodna
zardéwno z metryka jak i orientacjg. W wymiarze 4 algebra Liego grupy SO(4) rozpada sie
na mniejsze podalgebry, co pozwala uzyskac ciekawe zaleznosci miedzy geometrig
rozmaitosci (M,g) a jej przestrzenig twistoréw. W 1985 O’Brian and Rawley uogdlnili
definicje twistorow na przypadek orientowalnej riemannowskiej rozmaitosci parzystego
wymiaru.

W rozdziale pierwszym rozprawy Pan Mohseni wprowadza podstawowe definicje i
wiasnosci dotyczace zespolonych rozmaitosci oraz grupy SO(2n)/U(n), ktdre wykorzystuje
w dalszej czesci pracy. Definiuje réwniez klasyczng przestrzen twistoréw na rozmaitos$ci
riemannowskiej (M,g) wymiaru 2n, jako wigzke nad M z wtoknem Z(n) oraz grupg SO(2n).

W drugim rczdziale Pan Mohseni szczegétowo opisuje klasyczng teorie twistoréw.
Przedstawia przestrzen twistoréw na subwigzce wigzki TM rozmaitosci riemannowskie;
(M,g), z widknami parzystego wymiaru. Wprowadza foliacje rozmaitosci poprzez kocykle
oraz szczegbtowo opisuje konstrukcje twistorow na przestrzeniach sfoliowanych.
Dokfadniej, doktorant bada riemannowska foliacje (M,F) rozmaitosci M wraz z trzema
wigzkami: wigzka styczng TM , wigzkg styczng do foliacji TF oraz wigzka normalng TM/TF.
Na przestrzeni sfoliowanej (M,F) rozpatruje trzy przestrzenie twistorowe Z(M), Z(F) oraz
Z(M,F) bedgce endomorfizmami powyzszych trzech wigzek. Przedstawia wiasnosci
odwzorowan harmonicznych oraz holomorficznych miedzy rozmaitosciami rieman-
nowskimi oraz bada ich uogdinienia na riemannowskich przestrzeniach sfoliowanych
wyposazonych w transversalne prawie zespolone struktury. W tym jezyku, w Twierdzeniu
7 podaje warunek na to kiedy transwersainie holomorficzne odwzorowanie miedzy
dwoma sfoliowanymi prawie Hermitowskimi rozmaitosciami jest transwelsalnie
harmoniczne. Najwazniejszy wynik tego rozdziatu to Twierdzenie 9, bedace
charakteryzacjg harmonicznosci na riemannowskiej foliacji rozmaitosci.
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Rozdziat trzeci rozprawy dotyczy orbifoldéw. Orbifoldy, wprowadzone przez
Satake’go jako V-rozmaitosci, stanowig jedno z najprostszych uogdlnien rozmaitosci,
ktére dopuszcza singularnosci. Z pracy Borzelino i Brunsdena wynika, ze dowolny gtadki
orbifold mozna wyposazy¢ w gtadkg riemannowska strukture (w sensie orbifoldu), co
pozwala badac zaleznosci miedzy przestrzeniami sfoliowanymi a orbifoldami. Doktorant
dowodzi (Proposition 7), ze przestrzen lisci riemannowskiej foliacji, o wszystkich lisciach
zwartych, ma naturalng strukture orbifoldu. Niektére z poje¢, omawianych w rozdziale
drugim, mozna uogoini¢ na przypadek orbifoldéw. W szczegdinosci, Pan Mohseni
definiuje i bada odwzorowanie harmoniczne miedzy dwoma riemannowskimi orbifoldami.
Uzyskuje odpowiedniki swoich wynikdw z rozdzialu drugiego, wyrazone w jezyku
orbifolddéw. Szczegdinie podobato mi sie Twierdzenie 8 (z tego rozdziatu), ktére méwi o
tym, ze odwzorowanie holomorficzne miedzy dwoma prawie hermitowskimi orbifoldami
(przy pewnych dodatkowych ale naturalnych zatozeniach o tych orbifoldach ) jest
harmoniczne. Naturaing konsekwencjg metod i twierdzen opisanych w dwéch pierwszych
rozdziatach jest wynik (Proposition 8) mowiacy, ze przestrzen twistorow riemannowskiego
orbifoldu jest rozmaitoscig. Rozdziat koricza uwagi o zastosowaniach orbifoldéw i foliacji
w teorii strun i ich zwigzkach z rozmaito$ciami Calabi-Yau.

Czwarty i ostatni rozdziat pracy odbiega tematycznie od trzech pierwszych. Jest
dobrym wprowadzeniem do teorii Picarda-Vessiota, czyli rozniczkowej teorii Galois
zastosowanej do réwnan rézniczkowych. Sktada sie z komentarzy autora ale nie zawiera
twierdzen udowodnionych przez doktoranta. Nie bardzo rozumiem dlaczego ten ten
rozdziat zostat wigczony do rozprawy.

Na rozprawe doktorska sktadaja sie trzy artykuty, opublikowane w dobrych
czasopismach o zasiegu miedzynarodowym, oraz jeden preprint. Dwa z tych czasopism
(SIGMA oraz Internat. J. Math.) znam i cenie za utrzymywanie wysokiego poziomu
opublikowanych w nich prac.

Podsumowujgc, doktorant opanowat, z duzg biegtoscig, metody przynalezne do
geometrii zespolonej, klasycznej teorii twistoréw oraz teorii foliacji. Otrzymat nowe,
nietrywiaine wyniki, ciekawe zaréwno dla matematykow zajmujgcych sie naukowo
foliacjami jak i teorig twistoréw. W dowodach twierdzen nie zauwazytem bteddw. Zaréwno
teoria foliacji i jak i twistoréw jest obecnie przedmiotem intensywnych badan naukowych
zaréwno matematykow jak i fizykdw teoretycznych. Sfoliowana teoria twistoréw,
przedstawiona w rozprawie przez doktoranta, wskazuje nowe kierunki i otwiera
mozliwo$¢ dalszych ciekawych badan naukowych.

Warto$¢ merytoryczng rozprawy oceniam bardzo wysoko. Rozprawa jest dos¢
dobrze zredagowana, nieliczne literdwki (na przyktad: str. 4/17 jest obifold zamiast
orbifold; str 10/11 jest det(A)=l zamiast det(A)=1) nie wptywajg na ocene catej rozprawy

Moim zdanierm rozprawa spetnia wymagania stawiane pracom doktorskim i
whnioskuje o dopuszczenie Pana Rouzbeha Mohseniego do dalszych etapéw przewodu
doktorskiego.
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