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1. OMOWIENIE ROZPRAWY

Rozprawa doktorska zawiera dwie grupy luzno powiazanych ze soba
wynikéw: pierwsza dotyczy sfoliowanej wersji teoril twistoréw, a druga
- zastosowan rzeczywistej wersji teoril Picarda-Vessiot do zagadnien
catkowalnogci. Wydaje sie, ze te dwie czesci istotnie sig réznia pod
wzgledem zaréwno tematu badawezego, jak 1 metod, a taczy je tylko
zainteresowanie autora geometrycznymi zagadnieniami fizyki teorety-
cznej. Ta uwaga nie jest krytyczna, poniewaz doktorat moze zawieraé
dodatkowe watki badawcze.

W skrécie, klasyczna teoria twistoréw jest teoria wiazek stowarzy-
szonych postaci

S0(2n)/U(n) = Z(M) — (M*".g).

Takie wiazki posiadaja zaskakujaco bogata geometrig oraz liczne zas-
tosowania w fizyce, z najbardziej znana wiazka twistorow cp? — 54
na czele. Na przykiad, na Z(M) sa dwie struktury prawie zespolone
J*+. J=, przy czym JT bywa catkowalng, a J~ nigdy. Calkowalnosé J*
wymusza na M dodatkowe wlasnoéci, a cze$é z nich ma interpretacje
fizyczna.

Rozprawa doktorska Rouzbeha Mohseni zawiera bardzo obszerne
oméwienie wiazki twistoréw 1 jej zwiazkéw z innymi strukturami geom-
etrycznymi, na praykiad, z teoria f-struktur Yano. Wydaje si¢ jednak,
ze zasadnicza czedé rozprawy zaczyna si¢ od ”Section 2.4”, gdzie autor
starannie opisuje podwiazki i koneksje na nich w przypadku wiazki
reperéw (material dobrze znany, ale jest uporzadkowany z mysla o
budowie wersji sfoliowanej). Nastgpnie, rozwaza sie strukture wigzki
twistoréw na podwiazce D C TM dla Dz wiéknami parzystego wymia-
ru. W ten sposéb powstaje wiazka

Z(D) = SO(D) xsoeq £(a), Z(q) = S0(29)/U(q)-
1
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Doktorat prezentuje liczne interpretacje geometryczne opisanej kon-
strukeji, w tym koneksji (w postaci horyzontalnej dystrybucji) na rie-
mannowskiej submersjl

& : SO(D) x Z(q) — Z(D)

oraz f-struktur na Z (D), a takze rodza] wlasnosci funktorialnych roz-
maitodci z w/w strukturami (ta czes¢ wydaje sie dosy¢ bezpogrednia).

W zasadniczej czesci rozprawy autor omawia pojecie foliacji rieman-
nowskiej (M, F), czyli najwazniejszego obiektu rozprawy. Prezentacja
jest oparta na klasycznej ksiazce P. Molino (przez kocykle). Biorac
wiazke normalng @ = T'M /TF autor definiuje wiazke twistoréw nor-
malnych jako

ZOM, F) =Y Z(M, Fa, Z(M, F)o = {J : Qo = Qal

zeM

gdzie J, jest izometryczna struktura zepolona na Q.. Uzywajac opisu
sfoliowanej rozmaitosci riemannowskiej za pomoca kocyklu, Mohseni
pokazuje, ze moza okredli¢ transwerslane twistory i otrzymadé foliacje
Fzna Z(M,F), ktérej liscie nakrywaja ligcie F. Autor ilustruje wprowad-
zone pojecia opisujac normalng koneksje Levi-Civita i jej 1 tensor krzy-
wizny na wiaze normalnej (wydaje sig, ze konstrukeja jest ogdélna i nie
dotyczy konstrukceji twistoréw). W tym duchu dowodzi sie twierdzenia
o 7 prostokreslnych” (developable) foliacjach Riemannowskich.
Najwazniejszym wynikiem rozprawy jest nastepujace twierdzenie (The-
orem 9).

Twierdzenie 1. Niech (M,g,F, J) bedzie rozmaitoscig transwersal-
nie symplektyczng i niech (N, F') bedzie sfoliowang rozmaitoscig Rie-
manna z normalng wigzkg twistoréw T : Z(N,Fy) = N. Jesiyp: M —
Z(N,F') jest transwersalnie J—-holomorficzne, to wo v jest transwer-
salnie harmoniczne.

Jak widaé jest to sfoliowana wersja klasycznej charakteryzacji har-
monicznoéel w jezyku twistorow. Dowdd tego twierdzenia jest pozornie
krétki, ale jego uzyskanie wymaga pelnego rozwinigcia sfoliowane] wer-
sji twistorow.

Bardzo wazna czescig rozprawy jest rodzial 3, traktujacy o orb-
ifoldach. Ten rozdzial jest szczegdlnie mi bliski, poniewaz uzywam
teorii orbifoldéw w kontekscie badan nad rozmaitoéciami Sasaki. Podejscie
do orbifoldéw jako szczegdlnej wersji foliacji riemannowskich jest znane,
ale autor rozprawy tworczo rozwinal watek twistorow w tym kontekscie,
co mi szezegdlnie sig spodobato. Na uwagg zastuguje Theorem 13



OPINIA 3

rozprawy, z ktérego wynika interesujaca charakteryzacja konforemne]
plaskoéci i anty-samo-dualnosci orbifoldowych metryk Riemannowskich
w jezyku twistoréw.

W zwiazku z tym, ze najbardziej interesujaca czegsé rozprawy omébwitem
dosyé szczegdlowo, pozwolg sobie na krétsze oméwienie drugiej czesci,
tym bardziej, ze (moim zdaniem) pierwsza cze$¢ jest wystarczajaca jako
rozprawa doktorska. Autor opisuje zagadnienie calkowalnosci uktadu
dynamicznego w jezyku rézniczkowej teorii Galois (differential Galois
theory). Niestety, nie snalazlem w tej prezentacji nowych wynikéw.
Jak stusznie zauwaza doktorant, jest to " proba zrozumienia”. W kazdym
razie, ten rozdzial nie wplywa na moja oceng caloscel.

2. OCENA

9.1. Ocena tematyki rozprawy. Tematyke rozprawy oceniam bardzo
wysko, poniewaz jest to wazny temat w geometrii rézniczkowe] taczacy
geometrig zespolong i geometrig foliacji z fizyka matematyczna. Szczegdlnie
spodobata mi si¢ ogélna koncepcja " foliowania” teorii twistoréw, poniewaz
rozszerza ona mozliwosci badawcze, daje asumpt do nowych pytan 1
potencjalnie moze by¢ wazniejsza dla zastosowan niz klasyczna teo-
ria wiazek twistoréw (na przyklad, obejmuje orbifoldy, czyli wzglednie

” oswojone” osobliwosci).

2.2. Ocena wynikéw rozprawy. Niewatpliwym osiagnigciem autora
jest zbudowanie kompletnej teorii sfoliowanej wersji teoril twistoréw.
7bhudowanie takiej teorii wymagato od autora nabycia sporej wiedzy 1
sporych umiejetnosci w zakresie teorii foliacji i geometrii zespolonej. Do
waznych wynikéw zaliczam charakteryzacje harmonicznosci (w przy-
padku sfoliowanym - transwersalnej harmonicznosei) i charakteryzacjg
konforemne;j ptaskosci i anty-samo-dualnosci. Wyniki rozprawy sg nowe
i koncepcyjnie wazne.

2.3. Ocena poprawnosci pracy. Przedstawione dowody gléwnych
twierdzen rozprawy sa, moim zdaniem, poprawne.

2.4. Ocena prezentacji. Praca doktorska jest napisana wzglednie do-
brze. Prezentacja rozprawy jest na ogét dobra. Widaé, ze Autor
gleboko przemyslal temat 1 posiada stosowna wiedzg. Pewne moje zas-
trzezenia budzi brak jasnego wkazania, ktore to twierdzenia sa jednoz-
nacznie autorskie, a ktére sa uzupemieniami, twierdzeniami z ktérych
sie korzysta itd. Jako osoba dobrze znajaca temat twistoréw, nie
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miatem z tym wigkszych probleméw, uwazam jednak to za wade prezen-
tacji. Ponadto, uwazam za mankament pewng rozwleklo$¢, omaw-
ianie réznych watkéw luzno zwigzanych z glownym tematem i podanie
szczeglléw nie wykorzystywanych w dowodzie twierdzen autorskich.
Zdaje sobie jednak sprawe, ze to jest kwestia gustu. Jedyna moja
naprawde krytyczna uwaga dotyczy podrozdzialu 3.5. Wydaje si¢ on
bez zwiazku z tematem rozprawy (a w kazdym razie, prezentacja nie
przekonala mnie, ze jest inaczej).

2.5. Ocena publikacji. Rouzbeh Mohseni jest autorem /wspétautorem
nastepujacych publikacji:
(1) Real Liouvillian ezlensions of partial differential fields, SIGMA
17(2021), 095
(2) Tame topology and non-integrability of dynamical systems, preprint,
(3) Symmetries of Einstein- Weyl manifolds with boundary, Cheby-
shevskii sbornik 22(2021), 510-518,
(4) Twistor spaces on foliated manifolds, Internat. J. Math. 32(2021),
(08)
Periodyki SIGMA i Internat. J. Math. sa dobrymii czasopismami
miedzynarodowymi. Uwazam, ze publikacje tego poziomu sa w peini
zgodne ze standardami stawianymi rozprawom doktorskim.

3. KONKLUZJA

Podsumowujac uwazam, ze rozprawa spelnia wszystkie formalne 1
zwyczajowe wymagania stawiane pracom doktorskim. Rozprawa stanowi
oryginalne rozwiazanie problemu naukowego znalezienia sfoliowanej wer-
sji teorii twistoréw. Wnioskuje o dopuszczenie Pana Rouzbeha Mohseni
do dalszych etapéw przewodu doktorskiego.

Teclle



