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Recenzja rozprawy doktorskiej mgra Artura Polanskiego
“lzometryczne modele dla grup z metryka obustronnie niezmiennicza’

Rozprawa jest 38-stronicowg, rozszerzong wersjg 10-stronicowej pracy [5] A. Po-
lanskiego Isometric models for separable groups with a bi-invariant metric, Topology
Appl. 289 (2021). Jej tematyka dotyczy klasycznego zagadnienia—Kkiedy grupa to-
pologiczna jest (topologicznie) izomorficzna z grupg homeomorfizméw lub izometrii
przestrzeni topologicznej? W bezposrednim tle sg rezultaty S. Gao i A. Kechrisa
[1] (2003) o izomorfizmie topologicznym dowolnej grupy polskiej z grupg izometrii
przestrzeni polskiej oraz analogiczne J. Mellaraya [3] (2008) dla metryzowalnych
grup zwartych, M. Malickiego i S. Soleckiego [2] (2009) dla lokalnie zwartych grup
polskich oraz P. Niemca [4] (2013), ktéry odmiennymi metodami pokazat reprezen-
tacje wymienionych typdw grup jako grup izometrii odpowiednio na przestrzeni 12,
kostce Hilberta i kostce Hilberta bez punktu z odpowiednimi metrykami.l

Glowne wyniki rozprawy sg zawarte w nastepujacych czterech twierdzeniach,
z ktoérych pierwsze dwa sg opublikowane w [5], a pozostate dwa skiadajg sie na
Conjecture 1 z [5] i majg tu przedstawione petne dowody.

Twierdzenie 7. Jesli (G.p) jest grupag osrodkowg z ograniczong metrykg obu-
stronnie niezmienniczg p, to istnieje ograniczona, osrodkowa przestrzen metryczna
(E,v), ktorej grupa izometrii 1so{E, vsup) jest izometrycznie izomorficzna z (G,p).
Przestrzen (E, v) jest iso-nice, tzn. topologia zbieznosci jednostajnej w Iso(E, psup)
pokrywa sie z topologig zbieznosci punktowej. Ponadto, jesli (G, p) jest zupetna
(zwarta, lokalnie zwarta), to przestrzen (E,i> tez jest taka, odpowiednio.

Twierdzenie 8. Jesli (G, p) jest grupa o$rodkowa z nieograniczong metryka obu-
stronnie niezmienniczg p, wtedy istnieje osrodkowa przestrzenn metryczna
ktora jest izo-ograniczona (tzn. kazda izometria na E' jest ograniczona), ktorej
grupa izometrii Iso(E', z' ) jest izometrycznie izomorficzna z (G.p). Przestrzen
(EL,v'} jest takze iso-nice oraz jesli (G,p) jest zupetna (lokalnie zwarta), to prze-
strzen (E',v) tez jest taka, odpowiednio.

Dla grup nieosrodkowych udowodnione sg analogiczne Twierdzenia 9 i 10, bedace
odpowiednikami Twierdzen 7 i 8, przy czym otrzymane przestrzenie (E, v) i (E'. z)
majg ciezar réwny ciezarowi grupy (G, p) oraz sg zupetne, gdy (G, p) jest zupetna;
o lokalnej zwartosci Twierdzenia 9 i 10 nie wspominaja.

JW kontekscie powyzszych badan warto bytoby wspomnie¢ o pionierskiej pracy J. de Groota,
Groups represented by homeamorpthis-m groups I, Math. Annalen 138 (1959), 80-102, w ktorej
pokazano algebraiczny izomorfizm dowolnej grupy z grupa izometrii pewnej 1-wymiarowej, spéjnej,
lokalnie spdjnej przestrzeni zupetnej.
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Rozprawa wigze sie mocno z pracg Piotra Niemca [4], w ktorej znajdujg sie
analogiczne wyniki, ale w kategorii topologicznej, tzn. izomorfizmy sg homeomorfi-
zmami. Idea konstrukcji przestrzeni E i E' pochodzi réwniez z [4] i jest odpowiednio
zmodyfikowana.. Najistotniejsze jest okreslenie w tych przestrzeniach odpowiednich
metryk. Wydajg sie one naturalne, ale rachunki, sprawdzajgce ich wiasnosci, sg juz
technicznie ztozone. W Twierdzeniu 8 metryka V powstaje w sposéb podobny do
metryki u w Twierdzeniu 7 poprzez subtelne skalowania na sktadnikach tworzacych
zbiér E".

Dowodzac Twierdzenie 9, autor rowniez modyfikuje konstrukcje z [4]. W przy-
padku metryki nieograniczonej na G w Twierdzeniu 10, konstrukcja metryki v' jest
wzorowana na konstrukcji z dowodu Twierdzenia. 8.

Twierdzenia 7-10 sktadaja, sie na. eleganckie

Twierdzenie 6. Jesli (G, p) jest grupg z metrykg obustronnie niezmienniczg
p, to istnieje przestrzen metryczna (E,v), ktorej grupa izometrii Iso(E, psup) jest
izometrycznie izomorficzna z (G, p). Przestrzen (E, iz) jest iso-nice, izo-ograniczona,
ma ciezar rowny ciezarowi przestrzeni (G,p), gdy G jest nieskonczona, oraz jesli
(G,p) jest zupetna (zwarta), to przestrzen (E,v) tez jest taka, odpowiednio.

Z Twierdzenia 6 wynika bezposrednio rezultat J. Malleraya.

W sekcjach 5 i 6 autor formutuje kilka interesujgcych problemow, miedzy innymi
pyta, ktére grupy nieosrodkowe z metryka obustronnie niezmienniczg realizujg sie
jako grupy izometrii przestrzeni osrodkowych i czy kazda grupa z metryka obu-
stronnie niezmienniczg, w ktdrej kule domkniete sg zwarte (tzw. wiasno$¢ Heinego-
Borela) jest izometrycznie izomorficzna z grupg izometrii pewnej przestrzeni me-
trycznej z whasnoscig Heinego-Borela.

Rozprawa jest napisana klarownie. Autor wyjasnia idee dowodow i przeprowadza
wigkszo$¢ rachunkow szczegdtowo (czasami az zanadto; na przyktad sprawdzanie
wilasnosci metryki d z Lematu | jest, prostym c¢wiczeniem, podobnie podawanie
dowodu Lematu 4 jest zbedne). Oprécz kilku "literébwek” (np. w Lemacie 5 (f)
powinno by¢ A zamiast p, w Lemacie 7 brakuje nieréwnosci 0 < a) nie zauwazytem
innych, pomytek.

Konkluzja. Uwazam, ze przedstawione w rozprawie wyniki sg wartosciowe i do-
brze wpisujg sie w aktulne badania w tej tematyce. Rozprawa spetnia warunki
wymagane w ustawie "Prawo o szkolnictwie wyzszym i nauce”. Oceniam jg pozy-

tywnie.



