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Recenzja rozprawy doktorskiej mgr. Michata Seweryna
“Dimension of posets with cover graphs in minor-closed classes”

Rozprawa doktorska mgr. Michata Seweryna dotyczy posetow (zbioréw
czgsciowo uporzadkowanych), a doktadniej prezentuje szereg rezultatow sza-
cujacych wymiar posetow, ktorych graf pokrycia nalezy do ustalonej klasy
grafow zamknietych na branie minorow.

1 Przeglad wynikow

Rozdzial drugi zajmuje si¢ posetami, ktérych graf pokrycia ma szerokogc
drzewiasta co najwyzej 2. Podczas gdy juz w 1977 zostato pokazane, ze po-
sety, ktorych graf pokrycia jest lasem (graf o szerokosci drzewiastej 1) maja
wymiar co najwyzej 3, w 1981 Kelly udowodnil, ze grafy o ograniczonej sze-
rokosci drzewiastej nie maja ograniczonego wymiaru. Odpowied na pytanie
0 ograniczono$¢ wymiaru posetow, ktérych graf pokrycia ma szerokosé¢ drze-
wiastg co najwyzej 2 pojawila sie najpierw dla szczegOlnych podklas grafow,
a ogblna wersja zostala rozwigzana w pracy [17], w ktorej rozmiar takich
posetow zostal oszacowany jako nieprzekraczajacy 1276. Dowod tego osza-
cowania jest skomplikowany i dlugi. Nowy wynik doktoranta (praca [29])
ustala wymiar posetéw o grafie pokrycia majacym szerokosc drzewiasta co
najwyzej 2 na niewiekszy niz 12. W oszacowaniu tym zostal wykorzystany
fakt, Ze kazdy graf o szerokosci drzewiastej co najwyzej 2 jest podgrafem
grafu series-parallel. Graf series-parallel ma rozklad Zwigzany ze swoja kon-
strukcja, ktéry mozna opisaé za pomocy drzewa binarnego. Takie drzewo
z kolei w doé¢ naturalny sposéb odpowiada rozktadowi drzewiastemu grafu.
W oszacowaniu wymiaru rozwazanych posetow dogodne okazalo sie wprowa-
dzenie porzadku liniowego na wierzchotkach grafu otrzymanego z przejscia
in-order binarnego drzewa konstrukeji. Przy jego pomocy zbiér par niepo-




rownywalnych elementéw zostal podzielony na trzy zbiory i wymiar kazdego
z nich oszacowany. Przedstawione oszacowarie znaczaco poprawia poprzed-
nie. Dodatkowo jest znacznie prostsze i krotsze.

W rozdziale trzecim rozwazane sy posety o grafie pokrycia wykluczaja-
cym Ky pn-minor. Pokazane jest, ze wymiar takich posetéow jest ograniczony
dla kazdego calkowitego dodatniego n. Dow6d tego twierdzenia opiera sie
o charakteryzacje Dinga [5] grafow bez K3 ,-minora. W charakteryzacji tej
ponownie pojawia si¢ rozklad drzewowy opisujacy powstanie dowolnego 2-
spojnego grafu bez Kj,-minora. Rozklad ten jest innego typu i znacznie
bardziej skomplikowany niz w przypadku graféw series-parallel. Wystepuje
w nim tez bardzo ciekawa klasa grafow P z referencyjnym cyklem Hamiltona
i cigciwach przecinajacych sie w restrykcyjny sposéb. Niemniej jednak to
drzewo rozkladu réwniez stanowi baze w szacowania wymiaru posetu, ktory
reprezentuje. W szacowaniu tym wykorzystana jest znana wczesniej praca
[34] uzalezniajaca wymiar posetu od wymiaru tzw. rozszerzenia gadzetu
1 wysokosci posetu. Wyniki tej pracy zostaja odpowiednio zaadoptowane
I powigzane z faktem, Ze drzewo rozkladu grafu pokrycia ma ograniczona
wysoko$¢ do pokazania ograniczenia wymiaru rozwazanych posetow.

W rozdziale czwartym badane sa posety bez 2 x n-minora. Udowodnione
Jest twierdzenie mowiace, ze dla kazdego ustalonego dodatniego catkowitego
n wymiar dowolnego posetu bez 2 x n-minora jest ograniczony. Posiadanie
2 X n-minora przez graf zostaje powigzane z pewna wersja jego glebokogci
drzewiastej. Dow6d twierdzenia jest oparty o twierdzenie Mengera o roztacz-
nych sciezkach, twierdzenie Erdésa-Szekeresa o podciagach oraz odpowiednio
zdefiniowany podgraf zwany modelem t-drabiny. W drugiej czesci rozdziatu
zaprezentowano wyniki z pierwszej czesci (dotyczace parametru wariantu
glebokosci drzewiastej oraz ograniczenia wymiaru) w ujeciu tzw. kolorowan
scentrowanych.

Tematem piatego rozdzialu jest wymiar posetéw, ktorych graf pokrycia
Jest grafem k-zewnetrznie planarnym. Gléwny rezultat tego rozdzialu to
wykazanie istnienia funkeji f(k) € O(k?) takiej, ze dowolny poset o grafie
pokrycia k-zewngtrznie planarnym ma wymiar co najwyzej f(k). Rezultat
ten w konsekwencji oznacza rowniez istnienie funkcji g(h) € O(h®) takiej, ze
dowolny poset o wysokosci h i planarnym grafie pokrycia ma wymiar co naj-
wyzej g(h). Wniosek ten poprawia znane wezesniej ograniczenie na wymiar,
ktére bylo ustalone na O(h®). Rozdzial pigty jest najdtuzszym i najbardziej
zlozonym w rozprawie. W dowodzie wykorzystane sa we wprawny sposéb
znane wczesniej narzedzia i fakty przydatne w analizie wymiaru posetow
takich jak redukcja min-max, rozwinigcie alternujace (ang. unfolding), stan-
dardowy przyktad, posety Kelly’ego, ale wystepuje rowniez sporo elementéw



nowych. Bardzo pomyslowe i trafne okazuje si¢ wprowadzenie drzew niebie-
skiego i czerwonego oraz porzadku na kanonicznych $ciezkach swiadczacych
(ang. witnessing paths) opartego na ruchu wskazéwek zegara. Na ich pod-
stawie mozliwe jest zdefiniowanie kolejnych poje¢, ktére umozliwiaja scha-
rakteryzowanie wlasnosci posetu zawierajacego duzy przyklad standardowy.
Kolejne etapy dowodu polegaja na zrecznym przejsciu do posetu z coraz
bardziej ustrukturyzowanym przykladem standardowym az w koncowej fa-
zie mozliwe jest wskazanie w takim posecie posetu Kelly’ego (o odpowiednim
rozmiarze) zawierajacego zbiér zagniezdzonych cykli, ktérych istnienie prze-
czy k-zewnetrznej planarnosci grafu pokrycia posetu wyjsciowego.

2 Strona redakcyjna

Rozprawa jest napisana bardzo dobrze. (Znalazlam jedynie trochg tzw. li-
terowek.) Rozdzial pierwszy jest wprowadzajacy, podaje potrzebne poZnie)
pojecia i twierdzenia z teorii graféw i posetow. Kazdy z kolejnych rozdzialow
tworzy niezalezng caloé¢ (korzystajaca z rozdziatu pierwszego), zawiera zary-
sowanie kontekstu i prezentacje rezultatow. Dowody sa opisane precyzyjnie
i odpowiednio ustrukturyzowane.

3 Konkluzja

W rozprawie zostaly przedstawione cztery wyniki dotyczace wymiaru po-
setow. Dwa 2z tych rezultatow sg opublikowane w bardzo dobrych czaso-
pismach, dwa sa samodzielnymi pracami doktoranta. Posety sa jednym z
najbardziej podstawowych i badanych poje¢ w kombinatoryce o licznych za-
stosowaniach teoretycznych i praktycznych, rowniez w informatyce. Rozwa-
zane problemy ustalajace wymiar posetow o grafie pokrycia w danej klasie
sa naturalne i dobrze umotywowane. Uzyskane rezultaty istotnie poszerzajg
stan wiedzy w tematyce, a metody ich otrzymania sg zaawansowane I intere-
sujace. Wobec powyzszego uwazam, ze rozprawa doktorska spelnia wymogi
ustawowe i wnosze o dopuszczenie mgr. Michala Seweryna do dalszych eta-
pow przewodu doktorskiego.
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