FUNKCJA WEWNETRZNA

Autoreferat

Piotr Kot

Politechnika Krakowska
Wydzial Fizyki, Matematyki i Informatyki
30-084 Krakoéw, ul. Podchorazych 1

Krakéw, maj 2012

1



FUNKCJA WEWNETRZNA

SPIS TRESCI

1. Wyniki sktadajace sie na osiagniecie naukowe: Funkcja wewnetrzna

Literatura

1.1. Tto historyczne

1.2.  Holomorphic Support Function (HSF)

1.3. Wielomiany jednorodne

1.4. Maksymalne zbiory modutowe i zbiory szczytowe.

1.5.  Zbiory szczytowe.

1.6. Funkcja wewnetrzna, ktora wzdtuz cieé zespolonych jest réwniez

funkcja wewnetrzna.

Literatura

2. Opis rezultatéow nie wchodzacych w sklad osiagniecia naukowego:
“Funkcja wewnetrzna”

Literatura

2.1. Radon Inversion Problem

2.2. Zbiory wyjatkowe

2.3. Zbiory pluripolarne

2.4. Inne problemy

00 J O = W ww

O ©

10
10
10
11
12
13



FUNKCJA WEWNETRZNA 3
1. WYNIKI SKEADAJACE SIE NA OSIAGNIECIE NAUKOWE: FUNKCJA
WEWNETRZNA

Przedstawimy ponizej opis osiagniecia naukowego zlozonego z jednotematycz-
nego cyklu pieciu prac:

LITERATURA
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1.1. Tlo historyczne. Problem znalezienia funkcji wewnetrznej w kuli jednostko-
wej B, C C™ dla n > 1 zostal postawiony przez Rudina w 1965 roku. Przez dlugi
czas sadzono, ze nietrywialna funkcja wewnetrzna czyli holomorficzna, ograniczona
i niestata funkcja ktoérej modul radialnej granicy w prawie wszystkich punktach
brzegu jest réwny 1 - nie istnieje. Powdd uzasadniajacy taka hipoteze byl bar-
dzo wiarygodny. Ot6z gdyby taka funkcja istniata to musiataby silnie oscylowaé¢ w
poblizu kazdego punktu brzegowego:

Jesli bowiem U C 0B,, jest zbiorem relatywnie otwartym oraz f jest niestala,
ograniczonag funkcja holomorficzng taka, ze jej granice niestyczne f* spelniaja za-
leznosé |f*(z)] = 1 dla prawie wszystkich z € U, to istnieje H C U podzbiér
gesty typu Gs taki, ze zbior f([0,1)z) gdy 2z € H jest gestym podzbiorem kola
jednostkowego w C (zobacz [R1, 19.1.3])

Zatem funkcja wewnetrzna nie moze by¢ ciaggla w zadnym punkcie swego brzegu.

Co wiecej mozna pokazac jeszcze bardziej patologiczne zachowania:

Bedford oraz Taylor [B1]| pokazali ze jesli gradient funkcji wewnetrznej jest z
przestrzeni L? gdy n > 1, to f musi juz by¢ funkcja stala.

W tej sytuacji duza niespodzianks staly sie pierwsze konstrukcje A. Aleksandrova
[A1] oraz E. Lowa [L1] nietrywialnych funkcji wewnetrznych. Od tego momentu
zainteresowanie funkcjami wewnetrznymi wzrosto, co zaowocowalo kolejnymi coraz
ciekawszymi konstrukcjami. W pracy [D1] Yves Dupain modyfikujac konstruk-
cje Aleksandrova otrzymal nietrywialng funkcje wewnetrzna, ktorej gradient jest z
przestrzeni L'.

Pojawily sie tez wyniki dla innych obszaréw niz kula. Dzieki pracy E. Lowa [L2]
poznalidmy uogdlnienie konstrukeji funkeji wewnetrznej dla obszaréw ograniczonych
silnie pseudowypuktych z brzegiem klasy C? lub ograniczonych stabo pseudowypu-
ktych ale z brzegiem klasy C*°. E. Léw uogolnit wyniki z pracy[L1] wykorzystujac
w tym celu “holomorphic support functions” :

Niech @ CC C" bedzie obszarem z brzegiem klasy C? oraz S C 92 bedzie
relatywnie otwarty. Powiemy, ze Q posiada “holomorphic support function” (HSF)
na S jesli kazdy punkt z € S posiada otoczenie U w 0f) gdzie istnieje funkcja
® € CHQ xU) taka, ze ®(-,w) jest funkcja holomorficzng na €2 dla kazdego w € U,
ponadto ®(w,w) = 0 oraz istnieja stale C, C; takie, ze:

(1) Re®(z,w) < C ||z — w|* dla (z,w) € 92 x U.
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(2) Re®(z,w) > Cy ||z — w|® dla (z,w) € Q x U.
W szczego6lnosci tego typu HSF istnieja jedynie dla punktow brzegowych silnie pseu-
dowypukltych. W stabo pseudowypuktlych obszarach takie funkcje ulegaja degene-
racji w poblizu punktéw stabej pseudowypuklosci. E. Low stara sie skonstruowaé
funkcje holomorficzna f ciagla do brzegu, ktorej wartosci brzegowe reprodukuja z
zadang dokladnoscig ustalong wczesniej funkcje ciagta ¢ na brzegu. Udaje sie to
uczyni¢ na “dobrym” zbiorze o duzej mierze. Nastepnie zwicksza w istotny sposdb
“dobry” zbiér doktadajac kolejne holomorficzne poprawki w spséb indukcyjny. W
tej sytuacji kluczowa jest umiejetnosé oszacowania miary “dobrego” zbioru. E. Low
uzyskuje zadane szacowanie wykorzystujac fakt przynalezenia ® do klasy C*(QxU).
Otoz jesli B(z,7) = {w € 90 : ||z —w| < r} jest kula w 0Q oraz m € N, a < 1,
r < 19, to H?>"~! miara Hausdorfa czesci V “dobrego” zbioru zawartego w B(z,r) dla
ktorego cosmIm® > a na V jest szacowana z dotu: H*"~1(V) > Csarccos ar?"~1.

1.2. Holomorphic Support Function (HSF). W pracy [K2| przedstawimy nowa
konstrukcje funkcji wewnetrznej. Wprowadzimy w tym celu nieco inna koncepcje
“holomorphic support function” (HSF). Ze wzgledu na podobne nieréwnosci jak w
pracy E. Lowa zachowamy identyczna nazwe.

Definicja 1.1. Rozwazmy obszar 2 C C". Dla dowolnego podzbioru borelowskiego
ograniczonego S C Jf) powiemy, ze ® : Q x S — C jest HSF czyli “holomorphic
support function” na S jesli:

(1) ®(-, 2) jest funkcja holomorficzng na © oraz ciaglta na Q dla z € S.
(2) Istnieja stale ¢1,cq > 0 takie, ze zachodza nieréwnosci:

(1.1) exp (_C2 Iz — w||2) < |®(z,w)| < exp (—01 Iz — w||2)

dla (z,w) € 9Q x S.
(3) Jesli T jest podzbiorem zwartym w ©, to sup(, ,)erxs [®(2,w)| < 1.

Naturalnym przyktadem [K2, Example 2.1] obszaru posiadajacego HSF jest oczy-
wiscie obszar silnie pseudowypukly ograniczony z brzegiem klasy C2.

Idea konstrukcji funkcji wewnetrznej jest podobna jak w pracy E. Lowa. Nie-
stety nasza HSF jest nizszej regularnosci, wiec nie uzyskamy tak dobrego szaco-
wania “dobrego” zbioru jak E. Low. Zamiast tego wykorzystamy wtasnosci funkcji
holomorficznych o kontrolowanym wzroscie w formie nastepujacego twierdzenia:

Twierdzenie 1.2. [K2, Theorem 3.2] Niech S bedzie ograniczonym podzbiorem bore-
lowskim 0. Zatozmy, ze istnieje HSF dla S. Niech teza € (0,1). Wdwczas istnieje
naturalna liczha N = N(a,S) taka, ze jesli e € (0,1), T jest zwartym podzbiorem
obszaru Q, H jest cigglq, rzeczywista, silnie dodatniq (inf.coq H(z) > 0) funkcjg
na 0S) oraz g jest funkcjq ciggtq o wartosciach zespolonych na 92, to mozna znalezé
U otwarte otoczenie S w 02 oraz holomorficzne funkcje fi1,..., fn na §, ciggte do
brzegu i takie, ze ||f;||; < € oraz:

1) [(fi+9) )] —lgz)| <|fi(z)| < H(z) dla j =1,...,N oraz z € 082;

(2) aH(z) <maxj=i, . ~[(f; +9) (2)| = l9(2)| dla z € U.

“Dobry” dla naszej konstrukcji zbiér bedzie wskazywany przez warunek 2 z
powyzszego twierdzenia. Otz jesli mamy ustalong o miare borelowska proba-
bilistyczng na S, to istnieje indeks jo oraz podzbiér Vj, C U otwarty taki, ze
o(Vj,) > ﬁ oraz |fj,(2) + g(2)| = max; |(f; + ¢) (2)| dla z € V},. Jak wida¢ nie
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dysponujemy tak dokladnymi informacjami o “dobrym” zbiorze jak E. Low, nie-
mniej jednak powyzsza wlasno$é¢ okazuje sie wystarczajaca. Dla uzyskania z tegoz
Twierdzenia 1.2 kolejnego przyblizenia f; funkcji wewnetrznej wystarczy modyfiko-
waé¢ H w taki sposéb aby wplyw na wartosci fi, ..., fj—1 z poprzednich krokéw byl
minimalny oraz zbiory “dobre” V; nie przecinaly sie.

Ostatecznie uzyskamy nastepujacy rezultat:

Twierdzenie 1.3. [K2, Theorems 3.5| Niech S bedzie zbiorem borelowskim w O
takim, ze o(S) =1 dla pewnej miary probabilistycznej o. Zaldzimy, ze Q dopuszcza
HSF na S. Jesli G jest potciggtq funkcjq silnie dodatnig (inf,cpq G(z) > 0) na
00 oraz g funkcjg cigglta na Q, to istnieje zbidr S borelowski w OQ oraz niestata
funkcja holomorficzna f na Q spetniajgca nastepujgce wlasnosci:

(1) o(5) =a(5) =1;

(2) Istnieje {gn},cn, ciag funkcji holomorficzncyh na Q, ciggtych na Q, zbiesny
lokalnie jednostajnie do f na Q i taki, ze lim, o |gn(2)] = G(2) dla z € S
oraz gn(z) < G(z) na 0Q.

(3) Jesliv:[0,1] >t — ~(t) € Q jest cigglq krzywq przecinajgceg O nie stycz-
nie w~y(1) = z € S, to istnieje ciag {tn}pen C (0,1) taki, zelimy, ooty =1
oraz limy, o0 | f(7(tn))] = G(2).

W powyzszej konstrukeji wykorzystaliémy uogélnienie przedstawionej juz funkcji
HSF. Definicja HSF ma drobna wade - zbior S z ktorym jest zwigzana powinien by¢
w pewnej dodatniej odlegtosci od punktow w ktorych dochodzi do degeneracji wa-
runku (1.1). Aby usuna¢ ten mankament wprowadziliémy definicje dopuszczania
HSF na zbiorze borelowskim S:

Ot67z powiemy, ze §2 dopuszcza HSF na S jesli istnieje ciag zbioréw borelowskich
{Si};en zawartych w OS2 takich, ze S = | ;o Si oraz dla indeksu i € N istnieje HSF
na S;.

Zauwazmy teraz, ze jesli dla pewnego k naturalnego S = Ule S; oraz pg : S >
&= pp(§) € {i e N: ¢ € S;} bedzie dowolng funkeja, to mozemy zdefiniowaé HSF
na S jako

:0x S5 (2,8) = Ty e)(2,).

Zatem sumowanie skoriczonej ilosci zbioréw borelowskich nie powoduje straty
wlasnosci dopuszczania. Podobna sytuacja bedzie dla przeciecia skoniczonej ilosci
zbioréw borelowskich. Rzecz jasna tak okreslona funkcja nie musi by¢ nawet ciggta
na zbiorze Q x S.

Dzigki tej definicji zbior S moze zawiera¢ punkty dowolnie bliskie takim, w kto-
rych dochodzi do degeneracji warunku 1.1.

Fakt ten ma istotne implikacje. Jesli bowiem mamy obszary ..., Q. dopusz-
czajace HSF na zbiorze S C 9QN9ON; N...NOY, gdzie Q = ﬂ?zl 5, to © dopuszcza
HSF na S o ile S zawiera tylko “dobre” punkty tzn takie dla ktoérych slad pewnego
otoczenia U na 9€); zawiera! sie w 9. W szczegolnosci przecinajac skoriczona ilogé
ograniczonych obszaréw Silnie pseudowypuktych otrzymujemy obszar ktoérego brzeg
na ogoét nie jest klasy C2. Jednoczesnie obszar ten dopuszcza HSF w naszym sensie
w “dobrych” punktach. Dodajmy, ze E. Low rozwaza obszary o brzegu klasy co
najmniej C2.

luno; condlai=1,..,k
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Zwr6émy jeszcze uwage na fakt, ze teza twierdzenia 1.3 zachodzi dla dowolnej o
miary borelowskiej probabilistycznej. Oczywiscie dla uzyskania funkcji wewnetrznej
potrzebujemy jeszcze twierdzenia [Kr, Theorem 8.4.1] o istnieniu granic niestycz-
nych dla ograniczonej funkcji holmorficznej w obszarze o brzegu klasy C? i woéwczas
o jest juz stosowna miarag Hausdorffa. Nie mniej jednak istnieja nietrywialne za-
stosowania twierdzenia 1.3 w przedstawionej wersji:

Twierdzenie 1.4. [K2, Theorem 4.1] Zatdzmy, ze zbalansowany, ograniczony ob-
szar Q) dopuszcza HSF na 0). Niech o bedzie probabilistyczng miarg borelowskq
kotowo niezmienng czyli: o(e¥T) = o(T) gdy ¢ € R oraz T C O jest dowolnym
podzbiorem borelowskim. Niech takze G bedzie dodatniq pétciggte z dotu funkcjg na
00N takg, ze G(z) = G(Az) gdy |\ = 1. Istnieje wowczas funkcja holomorficzna
h taka, ze G(z) = f{AeC:|A|<1} |h(A2)|?d\ dla o-prawie wszystkich z € OQ oraz

f{)\EC:I)\Kl} |h(A2)]2d\ < G(z) dla wszystkich z € 0.

1.3. Wielomiany jednorodne. W kontekscie probleméw zwiazanych z istnieniem
funkcji wewnetrznej powstaty tez pewne prace dotyczace wlasnosci wielomianow
ortogonalnych w kuli jednostkowej. W 1983 Ryll oraz Wojtaszczyk [W1] pokazali
istnienie wielomianéw jednorodnych p,, na B,, kuli jendostkowej n-wymiarowej ta-
kich, ze ||pm|l < 1 oraz [[pmlly > /727™. Bezposrednim wnioskiem okazal sie
brak zwartosci u operatora Hoo (B,,) > f — f € H1(B,,). Fakt ten wynika rowniez
z istnienia funkcji wewnetrznej. Co wiecej wspomniane wielomiany wykorzystat
Aleksandrov [A2]| do uproszczenia konstrukeji funkcji wewnetrznej w kuli jednost-
kowej.

Kilka lat pézniej w 1997 Wojtaszczyk podal liczbe naturalng K oraz konstruk-
cje {Pm}men ciagu wielomianéw jednorodnych na B,, kuli n-wymiarowej wspolnie
ograniczonych (|p,,| < 2), ktorych suma kwadratéow moduléow kolejnych K wielo-
mianéw? jest co najmniej rowna % Podobne wielomiany na obszarach zbalansowa-

nych, ograniczonych silnie wypuklych z brzegiem klasy C? staly si¢ tematem pracy
[K1]:

Twierdzenie 1.5. [K1, Theorem 2.6] Istnieje liczba naturalna K € N taka, ze dla
statej 0 < € < 1 oraz kazdej pary D, T zwartych, koltowych i roztgcznych podzbiorow
w T, D C 00 mozna dobraé liczbe naturalng mo = mo(D,T,e) € N oraz cigg pm
jednorodnych wielomiandw stopnia m posiadajgcych wtasnosci:

(1) |pm(2)| <2 dla z € 09, m > my
K(m+1)—1 2
(2) Sl D p(2)2 > 0.25 dla 2 € T, m > mg
3) ) pr(2)2 < 275 dla s € D, m > mg.

Wielomiany te mozna wykorzysta¢ do rekonstrukeji f funkcji holomorficznej cig-

glej do brzegu na podstawie wartosci normy || f]|, := 4/ fol | f (€27t 2)|2dt w punktach

brzegowych z € 0. Otoz:

Twierdzenie 1.6. [K5, Theorem 3.3] Niech g € A(Q2) oraz h bedzie funkcjq ciggla
na 0 spetniajgeq nierdwnosé ||g||, < ||hl, dla z € 0Q. Wowczas istnieje f € A(S2)
funkcja holomorficzna ciggta do brzegu taka, ze ||lg+ f||, = ||h|, dla z € 0.
Dodatkowo mozna uczyni¢ f dowolnie matqg na zadanym zbiorze zwartym F C )
oraz zerujgcq sie do zadanego rzedu w punkcie 0.

22]}.(:1 [Pm; ()2 > % gdy N <mj <mg <..<mg <2N
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Okazuje sie, ze wielomiany te mozna tak zmodyfikowaé¢ aby uzyska¢ wynik po-
dobny do Twierdzenia 1.2, ktére okazalo sie¢ kluczowe w konstrukcji funkcji we-
wnetrznej z pracy [K2]. Ot6z mozna pokazaé:

Twierdzenie 1.7. [K3, Theorem 2.5| Dia statej a € (0,1) istnieje liczba naturalna
K taka, ze gdy h jest ciggtq silnie dodatniq funkcjg na 02 o tych samych wartosciach
na okregach, to wowczas mozemy dobra¢ N1 € N takq, Ze dla dowolnych liczb na-
turalnych N i mq,...,mg zwigzanych zaleznoscig Ny < N <my < ... <mg < 2N
mozna znaleZé wielomiany jednorodne Dp,, ..., Pmy Stopni ma, ...,mg odpowiednio
spetniajgcych nierdwnosci ah(z) < max;—1 .. i |pm,(%)| < h(z) dla z € 09Q.

Niestety zadanie aby funkcja h posiadala takie same wartosci na okregach unie-
mozliwia bezposrednie zastosowanie tych wielomianéw w konstrukcji funkcji we-
wnetrznej. Nie mniej jednak mozna tak zmodyfikowaé konstrukcje z pracy [K2]
aby uzyskaé¢ F' funkcje wewnetrzna, ktorej granice niestyczne F* przyjmuja warto-
$ci maksymalne na okregach:

Twierdzenie 1.8. [K3, Theorem 2.8] Niech h bedzie funkcjq ciggtq silnie dodatnig
na OQ oraz takq, ze h(z) = h(Az) dla |A\| = 1. Wowczas istnieje F' € O(Q) taka,
ze |[F*(z)| = h(z) dla prawie wszystkich z € 02 oraz max|y<1 |F(Az)| = h(z) dla
z € 09.

1.4. Maksymalne zbiory modulowe i zbiory szczytowe. Kolejne zastosowa-
nie wspomnianych juz wielomianéw jednorodnych w obszarach {2 C C™ zbalanso-
wanych, ograniczonych silnie wypuklych z brzegiem klasy C? wiaze sie z maksy-
malnymi zbiorami modutowymi.

Wiadomo, ze funkcja wewnetrzna jest nieciaglta w kazdym punkcie swego brzegu,
stad pojawia sie zainteresowanie funkcjami holomorficznymi f ciggltymi do brzegu
(f € A(QY)), ktorych (|f] < 1) modul jest ograniczony przez 1 i jednoczesnie zbior
K ={z¢€00:|f(z)| = 1} jest duzy. Taki podzbiér K nazywamy maksymalnym
zbiorem modutowym.

Pod wzgledem topologicznym zbiory te sg raczej mate dla obszaréw silnie pseu-
dowypuktych, co pokazali Stout i Duchamp [S1]. Rzeczywisty topologiczny wymiar
maksymalnego zbioru modutowego jest nie wiekszy niz n. W szczegélnosci maksy-
malne zbiory modutowe musza mie¢ puste wnetrze. Jesli jednak zamiast wymiaru
topologicznego wezmiemy pod uwage miare Hausdorffa takiegoz zbioru, to okazuje
sie, ze zbiory te nie musza juz by¢ mate. W szczegdlnosci Eric Lgv udowodnit [L2],
ze istnieje maksymalny zbior modutowy o dodatniej (2n — 1)-wymiarowej mierze
Hausdorffa.

Wykorzystamy nasze wielomiany jednorodne do konstrukeji maksymalnego zbioru
modutowego przecinajacego dowolny okrag o srodku w zerze zawarty w brzegu ob-
szaru ). Nasz zbiér bedzie raczej duzy, gdyz dzieki wspomnianej topologicznej
wlasnosci - co najmniej jego (2n — 2) -wymiarowa miara Hausdorffa musi by¢ do-
datnia.

Twierdzenie 1.9. [K3, Theorem 2.7| Niech Q bedzie obszarem zbalansowanym,
ograniczonym silnie wypuktym z brzegiem klasy C2. Niech ¢ > 0, T bedzie zbiorem
zwartym w ), g bedzie zespolong funkcjq ciggtq na 02 oraz h silnie dodatnig funkcjq
ciggta na O takg, ze |g(2)| < h(z) = h(Az) dla |\ =1, z € 0. Wiwczas istnieje
[ € AQ) taka aby ||fll; < e i max)y =1 |(g + f)(A2)| = h(z) dla z € ON.
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Jesli jednak zrezygnujemy z zastosowania wielomiandéw jednorodnych, to korzy-
stajac jedynie z wlasnosci posiadania HSF na (2 mozemy udowodnié¢ rezultat po-
dobny:

Twierdzenie 1.10. [K5, Theorem 2.5] Zaldzmy, zZe obszar Q jest zbalansowany,
ograniczony i posiada HSF na 0. Niech € € (0,1). Jesli g € A(Q) oraz h jest
funkcjq ciggta silnie dodatniq na 0Q dla ktorej |g(2)| < h(z) = h(Az) gdy z € 09
oraz |\| = 1, to wowczas istnieje funkcja f € A(Q) taka aby |g+ f| < h na 9Q oraz

J{z €0 : |r§1‘820§|(9+f)()w)| # h(z)} <e.

Dodatkowo funkcja f moze byé dowolnie mata na zadanym uprzednio zbiorze
zwartymF C i zerowaé sie w punkcie O do zadanego rzedu wlgcznie.

Wykorzystana w powyzszym twierdzeniu miara ¢ jest probabilistyczng miara,
borelowska na 02. Miara ta dodatkowo powinna byé¢ miarg kotowo niezmienna
czyli o(e?™8) = ¢(S) dla dowolnego S podzbioru borelowskiego w 9 oraz t € R.

Zauwazmy, ze teza jaka otrzymujemy jest nieco stabsza w Twierdzeniu 1.10 niz
w Twierdzeniu 1.9, ale jednocze$nie rozwazamy obszary o nizszej regularnosci.

1.5. Zbiory szczytowe. Istnieje takze “ostrzejsza” koncepcja zbioru szczytowego.
Otéz podobnie jak w definicji maksymalnego zbioru modutowego rozwazamy f €
A(Q) funkcje holomorficzng ciaglta do brzegu obszaru 2 C C", ktorej modut jest
ograniczony przez 1. Wowczas zbior K = {z € 9Q : f(z) = 1} nazywamy szczyto-
wWym.

E. Stout [S2] pokazal iz rzeczywisty topologiczny wymiar zbioru szczytowego jest
nie wigkszy niz n — 1.

Jesli jednak rozwazymy miare Hausdorffa zbioru szczytowego to okaze sie, ze
zbiory te nie musza juz byé¢ wcale mate. Stensones Henriksen pokazal [H1|, ze
dla kazdego silnie pseudowypuktego obszaru z brzegiem klasy C*° w C™ mozna
zbudowaé zbior szczytowy o wymiarze Hausdorffa rownym 2n — 1.

W pracy [K4] wykorzystaliémy nasze wielomiany jednorodne do konstrukeji zbioru
szczytowego dla obszaru 2 C C™ zbalansowanego, ograniczonego silnie wypuktego
z brzegiem klasy C?:

Twierdzenie 1.11. [K4, Theorem 2.4] Istnieje zbior zwarty K C 9Q oraz f € A(Q)
funkcja holomorficzna ciggta do brzegu taka, Ze:

o SK =09, gdzieS={A e C: |\ =1};

o f=1nakK;

e 0<|fl<1naQ\K.

Zauwazmy, ze nasz zbiér przecina kazdy okrag o srodku w zerze zawarty w
0. Wlasnos¢ ta powoduje iz wymiar Hausdorffa naszego zbioru bedzie réwny co
najmniej 2n — 2. A nawet co najmniej (2n — 2)-wymiarowa miara Hausdorffa musi
by¢ dodatnia.

Oczywiscie zbior szczytowy najwickszego mozliwego wymiaru Hausdorffa jest
tematem pracy [H1|. Dla poré6wnania zauwazmy, ze nasz zbior ma ciekawa topolo-
giczng wlasno$é, ktorej nie posiada zbiér Henriksena. Dodatkowo nasz zbior istnieje
dla obszarow, ktorych brzeg jest mniej regularny niz w pracy [H1]. Warto rowniez
wspomnie¢, ze Henriksen skonstruwal swoj zbiér rozwiazujac stosowny problem
0. Tymczasem nasze metody sa zwiazane wylacznie z wlasnosciami wielomianow
jednorodnych.
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1.6. Funkcja wewnetrzna, ktéra wzdluz cieé zespolonych jest réwniez
funkcjg wewnetrzna. Zalozmy, ze obszar () jest ograniczony, kotowy, silnie wy-
pukly z brzegiem klasy C?. Beda nas intersowaly ciecia zespolone tzn zbiory
postaci Dz, gdzie D = {A € C : |\ < 1} oraz z € 90. Zachowanie funkcji
holmorficznej bedziemy oceniaé¢ wykorzystujac jej wartosci srednie, czyli norme
Nfll, = ‘/fol |f(e?mt2)|2dt w punktach z € 0. Polaczymy [K2, Theorem 3.2]
czyli wlasnos$ci wspomnianych funkcji holomorficznych o kontrolowanym wzroscie
oraz [K1, Theorem 2.6] wielomiany jednorodne w celu uzyskania unikalnej funkcji
wewnetrznej ktora wzdhuz wszystkich cieé¢ zespolonych jest rowniez funkcja we-
wnetrzna. Twierdzene [K2, Theorem 3.2] dostarcza nam N funkcji holomorficz-
nych ciaglych do brzegu z ktérych co najmniej jedna w zadanym punkcie brzegu
jest “duza”. Nie mozemy kolejno bezposrednio korzystaé z tego wyniku i zsumowaé
tylko funkcje “duze” poniewaz utracimy informacje o wzroscie z kroku poprzed-
niego. Zastosowanie wielomianéw jednorodnych zasadniczo zmienia tg sytuacje.
Pozwalaja one bowiem rozsunaé¢ wspomniane funkcje “duze” tak aby nie zaklécaly
wzajemnie swego wzrostu. Uzyskamy w ten sposob nastepujacy rezultat:

Twierdzenie 1.12. [K5, Theorem 3.2| Zatdzmy, ze mamy g € A(Q) funkcje ho-
lomorficzng ciggtq do brzegu oraz h silnie dodatniq potciggltq z dotu funkcje na OS2
dla ktorej |g(z)| < h(z) oraz ||h|||, < co gdy z € 02. Wowczas istnieje f € O(Q)
dla ktorej supjy <y [f(Az)| < max)y=1(h + |g])(A2) oraz |[h—|g+ f*[l, = 0 gdy
z € 0N, gdzie f* oznacza radialng granice f. Dodatkowo mozemy uczynié¢ f dowol-
nie matq na zadanym zbiorze zwartym F C Q oraz zerujgcq sie do zadanego rzedu
w punkcie 0.
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“FUNKCJA WEWNETRZNA”

Przedstawimy teraz opis najwazniejszych rezultatow uzyskanych w pozostatych
publikacjach:

LITERATURA

[K-1] P. Kot: Radon inversion problem for holomorphic functions on strictly pseudoconvex
domains, Bull. Belg. Math. Soc. - Simon Stevin 17, (2010), No. 4, 623-640.
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Publikacje te mozna podzieli¢ pod wzgledem tematycznym w nastepujacy sposéb:
(1) Radon Inversion Problem: [K-1, K-2, K-3].
(2) Zbiory wyjatkowe: [K-4, K-5, K-6, K-9, K-10, K-11]
(3) Zbiory pluripolarne: [K-8]
(4) Inne problemy: [K-7, K-12, K-13]

2.1. Radon Inversion Problem. Publikacje tej grupy opisuja rekonstrukcje funk-
cji holomorficznej na podstawie zbioru wartosci catek tejze funkcji wzdtuz zadanego
z gory zbioru kierunkéw.

Cykl prac zwiazanych z problemem Radona rozpoczyna praca [K-3|. Rozwazamy
w niej dowolng nieujemna funkcje u potciagly z dotu okreslong na brzegu kuli B
Zakladamy w naturalny sposob, ze funkcja v ma wartosci identyczne na okregach
o $érodku w zerze i szukamy funkcji holomorficznej f takiej aby

ulz) = A 2 2 .
(2) /Mf@ 2 g2 ()

Okazuje sie [K-3, Theorem 2.9], ze nasz problem ma rozwiazanie doktadnie wow-
czas gdy istnieja wielomiany jednorodne p, ..., p,, spelniajace nastepujace dwie
wlasnosci:

(1) u=(0) ={z € OB" : p1(z) = p2(2) = ... = p(z) = 0},



FUNKCJA WEWNETRZNA 11

(2) ulz) > 2 Ipy (=) dla = € OB,

Przedstawione warunki pozwalaja latwo skonstruowaé przyktady [K-3, Examples
2.10-2.12] funkcji u dla ktorych przedstawiny problem nie ma rozwiazania.

Naturalnym uogélnieniem tegoz zagadnienia jest zastapienie kuli mniej regular-
nymi obszarami oraz wykltadnika 2 przez dowolna warto$é¢ dodatnig p. W tym
kierunku ida rozwazania z pracy [K-2]. Otoz okazuje sie, ze wystarczy aby obszar
Q byl ograniczony, zbalansowany i §cigle wypukly z brzegiem klasy C2?. Woéwczas
dla p > 0 oraz dowolnej funkcji u péiciagtej z dotu, dodatniej o identycznych war-
tosciach na okregach o $rodku w zerze mozna znalezé funkcje f € O(f2) dla ktorej:

_ Py P 2 )
u(z) = /M FO) P dg2 ()

Wsp6blna cecha powyzszych prac jest catkowanie wzdtuz dyskéw jednostkowych o
srodku w zerze. Oczywiscie mozna tez zastanawiaé sie co mozna uzyskaé¢ w sytuacji
gdy bedziemy catkowaé¢ wzdtuz dowolnych krzywych w obszarach pseudowypuktych.
Ten kierunek badan podejmuje ostatnia praca cyklu [K-1]. Rozwazamy tutaj obszar
Q) C C? ograniczony silnie pseudowypukty z brzegiem klasy C2. Zbior kierunkow
wzdluz ktorych bedziemy caltkowac jest w postaci funkeji ciaglej v : 9Q x [0,1] >
(2,t) = ¥(z,t) € Q wyposazonej w kilka dodatkowych naturalnych wlasnosci takich
jak niestyczno$é w stosunku do brzegu. Jesli teraz ustalimy funkcje H dodatnia
polciagla z dotu na 09, to moZemy skonstruowaé [K-1, Theorem 4.7] funkeje ho-
lomorficzna f € O(Q) taka, ze H(z fo |f(7(z, )P dt dla n-prawie wszystkich
punktéow z € 9Q gdzie n jest zadanad miara probablhstyczn@ na 0f) oraz p > 0.
Dodatkowo istnieja [K-1, Theorem 4.3] funkcje holomorﬁczne iy fx € O(Q) dla
stosownie dobranego K € N takie ze H(z) = > ;_, fo | (v(2, )P dt dla z € 9.
Nasze konstrukcje mozna zastosowac takze do rozwiazania [K-1, Theorem 4.4] pro-
blemu Dirichleta dla funkcji purisubharmionicznych. Otoz jesli © jest dodatkowo
gwiazdzisty wzgledem zera, to dla dowolnej funkcji ciagltej u > 0 na 0 istnieja
funkcje holomorficzne f1, ..., fx € O(Q) takie ze v(z) = ZjK:l fol |fj(7(z,t))|2dt

jest funkcja analityczna na 2, ciggla na Qi v(z) = u(z) dla z € 9.

2.2. Zbiory wyjatkowe. Cykl prac o zbiorach wyjatkowych rozpoczyna praca
[K-11]. W pracy tej dla dowolnych D, T roztacznych, zwartych i kotowych pod-
zbioréw brzegu kuli konstruujemy wielomiany jednorodne wspédlnie ograniczone o
duzych warto$ciach na T oraz malych warto$ciach na D. Nastepnie wykorzystu-
jemy te wielomiany do opisu tzw zbioréow wyjatkowych funkcji holomorficznych.
Powiemy, ze zbior E C 0B? jest zbiorem p-wyjatkowym dla funkcji holomorficznej
f€0OMB) gdy E = {z € OB : f\AI<1 [f(A2)|P dL€?(N\) = oo} . Glowny rezultat
pracy [K-11] powiada, ze F jest zbiorem 2-wyjatkowym jesli jest kotowym podzbio-
rem OB? typu G5 oraz F, jednoczesnie. Pierwsza wskazowke jak usunaé zatozenie
o typie Fy, dla zbioréw wyjatkowych jest praca [K-10]. Rozwazamy w niej obszary
Q) silnie wypukte, zbalansowane o brzegu klasy C'. Okazuje sie, ze jesli tylko p > 0
oraz zbior E C 05 jest kolowym typu Gy, to mozna skonstruowac funkcje f € Q(9)
dla ktorej E = {z € 09 : f|)\|<1 |f(A2)[P d€%(N\) = oo} . Jednoczesnie tatwo mozna
zauwazy¢, ze dowolny zbior wyjatkowy musi by¢ w tej sytuacji kotowy oraz typu
Gs.

Mozna oczywiscie rozwazaé zbiory wyjatkowe jako ciecia prostymi zespolonymi
niekoniecznie przechodzacymi przez punkt zero. Dokladniej niech Q = {(z,w) €
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CH . |z| < w(w),w € H} bedzie obszarem Hartogsa gdzie H jest otwartym
podzbiorem w C? oraz i jest funkcja ciagla o dodatnich wartogciach na H i taka, ze
—In p jest funkcja silnie plurisubharmoniczng na H. Wowczas cieciem zespolonym
wzdtuz ustalonego w € C? bedzie zbior Q,, = QN (C x {w}). W tej sytuacji dla
zadanego zbioru E w H typu Gs mozna skonstruowaé¢ [K-9] funkcje holomorficzna
f € 0(Q) taka, ze

E={weCt: / £(,w)[2dL2 = o).
Qo
Jesli wprowadzimy pewne dodatkowe ograniczenia takie jak catkowalno$é z kwa-
dratem dla funkcji f wowczas zbidr wyjatkowy nie moze byé zbyt duzy. W kolejnych
pracach rozwazamy zbiory wyjatkowe funkcji f € O(B?) N L?(B?) holomorficznych
catkowalnych z kwadratem na kuli B¢ w postaci:

EP(f) = {z c OB : / 1FO2)]2 (1= [AP)Pdg2 () = oo} .
[Al<1

W tej sytuacji jesli 8 = 0, to [K-3, Theorem 3.1] dowolny zbiér kotowy E C 9B?
typu Gs i miary zero jest zbiorem wyjatkowym pewnej funkcji f holomorficznej
catkowalnej z kwadratem, czyli E = E°(f). Z kolei w pracy |[K-6] skonstruowali-
$my pewna miare® O taka, ze jesli E jest kolowym podzbiorem typu G5 w OB?
oraz ©%(E) = 0 to wowczas istnieje funkcja f € O(B?) N L?(B?) holomorficzna cal-
kowalna z kwadratem na kuli B?, dla ktorej E = E®(f). Funkcje holomorficzne f
catkowalne z waga x;(2) := (1 —|2]?)! oraz ich zbiory wyjatkowe E*(f) a zwlaszcza
zaleznos$¢ pomiedzy parametrami s,t jest tematem pracy [K-5]. W szczegolnosci
[K-5, Theorem 2.7 jesli t = 0, to E4=1(f) = 0.

Wreszcie ostatnia praca [K-4] tej grupy dotyczy koto jednostkowego oraz cieé
wzdtuz promieni. Doktadniej dla p > 0 oraz zadanego z goéry zbioru E typu Gy
w brzegu dysku jednostkowego dD konstruujemy funkcje holomorficzng f € O(D)
taka, ze

Jorjouyz | 4 < 00 oraz E = EP(f) = {z coD: [ |f(tz)| dt = oo}.

Zauwazmy jeszcze, ze prace z grupy dotyczacej problemu Radona w szczegdl-
nosci dostarczaja narzedzi do rozwiazywania rozmaitych probleméw zwigzanych
ze zbiorami wyjatkowymi, co znakomicie ilustruja fakty:[K-1, Theorem 4.8], [K-2,
Theorem 2|, [K-3, Theorem 3.1].

2.3. Zbiory pluripolarne. Praca [K-8] jest efektem przeniesienia pewnych metod
zwiazanych ze zbiorami wyjatkowymi do teorii zbioréw pluripolarnych. Inspiracja
dla jej powstania jest wynik Zeriahiego, ktory méwi doktadnie tyle, ze dowolny zbiér
pluripolarny E typu Gs oraz F, dopuszcza plurisubharmoniczna funkcje u taka, ze
E =u'(—00) oile E = E}gy czyli jest réowny swojej otoczce pluripolarnej. W
pewnych sytuacjach potrafimy wyeliminowaé zaltozenie F, dla zbioru FE.

Dla zbioru E typu G5 w R? przedstawiamy nowa konstrukcje funkcji subharmo-
nicznej u takiej, ze £ = {z € R?: u(z) = —oc}.

Druga czesé pracy dotyczy zbioréw pluripolarnych. Wsrod wielu rezultatéw na
wyroznienie zastuguje “narzedzie” stuzace eliminacji wspomnianego zalozenia Fi,.
Oto6z [K-8, Theorem 6.4] jesli E jest zbiorem typu Gj oraz dla dowolnego zbioru

S0<a<2d—2,p=d— 25>
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zwartego K roziacznego z E potralimy dobraé cing [unkeji plurisubharmonicznych
p; taki, Ze
Ec | )it (-oo)c | (ps)i (-o0) c €\ K,
JEN jen

gdzie @.(x) = liminf,_,, o(y) . to istnieje funkcja plurisubharmoniczna ¢ na C*
taka, ze E = ¢~ '(~oc) oraz E = ¢, '(—c0). Stosujemy nasz rezultat dla zbioru
E C Fy x ... x Fy, gdzie E jest typu Gy oraz F, jest zbiorem polarnym w C. W
szezegolnosei pokazujemy jak skonstruowaé funkeje plurisubharmoniczna u taks, ze
E = {z € C": u(z) = —x}. Praca zawiera rowniez szereg innych przykladéw
zbioréow pluripolarnyvel.

2.4. Inne problemy. W pracy [K-13| podajemy prosty dowod identycznosei me-
tryki Caratheodoryego oraz wewnetrznej metryki Caratheodoryego dla pierscienia
P. Praca [K-12] dotyczy rozwiazania problenu Gleasona w obszarach gwiazdzi-
stych. Z kolei w pracy [K-7| rozwazamy konstrukeje pewnego algorytmnu obliczaja-

cego grupy homologii.




